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Vorwort des Herausgebers. 


Das Studium der herrlichen Geisteserzeugnisse unseres unsterblichen 
Gauss ist für jeden Mathematiker, der es ernsthaft mit seiner Wissenschaft 
meint, eine unabweisbare Pflicht. Grossen Dank ist man daher der König- 
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen schuldig, dass sie durch 
Veranstaltung einer billigen in einzelnen Bänden erhältlichen Ausgabe der 
Gauss’schen Werke im Originaltext jedermann in den Stand gesetzt hat, 
sich dieselben anzuschaffen. Wenn nun trotz der leichten Erhältlichkeit 
des Originals hier noch der Versuch mit einer deutschen Ausgabe der 
Disquisitiones arithmeticae und der in lateinischer Sprache geschriebenen 
im zweiten Bande der Gesammelten Werke enthaltenen zahlentheoretischen 
Abhandlungen gewagt wird, so hat dies in der Erwägung seinen Grund, 
dass eben die sprachlichen Schwierigkeiten des Originals für viele Leser 
keine geringen sind und um so drückender empfunden werden, als das Ver- 
ständnis des Inhaltes selbst, und zwar nicht bloss beim ersten Studium 
desselben, eine sehr bedeutende Geistesthätigkeit erfordert und alle Kräfte 
in Anspruch nimmt. Der des Faches kundige Gelehrte wird allerdings 
lieber zum Originale greifen. Denn wie in den Augen des Kenners ein 
Werk der Skulptur oder Malerei zwar durch die Gediegenheit und Bedeutung 
des behandelten Stoffes und durch die Feinheit in der Anordnung und Aus- 
führung der einzelnen Teile Anerkennung findet, aber erst durch die That- 
sache, dass es Original ist, seinen wahren Wert erhält, so auch ein Werk 
der schöngeistigen oder fachwissenschaftlichen Literatur. Nur das Original- 
werk zeigt uns die Genialität seines Schöpfers im vollen Glanze und erfüllt 
uns mit jenem geistigen Vergnügen, welches die Bewunderung grosser 
Männer gewährt. Da nun die Disquisitiones arithmeticae ein durch seinen 
Inhalt wie durch seine Form hervorragendes klassisches Werk sind, so kann 
das Studium derselben im Originaltext nicht dringend genug empfohlen 
werden. Wem es aber zunächst nur darum zu thun ist, mit dem Inhalte 
selbst bekannt zu werden, der wird es jedenfalls dankbar annehmen, wenn 
es ihm durch Hinwegräumung äusserer Schwierigkeiten ermöglicht wird, 
seine ganze Aufmerksamkeit auf die Sache zu richten. Daher darf man 
sich immerhin der Hoffnung hingeben, dass die vorliegende deutsche Ausgabe 
vielen Lesern sehr willkommen sein wird. 
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Vorwort des Herausgebers. 


Was nun diese Ausgabe selbst anlangt, so hätten in dieselbe von den 
kleineren Abhandlungen wohl nur die von Gauss selbst veröffentlichten auf- 
genommen werden sollen; ich habe aber auch die in seinem Nachlasse vor- 
gefundenen, im zweiten Bande seiner Werke enthaltenen Fragmente nicht 
ausschliessen wollen, weil sie noch manches Goldkörnchen, manche wertvolle 
Bemerkungen und interessante Sätze enthalten, obwohl sie weder sachlich 
noch formell vollkommen druckfertig genannt werden können und daher 
wohl in der Gesamtausgabe seiner Werke aber nicht hier einen Platz be- 
anspruchen durften. Um den Character und Geist der Gauss’schen Arbeiten 
möglichst rein und frei von jedem Beiwerk wiederzuspiegeln, habe ich mich 
aller eigenen Anmerkungen enthalten und nur die bereits sanctionierten, 
von Herrn Professor Dedekind herrührenden Bemerkungen zu einigen Ab- 
handlungen mit gütiger Erlaubnis des Verfassers aus dem zweiten Bande 
der Göttinger Ausgabe übernommen. 

Für diejenigen, denen dieser Band selbst nicht zur Hand ist, füge ich 
zur Orientierung hier noch einige daraus entnommene Notizen hinzu. An 
einigen Stellen der Disgu. arithm. wird auf einen achten Abschnitt ver- 
wiesen, obwohl ein solcher nicht vorhanden ist; ferner haben die hier mit- 
geteilten Artikel aus der „Lehre von den Resten“ und die Abhandlung auf 
Seite 678 eine eigentümliche Numerierung. Es findet dies dadurch seine 
Erklärung, dass Gauss seine ursprünglichen Aufzeichnungen, welche den 
Titel „Analysis residuorum“ tragen, einer gänzlichen Umarbeitung unterzog, 
aus welcher die Disquisitiones arithmeticae hervorgingen, deren achter Ab- 
schnitt die auf Seite 589 u. ff. mitgeteilten Untersuchungen zum Gegenstande 
haben sollte. Als zu umfangreich wurden diese Untersuchungen aber 
schliesslich von den .Disqu. arithm. ausgeschlossen und der achte Abschnitt 
einer eingehenderen Betrachtung der Lehre von der Kreisteilung vorbehalten, 
daher das darauf bezügliche Fragment (Seite 678) sich in der Numerierung 
seiner Artikel unmittelbar an die Disqu. arithm. anschliesst. Die Artikel 
in den beiden Abschnitten aus der „Lehre von den Resten“ tragen dieselben 
Nummern wie im ursprünglichen Manuskript. 

Vor einigen Jahren ist von mir eine Übersetzung des so überaus selten 
gewordenen Legendre’schen Werkes „Theorie des nombres“ herausgegeben 
worden; es sei mir erlaubt, meiner Freude darüber Ausdruck zu geben, dass 
es mir vergönnt war, auch das zweite und bedeutendere klassische Werk 
über Zahlentheorie, die Disquwisitiones arithmeticae von Gauss, dem mathe- 
matischen Publikum in deutscher Sprache zu überreichen. Ich hoffe damit 
der Wissenschaft auch einen kleinen Dienst erwiesen zu haben. 


Berlin, im März 1889. 


Der Herausgeber. 


Vorrede des Verfassers zu den Arithmetischen 
Untersuchungen. 


Die in diesem Werke enthaltenen Untersuchungen beziehen sich auf 

denjenigen Teil der Mathematik, der es mit den.ganzen Zahlen zu thun hat, 
während die gebrochenen Zahlen meistenteils, die imaginären immer aus- 
geschlossen bleiben. Die sogenannte unbestimmte oder Diophantische Ana- 
Iysis, welche aus unendlich vielen dem unbestimmten Problem genügenden 
Lösungen diejenigen auszuwählen lehrt, welche ganzzahlig oder wenigstens 
rational sind (meistens auch noch unter der Bedingung, dass sie positiv 
seien), ist nicht jene Disziplin selbst, sondern vielmehr ein sehr specieller 
Teil derselben und verhält sich zu ihr ungefähr so, wie die Kunst, die 
sleichungen zu reduzieren und aufzulösen (Algebra), zur gesamten Analysis. 
Wie nämlich in das Gebiet der Analysis alle Untersuchungen gehören, 
‘welche über die allgemeinen Eigenschaften und Beziehungen der Zahl- 
grössen angestellt werden können, so bilden die ganzen Zahlen (und die 
gebrochenen, insofern sie durch ganze bestimmt werden) den eigentlichen 
Gegenstand der Arithmetik. Da aber das, was gewöhnlich unter dem Namen 
Arithmetik gelehrt wird, kaum über die Kunst zu zählen und zu rechnen 
(d. h. die Zahlen durch geeignete Zeichen etwa nach dem dekadischen 
Systeme darzustellen und die arithmetischen Operationen auszuführen) hin- 
ausgeht, mit Hinzufügung noch einiger Sachen, die entweder gar nicht zur 
Arithmetik gehören (wie die Lehre von den Logarithmen) oder doch wenig- 
stens nicht den ganzen Zahlen eigentümlich sind, sondern für alle Zahl- 
grössen gelten, so scheint es sachgemäss zu sein, zwei Teile der Arithmetik 
zu unterscheiden und das Erwähnte zur elementaren Arithmetik zu rechnen, 
dagegen alle allgemeinen Untersuchungen über die eigentlichen Beziehungen 
der ganzen Zahlen der höheren Arithmetik, von der hier allein die Rede 
sein wird, zu überweisen. 

Zur höheren Arithmetik gehört das, was Euclid in den „Zlementen“ 
Buch VO u. ff. mit der bei den Alten gewohnten Eleganz und Strenge 
gelehrt hat; doch beschränkt sich dies auf die ersten Anfänge dieser 
Wissenschaft. Das berühmte Werk des Diophant, welches ganz den Pro- 
blemen aus der unbestimmten Analysis gewidmet ist, enthält viele Unter- 
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suchungen, welche wegen ihrer Schwierigkeit und der Feinheit der Kunst- 


griffe eine nicht geringe Meinung von dem Geiste und Scharfsinn ihres 
Verfassers erwecken, besonders wenn man die Geringfügigkeit der Hülfs- 
mittel bedenkt, welche ihm zu Gebote standen. Da aber diese Aufgaben 
mehr eine gewisse Gewandtheit und geschickte Behandlung als tiefere 
Prinzipien .erfordern und überdies zu speciell sind und selten zu allgemei- 
neren Schlüssen führen, so dürfte dieses Buch mehr aus dem Grunde eine 
Epoche in der Geschichte der Mathematik bilden, weil es die ersten Spuren 


einer characteristischen Kunst und der Algebra in sich enthält, als weil es 
die höhere Arithmetik mit neuen Entdeckungen bereichert hat. Bei weitem 
das Meiste verdankt man den Neueren, von denen zwar nur wenige Männer, 
aber Männer von unvergänglichem Ruhme, wie P., de Fermat, L. Euler, 
L. Lagrange, A. M. Legendre, den Zugang zu dem Heiligtume dieser 
göttlichen Wissenschaft erschlossen und gezeigt haben, von wie grossen 
Reichtümern es überfüllt ist. Ich unterlasse es jedoch hier anzuführen, 
welche Entdeckungen von jedem einzelnen dieser Geometer ausgegangen 
sind, da man dies aus den Vorreden zu den Zusätzen, mit denen Lagrange 
Euler’s Algebra bereichert hat, und zu dem bald zu erwähnenden erst 
kürzlich erschienenen Werke von Legendre erfahren kann und überdies 
die meisten an gehöriger Stelle in diesen Arithmetischen Untersuchungen 
Erwähnung finden werden. 

Der Zweck dieses Werkes, dessen Herausgabe ich schon vor fünf Jahren 
versprochen hatte, war der, die Untersuchungen aus der höheren Arithmetik, 
die ich teils vor teils nach jener Zeit angestellt habe, zur allgemeineren 
Kenntnis zu bringen. Damit sich aber Niemand wundere, dass ich die 
Wissenschaft hier fast von ihren ersten Anfängen an wiederholt und viele 
Untersuchungen von Neuem aufgenommen habe, mit denen sich schon 
andere beschäftigt haben, glaube ich darauf hinweisen zu müssen, dass ich, 
als ich mich zuerst im Anfange des Jahres 1795 dieser Art von Unter- 
suchungen zuwandte, von allem dem, was von Neueren auf diesem Gebiete 
geleistet worden war, nichts wusste und aller Hülfsmittel, durch welche ich 
mir davon hätte einige Kenntnis verschaffen können, baar war. Während 
ich nämlich damals mit einer andern Arbeit beschäftigt war, stiess ich 
zufällig auf eine ausgezeichnete arithmetische Wahrheit (wenn ich nicht irre, 
war es der Satz des Artikels 108), und da ich dieselbe nicht nur an und für 
sich für sehr schön hielt, sondern auch vermutete, dass sie mit anderen 
hervorragenderen Eigenschaften im Zusammenhang stehe, bemühte ich mich 
mit ganzer Kraft, die Prinzipien, auf denen sie beruhte, zu durchschauen 
und einen strengen Beweis dafür zu erhalten. Als mir dies endlich nach 
Wunsch gelungen war, hatten mich die Reize dieser Untersuchungen derart 
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umstrickt. dass ich sie nieht mehr verlassen konnte; so kam es, dass, während 
das Eine immer zu dem Andern den Weg bahnte, das in den vier ersten 
Abschnitten dieses Werkes Mitgeteilte grösstenteils erledigt war, ehe ich 
von Ähnlichen Arbeiten anderer Geometer etwas zu Gesicht bekommen hatte, 
Als mir darauf Gelegenheit wurde, die Schriften dieser grossen Geister durch- 
zusehen, erkannte ich zwar, dass der grössere Teil meiner Überlegungen 
längst abgethanen Sachen gewidmet gewesen war, um so lebhafter aber 
bestrebte ich mich, den Fussstapfen jener folgend, die Arithmetik weiter 
auszubauen; so wurden verschiedene Untersuchungen angestellt, von denen 
die Abschnitte V, VIund VII einen Teil wiedergeben. Als ich nach einiger 
Zeit den Entschluss fasste, die Früchte meiner Anstrengungen zu veröffent- 
lichen, liess ich mich, dem Wunsche vieler nachgebend, um so lieber über- 


“reden, auch von jenen früheren Untersuchungen nichts zu unterdrücken, 


weil es damals noch kein Buch gab, aus dem man die in den Denkschriften 
der Akademieen zerstreuten Arbeiten anderer Geometer über diese Gegen- 
stände hätte kennen lernen können, sodann weil viele von ihnen vollständig 
neu und zum grossen Teil nach neuen Methoden behandelt waren, endlich 
weil sie alle sowohl unter einander als auch mit den späteren Untersuchungen 
durch ‘ein so enges Band zusammenhingen, dass auch das Neue nicht be- 
quem genug auseinandergesetzt werden konnte, ohne dass das andere von 
Anfang an wiederholt worden war. 

Inzwischen erschien das ausgezeichnete Werk des schon vorher um die 
höhere Arithmetik hochverdienten Legendre, Essai d’une theorie des nombres, 
Paris a. VI, in welchem er nicht nur alles, was bis dahin in dieser Wissen- 
schaft gearbeitet worden war, sorgfältig zusammentrug und in Ordnung 
brachte, sondern auch noch sehr viel Neues aus seinem Eigenen hinzuthat. 
Da mir dieses Buch zu spät in die Hände kam, nachdem bereits der grösste 
'Teil meines Werkes gedruckt war, habe ich es nirgends, wo die Analogie 
des Gegenstandes Gelegenheit dazu gegeben hätte, erwähnen können; nur 
hinsichtlich einiger weniger Stellen hielt ich es für notwendig in den Zu- 
sätzen einige Bemerkungen hinzuzufügen, die der edeldenkende und auf- 
geklärte Mann, wie ich hoffe, nicht übeldeuten wird. 

Während des Druckes dieses Werkes, welcher mehrere Male unterbrochen 
und durch mancherlei Hindernisse bis ins vierte Jahr hinausgezogen wurde, 
habe ich nicht nur diejenigen Untersuchungen, die ich zwar schon früher 
angefangen, deren Veröffentlichung aber ich auf eine andere Zeit zu ver- 
schieben beschlossen hatte, um nicht das Buch allzu umfangreich werden 
zu lassen, weiter fortgesetzt, sondern noch mehrere andere neue in Angriff 
genommen. Auch wurden mehrere, die ich aus demselben Grunde nur 
obenhin berührt habe, weil eine ausführlichere Behandlung weniger not- 
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wendig erschien (z. B. die, welche in den Artikeln 37, 82 u. ff. und andern 
Stellen angeführt sind), später wieder aufgenommen und haben dieselben 
zu allgemeineren Untersuchungen, die der Veröffentlichung wert erscheinen, 
Veranlassung gegeben (vgl. auch, was in den Zusätzen über Artikel 306 
gesagt ist). Schliesslich habe ich, da das Buch besonders wegen der grossen 
Ausdehnung des fünften Abschnittes bei weitem umfangreicher geworden 
war, als ich erwartet hatte, mehreres, was anfänglich für dasselbe bestimmt 
war, und unter andern den ganzen achten Abschnitt (welcher in diesem 
Bande bereits an einigen Stellen erwähnt wird und eine allgemeine Abhand- 
lung über die algebraischen Congruenzen jeden Grades enthält) weglassen 
müssen. Alles dieses, welches mit Leichtigkeit einen mit dem vorliegenden 
gleichstarken Band ausfüllen wird, werde ich veröffentlichen, sobald sich 
die Gelegenheit dazu bietet. 

Dass ich bei mehreren schwierigen Untersuchungen mich synthetischer 
Beweise bedient und die Analysis, durch welche dieselben gefunden sind, 
unterdrückt habe, ist besonders durch das’ Streben nach Kürze veranlasst, 
der ich mich soviel wie möglich befleissigen musste. 

Die Theorie der Kreisteilung oder der regulären Polygone, welche im 
siebenten Abschnitt behandelt wird, gehört zwar an und für sich nicht in 
die Arithmetik; doch müssen ihre Prinzipien einzig und allein aus der 
höheren Arithmetik geschöpft werden; dies wird vielleicht den Geometern 
ebenso überraschend sein, wie ihnen hoffentlich die neuen Wahrheiten, die 
man aus dieser Quelle schöpfen kann, angenehm sein werden. 

Hierauf habe ich den Leser aufmerksam machen wollen. Über den 
Gegenstand selbst zu urteilen, ist nicht an mir. Ich wünsche nichts leb- 
hafter, als dass sie denen, denen der Fortschritt der Wissenschaft am Herzen 


liegt, gefallen mögen, sei es nun, dass sie bisherige Lücken ausfüllen, sei 
es, dass sie den Zugang zu Neuem öffnen. 
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Erster Abschnitt. 


Von der Congruenz der Zahlen im Allgemeinen. 


ge 


Congruente Zahlen, Moduln, Reste und Nichtreste. 


1. 


Wenn die Zahl a in der Differenz der Zahlen b, c aufgeht, so werden 
b und ce nach a congruent, im andern Falle incongruent genannt. Die Zahl 
a nennen wir den Modul. Jede der beiden Zahlen b, c heisst im ersteren 
Falle Rest, im letzteren aber Nichtrest der andern. 

Diese Bezeichnungen gelten in Bezug auf alle ganzen, posi- 
tiven sowohl wie negativen”), Zahlen, sie sind aber nicht auf gebrochene 
Zahlen auszudehnen. So sind z. B. — 9 und +16 nach dem Modul 5 
congruent; — 7 ist nach dem Modul 11 Rest, nach dem Modul 3 aber 
Nichtrest von +15. Da übrigens die Null durch jede beliebige Zahl ge- 
teilt wird, so ist jede Zahl als nach jedem beliebigen Modul sich selbst 
congruent zu betrachten. 


2. 


Sämtliche Reste einer gegebenen Zahl a nach dem Modulm 
sind in der Formel a-+ km enthalten, wo % eine unbestimmte ganze 
Zahl bezeichnet. Von den Sätzen, die wir später aufstellen werden, lassen 
sich die leichteren hieraus ohne Mühe beweisen; doch wird jeder die Richtig- 
keit derselben ebenso leicht durch den blossen Anblick erkennen können. 

Die Congruenz der Zahlen werden wir im Folgenden durch 
das Zeichen = andeuten und den Modul da, wo es nötig sein wird, in 
Klammern hinzufügen: —16=9 (mod. 5), —7=15 (mod. 11).**) 


*) Der Modul ist offenbar stets absolut, d.h. ohne jedes Vorzeichen, zu nehmen. 
“*) Dieses Zeichen habe ich wegen der grossen Analogie, die zwischen der 
Gleichheit und der Congruenz stattfindet, gewählt. Aus demselben Grunde hat Le- 
gendre in seinem unten öfter zu erwähnenden Werke geradezu das Gleichheitszeichen 
für die Congruenz beibehalten; doch habe ich Bedenken getragen, ihm darin zu folgen, 
um keine Zweideutigkeit entstehen zu lassen. 
Gauss. 1 
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Satz. Sind m aufeinanderfolgende ganze Zahlen 


a,a+l,a+23...,a+m—1 


und eine andere A gegeben, so wird eine und nur eine von 
jenen dieser letzteren nach dem Modul m congruent sein. 


A. j ; i 
Ist nämlich „m eine ganze Zahl, so ist a=4; ist es aber eine 


gebrochene Zahl, so sei die nächstgrössere ganze Zahl (oder wenn der 
Bruch negativ ist, die nächstkleinere, ohne Rücksicht auf das Vorzeichen) 
gleich %; dann wird A+ km zwischen a und a+m liegen und daher die 
gesuchte Zahl sein. Offenbar aber liegen die Quotienten 


a—A a+l—A a+2—A 
mM ; m i mM 


yore 


sämtlich zwischen k— 1 und k-++1; daher kann nicht mehr als einer von 
ihnen eine ganze Zahl sein. 


Kleinste Reste. 
4, 


Es wird demnach jede Zahl sowohl in der Reihe 0, 1, 2,..., m—1 
wie in der Reihe 0, —1, —2,..., —(m—1) einen Rest besitzen und 
zwar werden wir diese die kleinsten Reste nennen. Offenbar giebt es, 
falls nicht 0 der Rest ist, stets zwei solche, einen positiven und einen 
negativen. Sind dieselben der Grösse nach ungleich, so ist der eine kleiner 


MM. k S M : } 
als 5, Im andern Falle beide gleich DE abgesehen vom Vorzeichen. Hier- 


aus geht hervor, dass eine jede Zahl einen Rest besitzt, der die Hälfte des 
Moduls nicht übersteigt und der absolut kleinste Rest genannt wird. 

Die Zahl — 13 besitzt z. B. nach dem Modul 5 den kleinsten positiven 
Rest 2, der zugleich der absolut kleinste Rest ist, dagegen den kleinsten 
negativen Rest —3. Die Zahl +5 ist nach dem Modul 7 ihr eigener 
kleinster positiver Rest, — 2 dagegen der kleinste negative und zugleich 
absolut kleinste Rest derselben. 


Elementare Sätze über die Congruenzen. 
5. 

Nachdem wir diese Bezeichnungen festgestellt haben, wollen wir die- 
jenigen Eigenschaften congruenter Zahlen, die sich auf den ersten Blick 
darbieten, zusammenstellen. 

Diejenigen Zahlen, welche nach einem zusammengesetzten 
Modul congruent sind, sind auch nach jedem Teiler desselben 
congruent. 


Von der Congruenz der Zahlen im Allgemeinen. 3 


Wenn mehrere Zahlen einer und derselben Zahl nach einem 
und demselben Modul congruent sind, so sind sie (nach dem- 
selben Modul) unter einander eongruent. 

Auch in den folgenden Sätzen wird vorausgesetzt, dass der Modul der- 
selbe bleibt, 

Congruente Zahlen haben dieselben, incongruente aber 
verschiedene kleinste Reste. 


6. 
Hat man beliebig viele Zahlen A, B, C,... und ebenso viele 
andere ,b,c,..., welche jenen nach irgend welchem Modul 


congruent sind, also 
A=WmuBeli. 
so ist: 
A+B+(+..-=a+b+c+--- 
117 424 B=b, 50 ist: A-0 Bea 


7, 

Ist A=a, so ist auch AA = ka. 

Ist % eine positive Zahl, so ist dieses nur ein besonderer Fall des Satzes 
im vorhergehenden Artikel, der entsteht, wenn man daselbt A=B=( =... 
und a=b=c=..- setzt. Ist % negativ, so wird —% positiv, daher 
— kA=— ka und hieraus kA = ka. 

Ist A=a, B=b, so ist auch AB=ab. 

Denn es ist AB= Ab= ba. 


8. 
Hat man beliebig viele Zahlen A, 3, C, ... und ebenso viele 
andere a,b, c,..., welche jenen congruent sind, also A=a, 


BZ=b,..., so sind auch die Producte aus den Zahlen jeder Reihe 
econgruent, also ABO... =abe... 

Nach dem vorhergehenden Artikel ist AB=ab und aus demselben 
Grunde ABC == abe; auf dieselbe Weise können beliebig viele andere Factoren 
hinzutreten. 

Wenn alle Zahlen A, B, C, ... gleich angenommen werden, ebenso die 
entsprechenden a, b, ce, ..., so erhält man den Satz: 

Ist A=a und %k eine ganze positive Zahl, ot Ara, 


9 


Es sei X eine algebraische Function der unbestimmten 
Grösse x von der Form: 


b 
Aa” + Be’ + (x + .-.-, 
Wwo..4, B, ©... irgend welche ganze Zahlen, a,b, e,... aber 
ganze nicht negative Zahlen bezeichnen. Wenn alsdann der 


1* 


4 Erster Abschnitt. [Art. 10—12] 


Unbestimmten x Werte beigelegt werden, die nach einem be- 
liebigen Modul congruent sind, so werden auch die daraus sich 
ergebenden Werte der Function X einander congruent sein, 

Es seien f, g einander congruente Werte von x. Dann ergiebt sich 
aus dem vorhergehenden Artikel: 


f= g" und Af"= Ag“; ebenso Bf’= Bg’ u. s. w. Daher: 
Af+ BE +Cf + --=4Ag"+ Be +0 + ,w.2.b. w. 
Uebrigens sieht man leicht, wie sich dieser Satz auf Functionen von 
mehreren Unbestimmten ausdehnen lässt, 


10. 


Wenn demnach für x alle aufeinander folgenden ganzen Zahlen gesetzt 
und die Werte der Function X auf ihre kleinsten Reste gebracht werden, 
so werden diese eine Reihe bilden, in welcher nach einem Intervall von 
m Gliedern (wo m den Modul bezeichnet) immer dieselben Glieder wieder- 
kehren, oder diese Reihe wird aus einer unendlichvielmal wiederholten 
Periode von m Gliedern gebildet sein. Ist .B. X= x?’ — 82 + 6 und 
m— 5, so werden für «= 0,1,2,3... die Werte von X die folgenden 
kleinsten positiven Reste ergeben: 1,4, 3, 4, 3, 1,4, wo die fünf ersten 1,4, 
3,4, 3 sich bis ins Unendliche hin wiederholen; und wenn die Reihe rück- 
wärts fortgesetzt wird, d. h. wenn x negative Werte gegeben werden, so 
geht dieselbe Periode in umgekehrter Reihenfolge der Glieder hervor. Dar- 
aus ist offenbar, dass andere Glieder als die, welche diese Periode bilden, 
in der ganzen Reihe nicht statthaben können. 


17, 


In diesem Beispiel kann demnach X weder =0 noch =2 (mod. 5) und 
noch viel weniger = 0 oder —2 werden. Daraus folgt, dass die Gleichungen 
23 — 82 +6—=0 und #3 — Sc + 4 = 0 durch ganze Zahlen und infolge 
dessen, wie bekannt, durch rationale Zahlen nicht aufgelöst werden 
können. Allgemein ist ersichtlich, dass die Gleichung X = 0, wenn die 
Function X der Unbekannten x die Form 

Aa Dis N 

hat, wo A, B, 0,... ganze Zahlen sind und » eine ganze positive Zahl ist 
(auf welche Form bekanntlich alle algebraischen Gleichungen zurückgeführt 
werden können), keine rationale Wurzel hat, wenn man nicht der Congruenz 
X==0 nach irgend einem Modul Genüge leisten kann. Dieses Kriterium, 
welches sich uns hier unmittelbar darbot, soll im achten Abschnitt*) aus- 
führlicher behandelt werden. Sicherlich wird man sich schon aus dieser 
Probe einen kleinen Begriff von dem Nutzen dieser Untersuchungen 
bilden können. 


*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers. 
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Von der Congruenz der Zahlen im Allgemeinen. 


Gewisse Anwendungen. 
12. 

Auf die in diesem Kapitel angeführten Sätze gründet sich mehreres, 
was in der Arithmetik gelehrt zu werden pflegt, z. B. die Regeln zur Unter- 
suchung der Teilbarkeit einer gegebenen Zahl durch 9, 11 oder durch 
andere Zahlen. Nach dem Modul 9 sind alle Zahlen, welche Potenzen von 
10 sind, der Einheit congruent. Hat daher die gegebene Zahl die Form 
a—+ 1065 + 100c + ---, so wird dieselbe denselben kleinsten Rest nach dem 
Modul 9 geben wie @+b-++-c+--- Hieraus ist ersichtlich, dass, wenn 
die einzelnen Ziffern der dekadisch ausgedrückten Zahl ohne Rücksicht auf 
die Stelle, welche sie einnehmen, addirt werden, diese Summe und die ge- 
gebene Zahl dieselben kleinsten Reste darbieten und daher diese durch 9 
geteilt werden kann, wenn jene durch 9 teilbar ist, und umgekehrt. Das- 
selbe gilt vom Teiler 3. Da ferner, nach dem Modul 11, 100=1 ist, so 
ist allgemein 10*=1, 0” +!=10=—1, und die Zahl von der Form 
a+ 105 +100c-+--- wird nach dem Modul 11 denselben kleinsten Rest 
geben wie «—b-+c—:--, woraus sich sofort die bekannte Regel ergiebt. 
Aus demselben Prinzip lassen sich leicht alle ähnlichen Vorschriften ableiten. 

Ebenso ist in dem Vorhergehenden der Grund für die Regeln zu suchen, 
welche man gewöhnlich zur Prüfung der Richtigkeit arithmetischer 
Rechnungen empfiehlt. Wenn nämlich aus gegebenen Zahlen andere durch 
Addition, Subtraction, Multiplikation oder Potenzerhebung abzuleiten sind, 
so werden an Stelle der gegebenen Zahlen die kleinsten Reste derselben 
nach einem willkürlichen Modul (gewöhnlich 9 oder 11, da sich in unserm 
dekadischen Systeme die Reste nach diesen, wie wir soeben gezeigt haben, 
so leicht finden lassen) gesetzt. Die aus diesen entstehenden Zahlen müssen 
denen, welche aus den gegebenen Zahlen abgeleitet worden waren, congruent 
sein. Ist dieses nicht der Fall, so folgt, dass sich ein Fehler in die Rechnung 
eingeschlichen habe. 

Da jedoch dies und Ähnliches hinlänglich bekannt ist, so dürfte es 
überflüssig sein, länger dabei zu verweilen. 


Zweiter Abschnitt. 


Von den ÜOongruenzen ersten Grades. 
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Vorbereitende Sätze über Primzahlen, Factoren u. s. w. 


13. 


Satz. Das Productaus zwei positiven Zahlen, welche kleiner 
als eine gegebene Primzahl sind, lässt sich nicht durch diese 
Primzahl teilen. 

Es sei p eine Primzahl und a eine positive Zahl <p; dann wird be- 
hauptet, dass es keine positive Zahl 5<p von der Beschaffenheit giebt, 
dass ab =0 (mod. p) ist. 

Beweis. Angenommen, es gäbe Zahlen db, c,d, ..., die sämtlich kleiner 
als p und von der Beschaffenheit sind, dass d=0, «=0, ad=(0,..., 
(mod. p) ist. Von allen diesen sei b die kleinste, so dass keine der 
Zahlen, die kleiner als 5 sind, jene Eigenschaft besitzt. Dann ist offenbar 
b>1. Denn wäre b=], so würde ab =a<p (nach Voraussetzung), also 
nicht durch p teilbar sein. Mithin lässt sich », da es eine Primzahl ist, 
nieht durch 5 teilen, sondern wird zwischen zwei aufeinanderfolgende Viel- 
fache von b, etwa zwischen mb und (m -+ 1), fallen. It p— mb=b', so 
wird b’ eine positive Zahl und kleiner als b sein. Da nun nach unserer 
Annahme ab=0 (mod. p) ist, so hat man auch mab=0 (nach Artikel 7) 
und somit, wenn man dies von ap=0 subtrahiert: a (p — mb) = ab’ = 0, 
d.h. d#’ müsste zur Reihe der Zahlen b, c, d, ... gerechnet werden, obwohl 


es kleiner als die kleinste b dieser Zahlen ist. Dies widerspricht aber 
unserer Annahme. 


14. 


Wenn wedera nochb durch die Primzahlp sich teilen lässt, 
so ist auch das Product ab durch p nicht teilbar. 

Die kleinsten positiven Reste der Zahlen a, b nach dem Modul » seien 
a, ß, von denen (nach Voraussetzung) keiner gleich O0 ist. Wäre nun 
ab=:0 (mod. p), so würde auch, da ab=aß ist, ad ==0 sein, was mit dem 
vorhergehenden Satze nicht verträglich ist. 


Vorbereitende Sätze über Primzahlen u. s. w. N 


Der Beweis dieses Satzes ist bereits von Euclid, Elem. VII, 32, gegeben 
worden. Wir haben ihn jedoch nicht weglassen wollen, einmal weil von 
den Neueren einige entweder nur nichtige Gründe für einen Beweis des 
Satzes ausgegeben oder ihn ganz und gar übergangen haben, sodann weil 
sich das Wesen der hier angewendeten Methode, deren wir uns später zur 
Aufsuchung viel versteckter liegender Wahrheiten bedienen werden, an 
einem einfacheren Beispiele leichter verstehen lässt. 


15. 

Wenn keine der Zahlena, db, c,d,... durch die Primzahl p 
sich teilen lässt, so ist auch das Product abed.... durch » nicht 
teilbar. 

Nach dem vorigen Artikel ist ab durch p» nicht teilbar; daher auch 
nicht abe, daher auch nicht abed u. s. w. 


16. 

Satz. Jede zusammengesetzte Zahl lässt sich nur auf eine 
einzige Weise in Primfactoren zerlegen. 

Beweis. Dass jede zusammengesetzte Zahl in Primfactoren zerlegt 
werden kann, ist aus den Anfangsgründen bekannt; dass dies aber nicht 
auf mehrere verschiedene Arten geschehen könne, wird mit Unrecht meisten- 
teils stillschweigend angenommen. Denken wir uns, dass die zusammen- 
gesetzte Zahl A, welche gleich a’ Pet... sei, woa,b,c,... ungleiche Prim- 
zahlen bezeichnen, noch auf eine andere Weise in Primfactoren zerlegbar 
sei, so ist zunächst klar, dass in diesem zweiten System von Factoren andere 
Primzahlen als a, b, c, ... nicht vorkommen können, da die aus letzteren 
zusammengesetzte Zahl A sich durch keine andere Primzahl teilen lässt. 
Andererseits darf aber auch in diesem zweiten System von Factoren keine 
der Primzahlen a, b, c, ... fehlen, da sie ja sonst die Zahl A (nach vorigem 
Artikel) nicht teilen würde. Daher können sich diese beiden Zerlegungen 
in Factoren nur insoweit unterscheiden, dass in der einen irgend eine Prim- 
zahl öfter enthalten ist als in der andern. Es sei p eine solche Primzahl, 
welche in der einen Zerlegung m-mal, in der andern aber »-mal vorkommt, 
und es sei m>n. Hebt man dann den Factor p aus jedem der beiden 
Systeme »-mal weg, so wird er in dem einen noch (m— n)-mal übrig bleiben, 
in dem andern aber gar nicht mehr vorkommen, d. h. man erhält für die 


A ; h \ ER 
Zahl —- zwei Zerlegungen in Factoren, deren eine vom Factor p vollständig 


frei ist, während die andere ihn (m—n)-mal enthält. Dies steht aber im 
Widerspruch mit dem, was wir soeben bewiesen haben. 


L?; 
Wenn daher die zusammengesetzte Zahl A das Product aus den Zahlen 
B,6C, D,.... ist, so ist klar, dass unter den Primfactoren der Zahlen 


B, 0, D,.... keine andern vorkommen können, als die, welche auch in 


8 Zweiter Abschnitt. [Art. 18—21] 


den Factoren der Zahl A auftreten, und dass jeder dieser Primfactoren in 
B, C, D, ... zusammen ebenso oft vorkommen muss wie in A. Hieraus 
ergiebt sich ein Kriterium, nach welchem man entscheiden kann, ob eine 
Zahl B eine andere A teilt oder nicht. Jenes ist der Fall, wenn .B weder 
andere Primfaetoren, noch irgend einen öfter enthält als A. Ist irgend eine 
dieser Bedingungen nicht erfüllt, so ist 3 kein Teiler von A. 

Hieraus kann man mit Hülfe der Combinationsrechnung leicht ableiten, 
dass, wenn 

Azad... 

ist, wo a,b, c,.... wie oben verschiedene Primzahlen bezeichnen, die Anzahl 
der verschiedenen Teiler von A mit Einschluss von 1 und 4A gleich 


(«+ )B+DAY-+D.... 
ist. 


18. 


Ist daher A= a’... ee m .. .,„ und sind die Primzahlen 
a,b,c,..., k,l,m,.... sämtlich von einander verschieden, so haben offenbar 
A und K keinen gemeinschaftlichen Teiler ausser 1, oder sie sind zu ein- 
ander prim. 

Das mehreren gegebenen Zahlen A, B, C, ... gemeinschaftliche grösste 
Mass bestimmt man folgendermassen: Man zerlege alle jene Zahlen in ihre 
Primfactoren und suche von diesen diejenigen heraus, welche allen Zahlen 
A,B,0,... gemeinschaftlich sind (giebt es keine solchen, so giebt es auch 
keinen allen gemeinschaftlichen Teiler). Sodann merke man sich, wie oft 
ein jeder dieser Primfactoren in den einzelnen Zahlen A, B, C, .... enthalten 
ist, oder wie viel Dimensionen ein jeder in den einzelnen Zahlen A, B, 0, ...: 
hat. Endlich gebe man jedem einzelnen Primfactor die kleinste von allen 
Dimensionen, welche er in A, B, ©, .... hat, und bilde aus den so erhaltenen 
Potenzen ein Product; dieses wird dann das gesuchte gemeinschaftliche 
Mass sein. 

Wenn man aber das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 
A, B, 0, ... haben will, so muss man folgendermassen verfahren. Man 
sammle alle Primzahlen, welche irgend eine der Zahlen A, B, C, ... teilen, 
gebe jeder einzelnen die grösste von allen Dimensionen, welche sie in den 
Zahlen A, B, C©, .... hat, und bilde aus allen so erhaltenen Potenzen ein 
Product; dieses wird dann das gesuchte gemeinschaftliche Vielfache sein. 

Beispiel. Es sei A=504—=2°- 3°:.7, B=280—%-3?.5, 0-31 P- 3°, 
Um den grössten gemeinschaftlichen Teiler zu finden, hat man die Prim- 
factoren 2, 3, denen die Dimensionen 3, 2 zu geben sind, so dass derselbe 
gleich 2°.3°— 72 wird. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache dagegen 
ist: 9°.3°.5.7—= 60480, 

Die Beweise lassen wir ihrer Leichtigkeit wegen fort. Wie übrigens 
diese Aufgaben zu lösen sind, wenn die Zerlegung der Zahlen A, B, (0, ... 
in Factoren nicht gegeben ist, ist aus den Elementen bekannt. 


Vorbereitende Sätze über Primzahlen u. s. w. 9 


19: 


Wenn die Zahlen a, b, e,... zu einer andern %k prim sind, so 
ist auch das Product aus jenen abe... prim zu A. 

Denn da keine der Zahlen a, b, ce, ... mit %k einen Primfactor gemein- 
schaftlich hat und das Product abe... nur die Primfactoren haben kann, 
welche Factoren irgend einer der Zahlen a, b, c, ... sind, so hat auch das 
Product abe... mit % keinen Primfactor gemeinschaftlich. Daher sind % 
und abe... nach dem vorhergehenden Artikel prim zu einander. 

Wenn die Zahlen a,b,c,... prim zueinandersind und einzeln 
eine andere Zahl% teilen, so ist auch das Product aus jenen ein 
Teiler der Zahl A. 

Dies ergiebt sich ebenso leicht aus den Artikeln 17 und 18. Denn 
ist p ein beliebiger Primteiler des Productes ade... , und ist derselbe 
r-mal darin enthalten, so muss offenbar irgend eine der Zahlen a, b, c,.. 
denselben Teiler ebenfalls x-mal enthalten. Daher enthält auch %, welches 
durch jene Zahl geteilt wird, x-mal den Teiler ». Analoges gilt von den 
übrigen Teilern des Productes abe... 

Wenn daher zwei Zahlen m, » nach mehreren zu einander 
primen Modulna,b, c,... congruent sind, so werden sie auch 
nach dem Producte aus diesen einander congruent sein. 

Denn da m—n durch jede einzelne ‘der Zahlen a, b, c, ... teilbar ist, 
so ist es auch durch das Product derselben teilbar. 

Wenn endlich a zu 5b prim und ak durch db teilbar ist, so 
wird auch % durch db teilbar sein. 

Denn da ak sowohl durch a als auch durch 5 teilbar ist, so ist es 


auch durch das Product ab teilbar, d. h. es ist = = n eine ganze Zahl. 


20. 


Sobald die Zahl A=a’Wel..., woa,b, c,... einander un- 
gleiche Primzahlen bezeichnen, irgend eine Potenz ist, etwa 
A=k", so werden sämtliche Exponenten «a, ß, 7... durch » 
teilbar sein. 

Denn die Zahl % enthält keine andern Primfactoren als a,b, co, ..., 
und zwar enthält sie alle diese. Kommt der Factor « darin a’-mal vor, 
so wird dieser Faktor in %” oder A na’-mal vorkommen. Daher ist na’ = a 


a k ; 
und „eine ganze Zahl. Ebenso beweist man, dass . „... ganze Zahlen sind, 


2L, 
Wenn a,b, c,... prim zu einander sind, und das Product 
abe... irgend eine Potenz, etwa abe...=kK", ist, so werden die 
einzelnen Zahlen a,b, c,.... gleichfalls Potenzen sein. 


Es sei a= m" p"..., wo I, m, p, ... von einander verschiedene Prim- 
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zahlen bezeichnen, von denen nach Voraussetzung keine ein Factor der 
Zahlen b, c, .... ist. Daher wird das Product abe ... den Factor Z A-mal, 
den Factor m p-mal u. s. w. enthalten. Somit sind (nach vorigem Artikel) 
\, % 7%, ... durch » teilbar, und daher ist 


eine ganze Zahl. Dasselbe gilt bezüglich der Zahlen b, c,... 

Diese Sätze über die Primzahlen mussten wir zuerst vorausschicken. 
Jetzt wenden wir uns zu denen, die zu unserem Ziele in näherer Beziehung 
stehen. 


22. 
Wenn die Zahlen a, b durch eine andere % teilbar und nach 
dem zu % primen Modulm einander congruent sind, so sind auch 


= und - nach demselben Modul einander congruent. 


Denn offenbar ist @ — b durch % und, nach Voraussetzung, auch durch m 


5 el, ; 
teilbar; daher ist (nach Artikel 19) _—— durch m teilbar, d. h. es ist 


b 
z ı (mod. m). 


Wenn aber, unter sonst gleichen Voraussetzungen, m und %k 


" 2 ie i . VE) 
den grössten gemeinschaftlichen Teiler e haben, so ist er 
[2 (7 


(mod. 2, 
e 


k Mm . ; : 
Denn = und m, sind prim zu einander, Da aber « — b sowohl durch % 


a—b k m : 

als durch m und daher auch En sowohl durch = als durch — und somit 
km ,. 5 ; a—b I RR) Mm 

durch —- teilbar ist, so ist auch Be durch 17 teilbar, oder 7 == mod. Ä 
6r M M k 


[7 


3. 

Wenna primzumist, unde, f nach dem Modul mincongruente 
Zahlen sind, so werden auch ae und af nach dem Modul m in- 
congruent sein. 

Dieser Satz ist nur eine Umkehrung des Satzes im vorhergehenden 
Artikel. 

Hieraus aber geht hervor, dass, wenn @ mit sämtlichen ganzen Zahlen 
von 0 bis » — 1 multipliciert wird und die Producte nach dem Modul m 
auf ihre kleinsten Reste gebracht werden, diese letzteren sämtlich von 
einander verschieden sind. Und da die Anzahl dieser Reste, von denen 
keiner grösser als m ist, gleich m ist, und es ebenso viele Zahlen von O 


| 
| 


1 
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bis m — 1 giebt, so folgt, dass keine dieser Zahlen unter jenen Resten 
fehlen kann. 
! 24. 

Der Ausdruck ax + b, in welchem a, b gegebene Zahlen und x eine 
unbestimmte oder veränderliche Zahl bezeichnet, kann nach dem zu 4 
primen Modul m jeder beliebigen gegebenen Zahl congruent 
werden. 

Die Zahl, welcher jener Ausdruck congruent werden soll, sei ce und der 
kleinste positive Rest von c— b nach dem Modul m sei e. Dann giebt es 
nach dem vorhergehenden Artikel notwendig einen Wert von 2<m von 
solcher Beschaffenheit, dass der kleinste Rest des Products az nach dem 
Modul m gleich e ist. Ist v dieser Wert, so ht man w=e=c—b, 
mithin v+b=c (mod. m). 

25. 

Den Ausdruck, welcher zwei congruente Grössen nach Ana- 
logie einer Gleichung mit einander verbindet, nennen wir eine 
Congruenz. Enthält dieselbe eine Unbekannte, so heisst die Congruenz ge- 
löst, wenn man für diese Unbekannte einen der Congruenz genügenden 
Wert (Wurzel) findet. Hieraus erkennt man ferner, was eine auflösbare 
und eine nicht auflösbare Congruenz ist. Endlich sieht man leicht, 
dass hier ähnliche Unterscheidungen stattfinden können, wie bei den Glei- 
chungen. Von transcendenten Congruenzen werden weiter unten Bei- 
spiele vorkommen; die algebraischen aber werden je nach der höchsten 
in ihnen enthaltenen Potenz der Unbekannten in Congruenzen ersten, 
zweiten und höheren Grades eingeteilt. Ebenso können auch mehrere 
Congruenzen mit mehreren Unbekannten, über deren Elimination das Nähere 
mitzuteilen sein wird, gegeben sein. 


Auflösung der Congruenzen ersten Grades. 
26. 

Die Congruenz ersten Grades ax +b=e ist nach Artikel 24 stets 
auflösbar, wenn der Modul zu a prim ist. Ist v ein passender Wert 
von x oder eine Wurzel der Congruenz, so werden offenbar alle Zahlen, welche 
v nach dem Modul der gegebenen Congruenz congruent sind, auch Wurzeln 
sein (Artikel 9). Ebenso leicht sieht man, dass alle Wurzeln v congruent 
sein müssen; denn ist Z eine andere Wurzel, so ist w+b=at+b, daher 
av=at und somit v=t (Artikel 22). Hieraus folgt, dass die Congruenz 
2=v(mod.m) die vollständige Lösung der Congruenz ax + b=c darstellt. 

Da die Lösungen der Congruenz durch Werte, welche x congruent 
sind, auf der Hand liegen und in dieser Hinsicht congruente Zahlen 
als äquivalent zu betrachten sind, so werden wir derartige Lösungen der 
Congruenz für eine und dieselbe halten. Wenn daher unsere Congruenz 
a2 -+b=c andere Lösungen nicht zulässt, so werden wir sagen, dass sie 
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nur auf eine einzige Weise lösbar sei oder nur eine einzige Wurzel -habe, 
So besitzt z. B. die Congruenz 62 + 5==13 (mod. 11) keine andern Wurzeln 
als die, welche =5 (mod. 11) sind. Anders verhält sich die Sache bei Con- 
gruenzen höherer Grade oder bei Congruenzen ersten Grades, in denen die 
Unbekannte mit ‘einer Zahl multipliciert ist, zu welcher der Modul nicht 
prim ist, 

27. 


Es bleibt uns noch übrig, über die Auffindung der Lösung einer 
derartigen Congruenz einiges hinzuzufügen. 

Zunächst bemerken wir, dass die Congruenz ax + t= u, deren Modul 
wir zu a prim voraussetzen, von der Congruenz &=-+1 abhängt. Denn 
wenn diese durch = r befriedigt wird, so wird jener durch 2 = + (u — Ür 
genügt. Der Congruenz ax = + 1 ist aber, wenn man den Modul mit b 
bezeichnet, die unbestimmte Gleichung ax — bı y = 1 äquivalent, und wie 
diese zu isch sei, ist heutzutage hinreichend bekannt. Wir begnügen uns 
daher, hier den Algorithmus der Rechnung herzusetzen. 

Wenn die Grössen A, B,C,D, E,... so von den Grössen NER 
abhängen, dass man hat: 


A=a, B=ß4+1,0=yB+4A, D=60+B, E=:D+ MN, 
so bezeichnen wir sie der Kürze wegen in folgender Weise: 

A=[e], B=[e, Bl, C=[e, B, y, D= [e, B,%:0), “en 

Es sei nun die unbestimmte Gleichung a«e—=by-+1, in welcher a, b 
positiv sind, vorgelegt. Wir nehmen, was erlaubt ist, an, dass a nicht 
‚kleiner als b se. Dann bilden wir nach Art des bekannten Algorithmus, 
durch welchen man den grössten gemeinschaftlichen Teiler zweier Zahlen 
sucht, mittelst gewöhnlicher Division die Gleichungen: 

= d+.db=ßc+de=yd+te,..., 

so dass ©, ß, Y....,c,d, e,... positive ganze Zahlen sind und BD... 4 
fortwährend abnehmen, bis wir zu einer Gleichung von der Form 


m—=pn-+1 


gelangen, was bekanntlich einmal eintreten muss. Dann ist: 


*) Diese Beziehung lässt sich noch viel allgemeiner betrachten, was wir viel- 
leicht bei einer andern Gelegenheit thun werden. Hier fügen wir nur zwei Sätze bei, 
die bei der gegenwärtigen Untersuchung Anwendung finden, nämlich: 

() la, BY... A, »] - [B, 1 EN Fa 1.708 9A. [B, 7; ohpl=E 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Zahlen 
&%Pß, Y »..5 A, p gerade oder ungerade ist. 

(2) Die Reihenfolge der Zahlen a, ß, y,.... kann umgekehrt werden, also: 


[«, ß, RS »]= [p, 1, Ef} ß, el]. 


Die Beweise, welche nicht schwer sind, unterdrücken wir hier. 


| 
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am... te ir 
Nimmt man sodann 

2=[ ...,% $] y=ls ..,1%B al 
so wird ae =by-+ 1, wenn die Anzahl der Zahlen a, ß, 7, ..., p, n gerade, 
dagegen ac = by — 1, wenn sie ungerade ist. | 


23. 

Die allgemeine Auflösung derartiger unbestimmter Gleichungen hat zu- 
erst Euler gelehrt, Comment. Petrop. T. VII p. 46.*) Die Methode, deren 
er sich bediente, besteht in der Substitution anderer Unbekannten an Stelle 
von &, y und ist heutzutage hinreichend bekannt. Lagrange griff die Sache 
ein wenig anders an: Aus der Theorie der Kettenbrüche nämlich ist be- 


GEN. } 
kannt, dass, wenn man den Bruch — in einen Kettenbruch 


b 
1 
a—+ 1 
B+ 
ek 
1 
En 1 
Ei 


1 
verwandelt und diesen nach Weglassung seines letzten Gliedes er wieder zu 


einem gewöhnlichen Bruche E macht, aa —=by= list, falls « prim zu D ist. 


Uebrigens ergiebt sich aus beiden Methoden derselbe Algorithmus. Die 
Untersuchungen von Lagrange finden sich in Hist. de P’Ac. de Berlin 
Annee 1767 ». 175 und nebst andern in den Zusätzen zur französischen Über- 
setzung von Euler’s Algebra. 


29. 


Die Congruenz a& + t=u, deren Modul nicht prim zu « ist, lässt sich 
leicht auf den vorhergehenden Fall zurückführen. Es sei m der Modul und 
ö der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, m. Zunächst ist klar, 
dass jeder der Congruenz nach dem Modul m genügende Wert von & der- 
selben auch nach dem Modul ö genügt (Artikel 5). Es ist aber immer 
ac=0 (mod. 6), da ö ein Teiler von a ist. Daher ist die vorgelegte Con- 
gruenz nur lösbar, wenn 2=« (mod. ö), d. h. — u durch ö teilbar ist. 

Setzen wir daher a=Öde, m=Öf, t—u=Ök, so wird e zu f prim 
sein, und der gegebenen Congruenz dex + 6&k=0 (mod. öf) wird die folgende 
ex + k=0 (mod. f) äquivalent sein, d. h. jeder Wert von x, welcher dieser 
genügt, wird auch jener genügen und umgekehrt. Denn offenbar lässt 


*) Vgl. die Zusätze am Schlusse der Disquisitiones. 
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sich ee + %k durch / teilen, wenn sich ödex + d% durch öf teilen lässt und 
umgekehrt. Die Congruenz ex + %k==0 (mod. f) haben wir aber oben auf- 
lösen gelehrt, woraus zugleich folgt, dass, wenn » einer der Werte von 
» ist, 2==v (mod. f) die vollständige Lösung der gegebenen Congruenz 
darstellt. 
30. 

Wenn der Modul zusammengesetzt ist, ist es zuweilen 
besser, sich folgender Methode zu bedienen. 

Es sei der Modul —= mn und die gegebene Congruenz a = b. Man löse 
zunächst diese Congruenz nach dem Modul m und nehme an, dass ihr ge- 


MN. R s i . 
nügt werde, wenn z=v (moa. ”) ist, wo ö den grössten gemeinschaftlichen 


Teiler der Zahlen m und a bezeichnet. Nun ist klar, dass jeder'der Congruenz 


ax =b nach dem Modul mn genügende Wert von & derselben auch nach 


2 j m 
dem Modul m genügen muss und daher in der Form » + Sy x' enthalten 


ist, wo x’ eine unbestimmte Zahl bezeichnet, obwohl nicht umgekehrt alle 


m 
in der Form + s &' enthaltenen Zahlen der Congruenz nach dem Modul 


2 2 \ Ä Mm u 
mn genügen. Wie aber x’ bestimmt werden muss, damit or T« eine 


Wurzel der Congruenz ax =D (mod. mn) werde, lässt sich aus der Lösung 
. & + av=b (mod. mn), welcher die folgende u —— 
(mod. ») äquivalent ist, ersehen. Es folgt hieraus, dass die Lösung jeder 
beliebigen Congruenz ersten Grades nach dem Modul mn zurückgeführt 
werden kann auf die Lösung zweier Congruenzen nach den Moduln m und n. 
Man erkennt leicht, dass, wenn » wiederum das Product aus zwei Factoren 
ist, die Lösung der Congruenz nach dem Modul » von der Lösung zweier 
Congruenzen abhängt, deren Moduln jene Factoren sind. Allgemein hängt 
die Lösung einer Congruenz nach irgend einem zusammen- 
gesetzten Modul von der Lösung anderer Congruenzen ab, deren 
Moduln Factoren jener Zahl sind. Diese letzteren können aber, wenn 
es zweckmässig erscheint, immer so angenommen werden, dass sie Prim- 
zahlen sind. 

Beispiel. Ist die Congruenz 19% = 1 (mod. 140) vorgelegt, so löse man 
sie zunächst nach dem Modul 2, wodurch sich ergiebt & = 1 (mod. 2). 
Setzt man @—=1+ 2x‘, so wird 382’ = — 18 (mod. 140), welcher die 
folgende: 192’ = — 9 (mod. 70) äquivalent ist. Löst man diese letztere 
wiederum nach dem Modul 2, so wird # =1 (mod. 2) und daher, wenn 
x —=1+-20' gesetzt wird: 382" =— 28 (mod. 70) oder 192" —=— 14 (mod. 35). 
Diese nach dem Modul 5 gelöst giebt: ©” =4 (mod. 5), und wenn man 
x" = 4 + 50"' setzt, so wird: 952” = — 90 (mod. 35) oder: 198" = — 18 
(mod. 7). Aus dieser endlich folgt: &"”’=2 (mod. 7), und wenn man 


der Congruenz 
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<'"'"—=2 +72" setzt, so findet man 2=59 + 140«'"'. Daher ist <=59 
(mod. 140) die vollständige Lösung der vorgeiegten Congruenz. 


3: 


In ähnlicher Weise, wie die Wurzel der Gleichung ax = b durch - ausge- 


drückt wird, werden wir auch irgend eine Wurzel der Congruenz ax=b mit > be- 
zeichnen und den Modul der Congruenz der Deutlichkeit halber hinzusetzen. So 


B 1 x > 
bezeichnet z.B. a (mod. 12) jede Zahl, welche = 11 (mod. 12) ist (was auch 


b 
geht aus dem Vorhergehenden hervor, dass r (mod.c) keine reelle Bedeutung 


hat (oder, wenn man lieber will, ein imaginärer Ausdruck ist), wenn a und e 
einen gemeinschaftlichen Teiler haben, der nicht zugleich auch D teilt. 


Abgesehen von diesem Falle aber wird der Ausdruck 2 (mod.c) stets reelle 


Werte haben und zwar unendlich viele; letztere aber werden sämtlich nach 
dem Modul c congruent sein, wenn @ prim zu c ist, oder nach dem Modul 


C S = h i ; ; 
5, wenn ö der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen ce und a ist. 
0} 


Mit diesen Ausdrücken kann man fast ebenso rechnen, wie mit den 
gewöhnlichen Brüchen. Einige Eigenschaften, die sich leicht aus dem 
Vorhergehenden ableiten lassen, setzen wir hierher. 

1. Wenn nach dem Modul ce a=a, b=B ist, so sind die Ausdrücke 


5 (mod. c) und = (mod. ec) äquivalent. 


P 
aö a N 
2, 28 (mod. cö) und 2 (mod, c) sind äquivalent. 


ak 


3. 5% (mod. c) und z (mod. c) sind äquivalent, wenn %k prim zu c ist. 


Wir könnten noch viele andere ähnliche Sätze anführen; da dieselben 
aber keine Schwierigkeit bieten und für das Folgende nicht so nötig sind, 
gehen wir zu etwas anderem über. 


Die Zahl zu finden, welche gegebenen Resten nach 
gegebenen Moduln congruent ist. 


32. 


Die Aufgabe, welche im Folgenden oft zur Anwendung kommen wird, 
nämlich: Alle Zahlen zu finden, welche nach beliebig vielen ge- 
gebenen Moduln gegebene Reste lassen, kann mit Hülfe des Vorher- 
gehenden leicht gelöst werden. Es seien zunächst zwei Moduln A und B ge- 
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geben, nach denen eine gesuchte Zahl z den Zahlen a und b respective congruent 
sein soll. Es sind daher alle Werte von z unter der Form Ax-+ a enthalten, wo x 
eine unbestimmte Zahl, aber von solcher Beschaffenheit ist, dass Ar a =b 
(mod. B) wird. Wenn nun ö der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
A und B ist, so wird die vollständige Lösung dieser Congruenz die folgende 


B 
Form haben 2 =» (moa. = oder es wird, was auf dasselbe hinauskommt, 


%=v + sein, wo k eine willkürliche ganze Zahl bezeichnet. Somit wird 


(mod. = wird die vollständige Lösung des Problems sein. — Kommt zu 


den Moduln A, B noch ein dritter C hinzu, nach welchem die gesuchte 
Zahl 2 congruent c sein soll, so muss man offenbar in derselben Weise weiter 
verfahren, da die beiden früheren Bedingungen bereits in eine einzige zu- 
sammengefasst sind. Ist also e der grösste gemeinschaftliche Teiler der 


AB 
Zahlen FB und C und z=w (mo. =) die Lösung der Congruenz 


y+Aota=e (mod. C), so wird die Aufgabe durch die Congruenz 


ABw 


70 
Weise hat man zu verfahren, wie viele Moduln auch immer gegeben sein 


AB: ABO}; 5 ; 
mögen. Es mag bemerkt werden, dass Be ere die kleinsten gemein- 


AB 
+Av+a (moa. eu, vollständig gelöst sein. — In ähnlicher 


schaftlichen Vielfachen resp. der Zahlen A, B und A, B, C sind; man er- 
kennt hieraus leicht, dass, wie viele Moduln A, B, ©, ... auch vorhanden 
sein mögen, die vollständige Lösung die folgende Form haben wird: 2=r 
(mod. M), wo M der kleinste gemeinschaftliche Dividuus jener Zahlen ist. 
Ist ferner irgend eine der Hülfscongruenzen unlösbar, so folgt daraus, dass 
das Problem eine Unmöglichkeit in sich schliesst. Offenbar aber kann dies 
nicht der Fall sein, wenn alle Zahlen A, B, C,.... unter einander prim sind. 

Beispiel. Die Zahlen A, B, C; a, b, c seien resp. 504, 35, 16; 17, 
—4, 383. Hier sind die beiden Bedingungen, dass 217 (mod. 504) und 
= — 4 (mod. 35) sein solle, der einen: 2= 521 (mod. 2520) äquivalent. 
Letztere, mit der folgenden: 2=33 (mod. 16) verbunden, liefert 2 = 3041 
(mod. 5040). 


33. 
Sind alle Zahlen A, B, 0, ... u einander prim, so ist bekanntlich 
das Product aller das kleinste gemeinschaftliche Vielfache derselben. In 


(mod. B), ... einer einzigen 2=r (mod. R), in welcher R das Product der 
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Zahlen A, B, C, ... bezeichnet, vollkommen äquivalent sein. Hieraus folgt 
umgekehrt, dass die eine Bedingung 2= r (mod. R) in mehrere zerlegt 
werden kann. Wenn nämlich R auf irgend eine Weise in zu einander 
prime Factoren A, B, CO, ... zerlegt ist, so werden die Bedingungen z=r 
(mod. A), 2=r (mod. B), 2=r (mod. 0), .. . die gegebene vollständig 
erschöpfen. Diese Bemerkung eröffnet uns einen Weg, nicht nur die Un- 
möglichkeit der Aufgabe, falls sich eine solche etwa aus den gegebenen 
Bedingungen ergeben sollte, sofort zu erkennen, sondern auch die Rechnung 
bequemer und kürzer durchzuführen. 


34. 


Die gegebenen Bedingungen seien wie oben: 2=«a (mod. A), z= 
(mod. B), z=c (mod. C)),.... Man löse sämtliche Moduln in zu einander prime 
Faetoren, A in 4’4"4".., Bin BP"B”... us. w. und zwar derart 
auf, dass die Zahlen A’, A", ..., B', B", ... entweder Primzahlen oder 
Potenzen von Primzahlen sind. Ist daher eine der Zahlen A, B, ET 
schon an sich eine Primzahl oder die Potenz einer solchen, so ist für diese 
eine Zerlegung in Factoren nicht nötig. Dann ergiebt sjch aus dem Vorher- 
gehenden, dass man für die gegebenen Bedingungen die folgenden sub- 
stituieren kann: 


»=a (mod. 4’), 2=a (mod. A”), 2=a (mod. 4”)... 
2=b (mod. B'), 2=b (mod, 2"), 2=b (mod. BB”), ... 
U. W. 


Wären nun nicht sämtliche Zahlen A, B, C, ... zu einander prim, 
z. B. A nicht prim zu D, so könnten offenbar nicht alle Primteiler von A 
und B von einander verschieden sein, vielmehr müsste unter den Factoren 
4, A", A”, ... der eine oder der andere vorkommen, welcher unter den 
Factoren BD’, B”, B"', ... einen sich gleichen oder ein Vielfaches oder 
einen genauen Teil von sich hätte. Wäre zuerst = PB’, so müssten die 
Bedingungen 2= «a (mod. A’) und 2=b (mod. B’) identisch oder also 
a==b (mod. A’ oder .B’) sein, so dass eine von diesen beiden weggelassen 
werden könnte, Wäre aber a nicht =Db (mod. A’), so würde die Aufgabe 
etwas Unmögliches verlangen. Wenn zweitens B’ ein Vielfaches von 4’ 
wäre, so müsste die Bedingung 2=a (mod. A’) in der folgenden 2=b 
(mod. B’) enthalten, oder es müsste die aus der letzteren folgende 2=b 
(mod. A’) mit der ersteren identisch sein. Hieraus folgt, dass die Be- 
dingung 2<=a (mod. A’), falls sie nicht mit den andern im Widerspruch 
steht (in welchem Falle das Problem unmöglich ist), weggelassen werden 
kann. Sind anf diese Weise alle überflüssigen Bedingungen weggelassen, 
so werden offenbar alle Moduln, welche von A’, A", 4'",...,.B', B", B'",... 
u. s. w. noch übrig bleiben, prim zu einander sein. Wir können alsdann 
hinsichtlich der Möglichkeit des Problems sicher sein und nach den vorher 
angegebenen Vorschriften verfahren. 

Gauss. 2 
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35. 

Beispiel. Soll wie oben 2= 17 (mod. 504), = — 4 (mod. 35) und = 33 
(mod. 16) sein, so lassen sich diese Bedingungen in die folgenden zerlegen: 
„= 17 (mod), — Ar (mad), (mod. 7) 
2=—4 (mod. 5), =—4 (mod. 7) 

2e= 33 (mod. 16). 

Von diesen können die Bedingungen: 2=17 (mod. 8) und 2e=17 
(mod. 7) weggelassen werden, da die erstere in der Bedingung 2=33 (mod.16) 
enthalten, die letztere aber mit e= — 4 (mod. 7) identisch ist. Es bleiben 
daher die folgenden Bedingungen: 

17 (mod. 9) 
— 4 (mod. 5) 
— 4 (mod. 7) 
33 (mod. 16), 
aus denen 2= 3041 (mod. 5040) folgt. 

Überdies ist klar, dass es meistens bequemer sein wird, wenn man von 
den übrig bleibenden Bedingungen diejenigen, welche aus einer und der- 
selben Bedingung hervorgegangen waren, wieder für sich zusammennimmt. 
Sind z. B. von den Bedingungen z=a (mod. 4’), ze=a (mod. AT), ... 
einige weggelassen worden, so wird die aus den übrigen zusammengesetzte 
die folgende sein: 2=a nach einem Modul, welcher das Product aller von 
A’, A", A”, ... noch übrig gebliebenen Moduln ist. So wird in unserm 
Beispiel aus den Bedingungen = — 4 (mod. 5), 2= — 4 (mod. 7) gerade 
die, aus welcher sie entstanden waren, nämlich 2=— 4 (mod. 35), ohne 
Weiteres wieder hergestellt. Ferner folgt hieraus, dass es mit Rücksicht 
auf die Kürze der Rechnung nicht völlig gleichgültig ist, welche von den 
überflüssigen Bedingungen weggelassen wird; doch liegt es nicht in unserer 
Absicht, auf diese und andere practische Kunstgriffe, welche leichter durch 
Übung als durch besondere Vorschriften zu lernen sind, an dieser Stelle 
näher einzugehen. 


B== 


36. 

Wenn sämtliche Moduln A, B. (0, D,... unter sich prim sind, 
so ist es oft besser, sich der folgenden Methode zu bedienen. 
Man bestimme eine Zahl a, welche nach A der Einheit, nach dem Pro- 
ducte der übrigen Moduln aber der Null: congruent ist, oder es sei a ein be- 
liebiger (meistens ist es vorteilhaft den kleinsten zu nehmen) mit BOD... 


multiplieierter Wert des Ausdrucks So (mod. A) (Siehe Artikel 32). 


Ebenso sei B=1 (mod. B) und =0 (mod. ACD...), 1 1 (mod. C) und=0 
(mod. ABD...) u. 5. w. Wenn dann eine Zahl 2 gesucht wird, welche nach 
den Moduln A, B, 0, D, ... respective den Zahlen a, b, 6, d, ... congruent 
ist, so kann man setzen: 

2=aa+ßb-+Yyc+8d+-- (mod. ABCD...) 
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Augenscheinlich nämlich ist «a =«a (mod. A), während die übrigen 
Glieder Bb, ye, ... sämtlich =0 (mod. A) sind; daher ist 2=a (mod. A). 
Analog ist der Beweis bezüglich der übrigen Moduln. Diese Lösung ist der 
früheren vorzuziehen, wenn mehrere derartige Probleme zu lösen sind, für 
welche die Moduln, A, B, 0, .... ihre Werte beibehalten; denn dann er- 
halten die Zahlen «a, ß, y, ... constante Werte. Dies ist der Fall bei einem 
Problem der Zeitrechnung, bei welchem gefragt wird, das wievielste Jahr 
in der Julianischen Periode eine gegebene Römer-Zinszahl, güldene Zahl 
und Sonnenzirkel besitze. Hierbei it A=15, P=19, C—=28. Da nun 


a 1 1 ; 
der Wert des Ausdrucks 19.38 (mod. 15) oder 539 (mod. 15) gleich 13 


ist, so ist «—= 6916. Analog findet man ß— 4200 und = 4845. Demnach 
ist die gesuchte Zahl der kleinste Rest der Zahl 6916@.-+ 42005 + 4845 e, 


wo a die Römer-Zinszahl, db die güldene Zahl und c den Sonnenzirkel 
bezeichnet. 


Lineare Congruenzen mit mehreren Unbekannten. 
37; 

Das Vorhergehende möge hinsichtlich der Congruenzen ersten Grades 
mit einer einzigen Unbekannten genügen. Wir haben aber noch über Con- 
gruenzen zu handeln, in denen mehrere Unbekannte vorkommen. Da aber 
dieser Abschnitt, falls wir die Einzelheiten mit aller Strenge auseinander- 
setzen wollten, nieht ohne Weitschweifigkeit durchgeführt werden kann, und 
es hier nicht in unserer Absicht liegt, eine erschöpfende Darstellung zu geben, 
wir vielmehr nur das anführen wollen, was der Aufmerksamkeit am würdigsten 
zu sein scheint, se werden wir unsere Untersuchung hier auf wenige Bemer- 
kungen beschränken und uns eine eingehendere Darlegung dieses Gegen- 
standes für eine andere Gelegenheit vorbehalten. 

1. In analoger Weise wie bei Gleichungen erkennt man, dass man auch 
hier ebensoviele Gleichungen haben muss, als Unbekannte zu bestimmen sind. 

2. Es seien also ebensoviele Congruenzen 


(A) ax by +c2 +---=f (mod. m) | 
(4') ac +by+c2e+-..=f 
(2 v dar V’y+clz+--.--=f" 


gegeben, als Unbekannte x, y, 2, ... vorhanden sind. 
Man bestimme nun Zahlen &, &, &”, ... vermittelst der Gleichungen 
BORN tbN 2.0 
&+ ce NER ne a8 
und zwar so, dass sie sämtlich ganze Zahlen werden und keinen gemein- 


schaftlichen Factor haben, was, wie aus der Theorie der linearen Gleichungen 
2* 
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bekannt ist, immer möglich ist. In ähnlicher Weise bestimme man Zahlen 
v,v,...,6d,°,.... mittelst der Gleichungen: 


av AE av a a'o'' ae RN 0 
w+ cv! +c'W" +. —=0 


GEr-aC al 
BE +bE HU" +: 


3, Werden die Congruenzen A, 4’, 4, ... zuerst resp. mit &, 8, &”,..., 
sodann mit », v', v',...u.s. w. multipliciert und sodann die Producte jedes- 
mal addiert, so werden sich offenbar folgende Congruenzen ergeben: 


(tat ta + )a=firti He 
(bv a b'’v' + dv +..)yzf + fv +-f!V’ +--- 
(c£ an ce en FEN + a .) 8 ale + IN + IC rn 
die wir der Kürze wegen in folgender Weise darstellen wollen: 
2:(d)x = (ft), Z)yELl), LANE), .-- 

4. Nunmehr sind mehrere Fälle zu unterscheiden. 

Erstens, wenn sämtliche Coeffieienten 2 (a&), 2 (bo), ... der Unbekannten 
zu dem Modul m der Congruenzen prim sind, so lassen sich diese Con- 
gruenzen nach den vorher angegebenen Regeln lösen, und die vollständige 
Lösung des Problems wird dargestellt werden durch Congruenzen von der 


Form: 2=p (mod. m), y=q (mod. m), ...”). 
Sind z. B. die Congruenzen gegeben: 


s+3y+2e=l, Kk+y+R=T, 2: +2y+e=3 (mod. 3), 


so findet man &=9,  —=1, &’' — — 14; hieraus wird — 15% = — 26, daher 
2=6 (mod. 8). Auf dieselbe Weise findet man liy= — 4, 152=1 und 
hieraus y=4, 2=7 (mod. 3). 

5. Zweitens, wenn nicht sämtliche Coefficienten 2 (a&), 2 (dv), ... zum 
Modul prim sind, so seien a, ß, y,... die grössten gemeinschaftlichen Teiler 
von m und ° (ak), X (v), 2c£), ... respective. Offenbar ist dann die Auf- 
gabe unmöglich, wofern nicht jene auch zugleich Teiler der Zahlen &(f?), 
3 (fo), 2 (fd), ... respective sind. Wenn aber diese Bedingungen stattfinden, 
so werden die Congruenzen in (3) durch solche von den Formen =» 


*) Es mag bemerkt werden, dass dieser Schluss eines Beweises bedarf, den wir 
aber hier unterdrücken. Denn eigentlich folgt aus unserer Deduction nichts weiter, 
als dass die gegebenen Congrucnzen durch andere Werte der Unbekannten x, y,2,... 
nicht gelöst werden können; dass diese aber genügen, folgt nicht. Möglicherweise 
nämlich könnte es gar keine Lösung geben. Ein ähnlicher Paralogismus wird auch 
in der Theorie der linearen Gleichungen häufig begangen. 
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(moa. ui 40 (imoa. a\ an (mod. ”) ... vollständig gelöst werden, 


oder es wird, wenn man lieber will, « verschiedene (a. i. nach dem Modul m 

; : m @«—1)m i 

incongruente, wie 9, P + RR ar a Werte von x, ß verschiedene 
/ 


Werte von 9, u. 8. w. geben, welche jenen Congruenzen genügen; und offenbar 
werden alle Lösungen der gegebenen Congruenzen (wenn es deren über- 
haupt giebt) unter jenen enthalten sein. Indessen darf man diesen Schluss 
nicht umkehren; denn in den meisten Fällen werden nicht alle Combinationen 
aller « Werte von & mit allen Werten von y und allen Werten von z u. s. w. 
der Aufgabe genügen, sondern nur einige von ihnen, deren Zusammenhang 
man durch eine oder mehrere Bedingungscongruenzen darstellen kann. Da 
aber die vollständige Lösung dieses Problems für das folgende nicht not- 
wendig ist, so führen wir hier diesen Gegenstand nicht weiter durch, sondern 
begnügen uns, durch ein Beispiel einen Begriff davon zu geben. 
Die gegebenen Congruenzen seien: 


32 + y+2Z=4, atıy HH R=T, 5% +y+32Z=6 (mod. 12). 


Hier werden die Zahlen &, 8, 8"; ov, v', vo"; &, d, &’ respective gleich 
1,— 2,1; 1,1, —1; —13, 22, —1, und aus diesen folgt: 4 = —4, 7y=5, 
282=96. Hieraus ergeben sich vier Werte von x, nämlich z=2,5, 8, 11, 
ein Wert von y, nämlich „=11, vier Werte von 2, nämlich 2=0, 3, 6, 9 
(mod. 12). Um nun zu wissen, welche Combinationen der Werte von x mit 
den Werten von 2 man nehmen darf, substituieren wir in den gegebenen 
Congruenzen für x, y, 2 respective 2 + 3t, 11, 3«, wodurch dieselben über- 
gehen in die folgenden: 


57 +9 + u=0, 0 +6 +0, 15 +15 + MO (mod.12), 
und diesen sind, wie man leicht sieht, die folgenden äquivalent: 
19 +3t+ vu=0, WHi+M=0, 5+ 5 +3Uu=0 (mod. 4). 


Die erste erfordert offenbar, dass w„=t+ 1 (mod. 4) sei; setzt man 
diesen Wert in die beiden andern Congruenzen ein, so findet man, dass 
auch diesen dadurch genügt wird. Hieraus folgt, dass die folgenden Werte 
von &:2, 5, 8, 11 (welche sich ergeben, wenn man ?=0(, 1, 2, 3 setzt) 
notwendig mit den folgenden Werten von 2 respective 2=3, 6, 9, O0 
combiniert werden müssen, so dass man überhaupt vier Lösungen erhält, 
nämlich: 

2, 3044 8,.:11..(Mod. 12) 
N I 
3.0... 70. 


IS ER 
Il ll Il 


Diesen Untersuchungen, durch welche der Zweck des Abschnittes 
bereits erreicht ist, fügen wir noch einige auf ähnliche Prinzipien sich 
stützende Sätze hinzu, die wir im Folgenden häufig gebrauchen werden. 
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Verschiedene Sätze. 
38. 

Aufgabe. Man soll finden, wieviel positive Zahlen es giebt, 
die kleiner als eine gegebene positive Zahl A und zugleich 
prim zu ihr sind. 

Bezeichnen wir die Anzahl der positiven Zahlen, welche kleiner als 
eine gegebene Zahl und zugleich prim zu ihr sind, durch den vor die Zahl 
gesetzten Buchstaben 9, so wird Y(A) gesucht. 

I. Ist A eine Primzahl, so sind offenbar alle Zahlen von 1 bis A—1 
prim zu A; daher ist in diesem Falle: 


eA)=A—1. 


II. Ist A eine Potenz einer Primzahl, etwa — p”, so werden alle 
Zahlen mit Ausnahme der durch p teilbaren prim zu A sein. Daher sind von. den 
p”" —1 Zahlen die folgenden wegzulassen: p, 2p, 3p, ..., (P" "— 1)»; es 


bleiben also p"—1—(p""!—1) oder p"""(p—1) Zahlen übrig, so dass ist: 
et R—1). 


UI: Die übrigen Fälle lassen sich leicht auf diese zurück- 
führen mit Hülfe des folgenden Satzes: 

Ist A in. zu einander prime Factoren M, N, P,... zerlegt, 
so ist 


A) = AM). HN. HP). ... 


Derselbe wird folgendermassen bewiesen. Es seien m, m’, m’, ... die 
Zahlen, welche prim zu M und kleiner als M sind und deren Anzahl somit 
o(M) ist. Ebenso seien », m, %’,... resp. », 9, 2", .... die Zahlen, 
welche prim zu N resp. P und kleiner als N resp. P sind und deren Anzahl 
gleich (N) resp. #(P) ist, u.s. w. Nun sind bekanntlich alle zum Producte 
A primen Zahlen auch zu den einzelnen Factoren M, N, P, .... prim und 
umgekehrt (Artikel 19). Ferner sind alle Zahlen, welche irgend einer der 
Zahlen m, m’, m’, ... nach dem Modul M congruent sind, prim zu M und 
umgekehrt; und dasselbe gilt bezüglich N, P,... Demnach ist die Auf- 
gabe auf die folgende zurückgeführt: Zu bestimmen, wieviel Zahlen es 
unterhalb A giebt, welche irgend einer der Zahlen m, m’, m”, ... nach 
dem Modul M, irgend einer der Zahlen », », »’, .... nach dem Modul N 
u. Ss. w. congruent sind. Aus Artikel 32 folgt aber, dass alle Zahlen, welche 
nach den einzelnen Moduln M, N, P, ... bestimmte Reste geben, nach 
deren Producte A congruent sind und dass es daher unterhalb A nur eine 
einzige Zahl giebt, welche nach den einzelnen Zahlen M, N, P, ... gegebenen 
‘ Resten congruent ist. Demnach wird die gesuchte Zahl der Anzahl der 
Combinationen der einzelnen Zahlen m, m’, m", ... mit den einzelnen 
Zahlen n, mn’, n”,... und den einzelnen Zahlen », p’, p",... u. s. w. gleich 
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sein. Diese Anzahl ist aber, wie aus der Combinationslehre bekannt, gleich 
e(M). #(N). #(P) »-- 

IV. Nun sieht man leicht, wie dies auf den betrachteten Fall anwend- 
bar ist. Zerlegt man A in seine Primfactoren oder bringt man A auf die 


Form a’b’el..., wo a,d, c,... von einander verschiedene Primzahlen 
bezeichnen, so ist: 
A) = ea). HN. N = a a1). IR—1).c'c—1)..., 


oder kürzer: 
ai b—l „er 1 
a b e 


AA 


Beispiel. Ist A= 602? 3-5, so ist g(A)—=$-4:#'60=16. Diese 
zu 60 primen Zahlen sind: 1, 7, 11,.13, 17, 19, 25, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 
49, 53, 59. 

Die erste Lösung dieses Problems tritt auf in der Abhandlung Euler’s 
Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata in den Comm. nov. Ac. 
Petrop. VIII p. 74. Der Beweis ist später in einer andern Abhandlung: 
Speculationes circa quasdam insignes proprietates numerorum, Acta Petrop. 
VIII p. 17, wiederholt. 


39. 


Wird die Bedeutung des Functionszeichens p in solcher Weise bestimmt, 
dass ©(A) die Anzahl der Zahlen, welche prim zu A und nicht grösser als 
A sind, ausdrücken solle, so ist ersichtlich, dass p(1) nicht mehr gleich O, 
sondern gleich 1'ist, und dass hierdurch in allen andern Fällen nichts ge- 
ändert wird. Nehmen wir diese Deflnition an, so erhalten wir folgenden Satz: 


Wenna,a', a’,;... sämtliche Teiler von A (1 und A selbst 
nicht ausgeschlossen) darstellen, so ist 
ola) + la) + ga”) +... — 4. 


Beispiel. Ist A= 30, so ist: (I) + EM) HER) +6) + (6) + (10) 
+25) +g@0)=1+1+2+4+2+4+38+3=30. 
Beweis. Multipliciert man sämtliche Zahlen, ‚welche prim zu a und nicht 


\ na ; | 
grösser als a sind, mit an ebenso alle zu a’ primen Zahlen mit 7 u. 8. w., 


so erhält man (a) + g(a)-+g(a’)+ -:- Zahlen, die alle nicht grösser 
als A sind. Aber 

1. alle diese Zahlen sind von einander verschieden. Dass nämlich alle 
diejenigen Zahlen, welche aus demselben Teiler von A hervorgegangen sind, 
einander ungleich sind, ist an und für sich klar. Wenn aber aus verschie- 
denen Teilern M, N, und zu ihnen respective primen Zahlen p, v gleiche Zählen 


A A 
hervorgegangen wären, .d. h. wenn MT wäre, so müsste „N = vM 


sein. Nimmt man nun (was erlaubt ist) M> N an, so müsste M, da es 
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prim zu p und ein Teiler von „N ist, auch ein Teiler von N, also die grössere 
Zahl ein Teiler der kleineren sein, was absurd ist. 

2. unter diesen Zahlen kommen die Zahlen 1, 2,3,..., A sämtlich vor. 
Ist nämlich Z eine beliebige A nicht übersteigende Zahl und ö das grösste 


A 
gemeinschaftliche Mass der Zahlen A und Z, so ist y ein Teiler von A, 


Bis ty \ s a 
zu welchem 5 prim ist. Offenbar wird daher die Zahl ? unter denjenigen 


Re. 
vorkommen,. welche aus dem Teiler 7 hervorgegangen sind. 


3. Hieraus folgt, dass die Anzahl aller dieser Zahlen gleich A ist. 
Daher: 
pa) + ya) + pa) + = A. 


40, 


Ist x der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A,B, 
C, D,..., sokann manZahlen a,d,c,d,... von der Beschaffenheit 
bestimmen, dass 

aA+bB+cÜ+.- =y 
ist. 

Beweis. Betrachten wir zuerst nur zwei Zahlen A, B, und ist X der 
grösste gemeinschaftliche Teiler derselben, so ist die Congruenz Ax=X 
(mod. .B) lösbar (Artikel 30). Ist die Wurzel derselben =«, und setzt man 
.. =ß, so wird: «aA+ßB=X, wie verlangt wurde. 

Tritt noch eine dritte Zahl C hinzu und ist A der grösste gemeinschaft- 
liche Teiler von A und Ü, so bestimme man zwei Zahlen % und y derart, 
dass AA +yC=NX ist. Dann wird: kaA+ABßB-+yC=X. Offenbar aber 
ist M ein gemeinschaftlicher Teiler von A, B, CO, und zwar ist es der 
grösste, denn gäbe es noch einen grösseren d, so würde der Ausdruck 
ie + + 1 m 5 eine ganze Zahl, also die grössere Zahl ® ein 
Teiler der kleineren sein müssen. Das Verlangte ist daher geleistet, wenn 
pa a—=aMB—by=coNX—yp setzt. 

Auf gleiche Weise kann man fortfahren, wie viele andere Zahlen auch 
immer hinzutreten mögen. 

Wenn daher die Zahlen A, B, ©, D.... keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, so kann man offenbar bewirken, dass 


aA+bB-+cC+-:.—=1 
wird. 


41. 


Ist p eine Primzahl und hat man p Dinge, unter denen be- 
liebig viele, nur nicht gerade alle, einander gleich sein können, 
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ad 


so wird die Anzahl der Permutationen dieser Dinge durch p» 
teilbar sein. 


Beispiel. Die fünf Gegenstände A, A, A, B, B können auf zehn ver- 
schiedene Arten versetzt werden. 


Der Beweis dieses Satzes kann leicht aus der bekannten Theorie der 
Permutationen abgeleitet werden. Denn giebt es unter diesen Gegenständen 
a, welche gleich A, sodann b, welche gleich B, ferner c, welche gleich © 
u. s. w. sind (wo die Zahlen a, d, c,... auch die Einheit bezeichnen 
können), so dass 

a+b+c+:=p 


ist, so ist die Anzahl der Permutationen gleich 


Nun ist an und für sich klar, dass der Zähler dieses Bruches durch 
den Nenner teilbar ist, da die Anzahl der Permutationen eine ganze Zahl 
sein muss. Der Zähler aber ist teilbar durch », der Nenner dagegen, 
welcher aus Factoren, die kleiner als p sind, gebildet ist, ist nicht teilbar 
durch p (Artikel 15). Demnach ist die Anzahl der Permutationen durch p 
teilbar (Artikel 19). 


Es dürfte jedoch, hoffe ich, manchem der folgende Beweis nicht un- 
willkommen sein. 


Wenn in zwei Permutationen die Ordnung der Gegenstände, aus denen 
sie gebildet sind, nur in so fern abweicht, dass derjenige Gegenstand, 
welcher in der einen den ersten Platz einnimmt, in der andern einen andern 
Platz hat, die übrigen aber in beiden in derselben Reihenfolge fortschreiten 
und auf den letzten Gegenstand in der einen derjenige folgt, welcher in 
der andern der erste ist, so nennen wir diese Permutationen ähnliche 
Permutationen.*) So werden in unserm Beispiele ABAAB nnd ABABA 
ähnliche Permutationen sein, weil die Gegenstände, welche in der ersteren 
den ersten, zweiten u. s. w. Platz einnehmen, in der letzteren an dem 
dritten, vierten, u. s. w. Platze in derselben Reihenfolge sich befinden. 

Da nun jede Permutation aus p Gegenständen besteht, so kann man 
offenbar zu jeder 9 — 1 ähnliche finden, wenn man denjenigen Gegenstand, 
welcher der erste gewesen war, an den zweiten, dritten u. s. w. Platz fort- 
rückte. Wenn unter diesen identische sich nicht befinden können, so ist 
klar, dass die Anzahl aller Permutationen durch » teilbar werden wird, da 
diese p-mal grösser ist, als die Anzahl aller unähnlichen Permutationen. 


*) Denkt man sich ähnliche Permutationen in einen Kreis geschrieben, so dass 
der letzte Gegenstand dem ersten benachbart wird, so wird überhaupt kein Unter- 
schied existieren, da kein Platz der erste oder letzte genannt werden kann, 
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Wir nehmen daher an, dass zwei Permutationen 
Da. aa A Re 2 en a & 


von denen die eine aus der andern durch das Fortrücken der Glieder ent- 
standen ist, identisch seien oder dass P=V u. s. w. sei. Ist das Glied P, 
welches in der ersteren das erste ist, in der letzteren das » + l!e, so wird 
also in der letzteren Reihe das » + 1te Glied dem ersten, das » + 2t° Glied 
dem zweiten u. s. w., also das 2» + lt Glied wiederum dem ersten gleich 
und aus demselben Grunde auch das 3» + lte, u. s. w., allgemein das 
kn + mte gleich dem mten (Hierbei ist, sobald kn -+ m>p ist, entweder 
die Reihe V... YZPQ@... T immer wieder von Anfang an wiederholt zu 
denken oder von kn + m das nächstkleinere Vielfache von p zu subtrahieren). 
Wenn daher % so bestimmt wird, dass in=1 (mod. p) ist, was möglich 
ist, da p eine Primzahl sein soll, so folgt allgemein, dass das mt® Glied 
dem m — Iten oder dass jedes Glied dem folgenden gleich ist, d. h. dass 
alle Glieder einander gleich sind, was gegen die Voraussetzung Ist. 


42. 
Wenn die Coefficienten A, B, 0,..., N: bB,.6...,% zweier 
Functionen von der Form 


(P) u" + Au" 4 Ba"? + OR" + +N 
(9) ar Az an! -- ba"? Rn car? ee m 


sämtlich rationale, aber nicht sämtlich ganze Zahlen Bra, und 
das Product aus (P) und (9) durch 


gmtH a mtr Ei Bote? en ned 3 


dargestellt wird, so können die Ooefficienten U, 8, ..., 3 nicht 
sämtlich ganze Zahlen sein. 

Beweis. Man drücke alle Brüche unter den Coefficienten A, B, 
a, b,... durch die möglich kleinsten Zahlen aus und wähle nach Belieben 
eine Primzahl p, welche in einem oder mehreren von den Nennern dieser 
Brüche ohne Rest aufgeht. Nimmt man an, was erlaubt ist, dass p in dem 
Nenner irgend eines gebrochenen Coefficienten in (.P) aufgeht, so wird es 


(@) 


offenbar, wenn man (9) durch » teilt, auch in E wenigstens einen ge- 


brochenen Coefficienten geben, dessen Nenner den Factor p enthält (nämlich 


1 ü Ä { j 
den ersten Cocfficienten-.). Nun sieht man leicht, dass es in P ein Glied, 


einen Bruch, geben wird, dessen Nenner mehr Dimensionen von p, als die 
Nenner aller vorhergehenden ähnlichen Glieder, und nicht weniger als die 
Nenner aller folgenden, besitzt: Dieses Glied sei @x°’ und die Anzahl der 
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Dimensionen von p im Nenner von G sei t. Ein ähnliches Glied giebt es 
in 2 dasselbe sei I'x! und die Anzahl der Dimensionen von p im Nenner 


von! seit. Dann ist offenbar {++ z mindestens gleich 2. Nach diesen Vor- 
bereitungen wird das Glied «’*T des Products von (P) und (Q) einen ge- 
brochenen Coefficienten haben, dessen Nenner &-+r— 1 Dimensionen von 
‚p enthält. Dies wird folgendermassen bewiesen. 

Es seien 'Gat!, "Eart?, ... diejenigen Glieder, welche in (P) dem 
Gliede Ga? vorangehen, @/a° +, @"a°”°, ... aber diejenigen, welche ihm 
folgen. Ebenso seien Tat, "Tal*?, ... diejenigen Glieder, welche in S 


dem Gliede [zT vorangehen, I’a!'”!, I[”x!”? aber diejenigen, welche ihm 
folgen. Dann ist offenbar der Coefficient des Gliedes «’*T in dem Producte 
aus (P) und w gleich: 
GE an E a IK de EDEN 
62 TG . ayalr ae a 
Der Teil GT’ ist ein Bruch, welcher, in den kleinsten Zahlen ausge- 
drückt, im Nenner #-+ Dimensionen von p enthält; die übrigen Teile 
aber enthalten, wenn sie Brüche sind, im Nenner weniger Dimensionen von 
p, da sie sämtlich Produete aus je zwei Factoren sind, von denen der eine 
nicht mehr als £, der andere aber weniger als x Dimensionen von » enthält, 
oder von denen der eine nicht mehr als r, der andere aber weniger als ? 


5 ; 2 i € ® 
Dimensionen von p besitzt. Demnach ist GI’ von der Form Franz „5 , während 
p 


[2 


die Summe der übrigen Teile von der Form ; ist, wo ö eine positive 


e 
a 
Zahl ist und e, f, f’ den Factor p nicht enthalten. Somit ist die Summe 
ef'+e'fp® 


Fr Da der Zähler dieses Ausdrucks durch » nicht teil- 
/P 


aller gleich 


bar ist, so kann der ‚Nenner durch keine Reduction weniger Dimensionen 
von p erhalten als {++ . Daher ist der Coeffieient des Gliedes «’*T in dem 
Producte von (P) und (9) gleich 

ef te‘ 

a —1 


d. h. er ist ein Bruch, dessen Nenner £-+ — 1 Dimensionen von p ent- 
hält. Damit ist der Satz bewiesen. 


43, 
Die Congruenz mi Grades 


Ax” ER Br"! AN ("2 Ne 0, 
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deren Modul eine in A nicht aufgehende Primzahl p ist, kann 
nicht auf mehr denn auf m verschiedene Arten gelöst werden 
oder hat nicht mehr als m nach dem Modul p incongruente 
Wurzeln (Siehe Artikel 25. 26). 

Wäre dies nicht der Fall, so nehmen wir an, dass es Congruenzen ver- 
schiedener Grade m, n, ... gäbe, welche mehr als m, n, ... Wurzeln haben, 
und es sei m der kleinste Grad, so dass alle ähnlichen Congruenzen der 
niederen Grade mit unserm Satze in Übereinstimmung sich befinden. Da 
wir dies für den ersten Grad schon oben (Artikel 26) bewiesen haben, so 
ist klar, dass m entweder gleich 2 oder grösser als 2 ist. Es besitze also 
die Congruenz 


Ara Bea. Mat Ne 


wenigstens m +1 Wurzeln, welche z=e, 2=ß, z=y, ... sein mögen, 
und man nehme an, was erlaubt ist, dass alle Zahlen «, 8, y,.... positiv und 
kleiner als p seien und dass die kleinste von allen « sei. Man substituiere 
nun in der gegebenen Congruenz y-+a« für x, wodurch sie übergehen 
möge in: 

A'y" er By"! Jr OyR72 car M'y+ N=0. 


Dann wird offenbar dieser Congruenz genügt werden, wenn man y==0 oder 
y=zß—a oder y=y—au.s.w. setzt, welche Wurzeln alle von einander 
verschieden sind und deren Anzahl gleich m +1 ist. Daraus aber, dass 
y=0 eine Wurzel ist, folgt, dass N’ durch p teilbar ist. Daher ist auch 
der Ausdruck 

yAyıı + By"? +... + M)=0 (mod, p), 


wenz man y einen der m Werte B—a, 7—a,..., welche sämtlich grösser 
als O und kleiner als » sind, beilegt, und daher wird in allen diesen Fällen 
auch 

Ay + By"? ..- + M =0:(Artikel 29) 


sein, d.h. die Congruenz 


A “a 2 ei + :..+ M = 0, 


welche vom m—1!en Grade ist, wird m Wurzeln haben und somit im Wider- 
spruch stehen mit unserem Satze (offenbar nämlich ist A’—= A und daher, 
wie erforderlich, A’ nicht teilbar durch p), obwohl wir angenommen haben, dass 
alle Congruenzen von niedrigerem Grade als dem mten mit demselben in 
Übereinstimmung sich befinden. Damit ist der Satz allgemein bewiesen. 


44. 


Obwohl wir angenommen haben, dass der Modul p im Coeffieienten des 
höchsten Gliedes nicht aufgehen solle, ist doch der Satz auf diesen Fall 
nicht beschränkt. Wenn nämlich der erste Coefficient oder auch einige der 
folgenden durch p teilbar wären, so könnte man diese Glieder ruhig weg- 
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lassen und dadurch schliesslich die Congruenz auf eine von niedrigerem 
Grade zurückführen, bei welcher der erste Coefficient nicht mehr durch p 
teilbar wäre, es müssten denn gerade alle Coefficienten durch p teilbar sein, 
in welchem Falle die Congruenz eine identische und die Unbekannte völlig 
unbestimmt sein würde. 


Dieser Satz wurde zuerst von Lagrange aufgestellt und bewiesen (Mem. 
de !Ac. de Berlin, Annee 1768 p. 192). Er kommt auch vor in einer Ab- 
handlung von Legendre, Recherches d’ Analyse indeterminde, Hist. de PAc. 
de Paris 1785 p. 466. Euler bewies in den Nov. Comm. Ac. Petrop. XVIII 
p. 93, dass die Congruenz x” — 1== 0 mehr wie n verschiedene Wurzeln nicht 
haben könne. Obwohl dieselbe nur ein specieller Fall ist, ist die Methode, 
deren er sich bediente, auf alle Congruenzen leicht anwendbar. Einen noch 
specielleren Fall hatte er schon vorher in den Comm. nov. Ac. Petrop. V. 
p. 6 absolviert, aber die hierbei gebrauchte Methode lässt sich nicht allgemein 
anwenden. Unten im Abschnitt VIII werden wir den Satz noch auf eine 
andere Art beweisen: aber wie verschieden auch beim ersten Anblick 
alle diese Methoden erscheinen könnten, so würden doch Kundige, die sie 
vergleichen wollten, sich leicht überzeugen, dass sie alle auf demselben 
Prineip aufgebaut sind. Da übrigens dieser Satz hier nur gleichsam als 
Hülfssatz zu betrachten ist und eine vollständige Auseinandersetzung hier 
nicht hergehört, so überheben wir uns der Mühe, zusammengesetzte Moduln 
noch besonders zu behandeln. 


Dritter Abschnitt. 


Von den Potenzresten. 


Die Reste der Glieder einer mit der Einheit anfangenden 
geometrischen Reihe bilden eine periodische Reihe. 
45. 

Satz. In jeder geometrischen Progression 1,a, a, a®, ... giebt 
esausser demerstenGliede I noch ein anderes der Einheit nach 
dem zu a primen Modul p congruentes Glied a‘, dessen Exponent 
t<p ist. 

Beweis. Da der Modul » zu a und somit auch zu jeder beliebigen 
Potenz von a prim ist, so ist kein Glied der Progression =0 (mod. p), 
sondern vielmehr ein jedes irgend einer der Zahlen 1, 2, 3,..., P—1 
congruent. Da die Anzahl dieser Zahlen gleich p — 1 ist, so können offen- 
bar, wenn mehr als p— 1 Glieder der Progression in Betracht gezogen 
werden, diese nicht sämtlich verschiedene kleinste Reste haben. Demnach 
befinden sich unter den Gliedern 1, a, a’, a’, ..., aP”' mindestens zwei 
congruente. Es sei also a" —=a” und m> n; dann wird, wenn man durch 
a” dividiert, @ "=1 (Artikel 22), ww m —n<p und > ist. 

Beispiel. So findet man in der Progression 2, 4, 8, ... als erstes 
Glied, welches nach dem Modul 13 der Einheit congruent ist, das Glied 
912 — 4096. In derselben Progression ist nach dem Modul 23: 2" — 2048 = 1. 
Ebenso ist die sechste Potenz der Zahl 5, d. i. 15625, nach dem Modul 7, 
dagegen die fünfte, 3125, nach dem Modul 11 der Einheit congruent. In 
einigen Fällen also wird schon eine Potenz mit kleinerem Exponenten als 
p—1 der Einheit congruent, in andern dagegen muss man bis zur p—Iten 
Potenz aufsteigen. 


46. 

Wird die Progression über das Glied hinaus, welches der Einheit 
congruent ist, fortgesetzt, so gehen dieselben Reste, welche man im Anfang 
hatte, wiederum hervor. Ist nämlich «=1, so wird a*'=a, a*’=a’, 
u. s. w., bis man zu dem Gliede a”' gelangt, dessen kleinster Rest wiederum 
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=] ist, und die Periode der Reste beginnt von Neuem. Man erhält daher 
eine {Reste umfassende Periode, welche, nachdem sie zu Ende ist, immer 
von Anfang an sich wiederholt; und es können in der ganzen Progression 
keine andern Reste vorkommen, als die, welche in dieser Periode enthalten 
sind. Allgemein ist «= 1 und a”'*"=a”, was wir in unserer Bezeichnung 
so darstellen: 


Ist r=p (mod. 2), so ist auch a =a® (mod. p). 


AT. 


Aus diesem Satze ergiebt sich ein einfaches Verfahren, die Reste 
von Potenzen mit beliebighohem Exponenten aufzufinden, sobald 
man weiss, welche Potenz der Einheit congruentist. Sucht man z. B. den Rest, 
welcher bei der Division der Potenz 3'° durch 13 übrig bleibt, so ist, 
wegen 3’=1 (mod. 13), {=3. Da nun 1000=1 (mod. 3), ist, so ist 


3100 — 3 (mod. 13). 


48. 


Ist a‘ die niedrigste Potenz, welche der Einheit congruent ist (ausser 
a —1, auf welchen Fall wir hier keine Rücksicht nehmen), so werden jene 
t Glieder, welche die Periode der Reste bilden, sämtlich verschieden sein, 
wie man aus dem Beweise des Artikels 45 ohne Mühe erkennt. Dann kann 
aber der Satz des Artikels 46 umgekehrt werden, nämlich: Ist a" =a” 
(mod. p), so ist m=n (mod. i. Denn wenn m, n nach dem Modul Z in- 
congruent wären, so würden ihre kleinsten Reste verschieden sein. Nun 
ist aber a" =a", a’ =a”, daher a" = a’, d.h. nicht alle Potenzen unterhalb a’ 
würden incongruent sein, was gegen die Voraussetzung ist. 

Wenn daher a =1 (mod. p) ist, so ist k= 0 (mod. d), d.h. % ist durch 
t teilbar. 


Bisher haben wir von beliebigen Moduln, wofern sie nur zu a prim 
sind, gesprochen. Jetzt wollen wir die Moduln, welche absolute Primzahlen 
sind, gesondert betrachten und auf diesem Grunde nachher die allgemeinere 
Untersuchung aufbauen. 


Es werden zunächst Moduln, welche Primzahlen sind, 
betrachtet. 


49. 
Satz. Ist 9 eine Primzahl, welche in a nicht aufgeht, und 
ist a’ die niedrigste Potenz von a, welche nach dem Modul p 
der Einheit congruent ist, so ist der Exponent { entweder 
gleich p— 1 oder ein aliquoter Teil dieser Zahl. 


Man vergleiche die Beispiele im Artikel 45. 
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Beweis. Da wir bereits gezeigt haben, dass # entweder =p—1 oder 
<p—.1 ist, so bleibt nur übrig uns davon zu überzeugen, (dass im letzteren 
Falle 2 immer ein aliquoter Teil von p — 1 ist. 

I. Man nehme die kleinsten positiven Reste aller dieser Glieder 1, a, 

a, .... a’! und bezeichne dieselben durch «a, @,a”,..., so dass a—=|1, 

.. ist. Offenbar sind alle diese verschieden, denn wenn 
zwei Glieder a”, a” dieselben Reste liessen, so würde (unter der Annahme 
m>n) a” "=1 und m—n<<t sein, was absurd ist, da nach Voraus- 
setzung keine niedrigere Potenz als «‘ der Einheit congruent ist. Ferner 
sind alle Zahlen «a, «@’, @”,.... in der Reihe der Zahlen 1, 2,3, ....,2—1 
enthalten, doch werden sie dieselbe nicht ganz erschöpfen, da ?<p—1 
ist. Den Complex aller Zahlen «a, a’, «”,.... werden wir durch (4A) be- 
zeichnen. Es wird also (A) t Glieder umfassen. 

II. Man nehme nun aus der Reihe der Zahlen 1, 2,3,...,92— 1 irgend 
eine ß, welche in dem Complex (A) fehlt, multiplieiere ß mit allen Zahlen 
a, a’, a’, ... und bezeichne die daraus entstehenden kleinsten Reste mit 
ß,ß’,ß”,...., deren Anzahl dann ebenfalls gleich £ ist. Diese Reste werden 
aber sowohl unter sich als von allen den Zahlen a, a’, a’, ... verschieden 
sein. Wäre nämlich die erste Behauptung nicht richtig, so hätte man etwa 
Ba” =ßa” und daher, nach Division durch ß, a" =a”, was mit dem eben 
Bewiesenen im Widerspruch steht; wäre aber die zweite Behauptung falsch, 
so hätte man etwa a" = a” und daher, unter der Annahme, dass m <n ist, 
B=a”", d.h. es würde ß irgend einer der Zahlen a, a’, a'’,... congruent 
sein, was gegen die Voraussetzung ist. Ist jedoch m>n, so folgt, nach 
Multiplikation mit a’, Ba'=a'*""" oder, da a’=1 ist, B=a‘'""", was 
aus demselben Grunde absurd ist. Bezeichnet man den Complex aller Zahlen 
ß, ß', B”,..., deren Anzahl gleich # ist, mit (B), so hat man in beiden 
Complexen (A) und (B) aus der Reihe 1, 2, 3, ....,9—1 bereits 22 Zahlen. 
p—]1 


Wenn daher (A) und (B) alle diese Zahlen umfassen, so ist 3 


—=t, und 


der Satz ist bewiesen. 

III. Fehlen aber noch einige, so sei eine von diesen gleich y. Mit 
dieser multipliciere man sämtliche Zahlen «a, a’, «’,...., bezeichne die kleinsten 
Reste der Producte mit y, y', y", ... und den Complex aller dieser mit (CO). 
Dann wird also (C) £ Zahlen der Reihe 1,2, 3,..., 9—1 enthalten, und 
diese werden sowohl unter sich als von den in (A) und (B) enthaltenen 
Zahlen verschieden sein. Die beiden ersten Behauptungen werden auf 
dieselbe Weise wie in IIL., die dritte folgendermassen bewiesen: Wäre 
a” = ßa”, so würde entweder = Ba” oder y= ßa'*”"" sein, je nachdem 
m<n oder m>n wäre; in jedem Falle würde also y entgegen der Voraus- 
setzung irgend einer im Complex (2) enthaltenen Zahl congruent sein. Man 
hat daher 3? Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, ..., p— 1, und wenn keine weiter 


—1 
fehlen, so wird I und daher der Satz bewiesen sein. 
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IV. Wenn aber immer noch welche fehlen, so muss man in derselben 
Weise zu einem vierten Complex (D) von Zahlen weitergehen. Da aber 
die Anzahl der Zahlen 1, 2, 3,..., p—1 eine endliche ist, so muss die- 
selbe offenbar einmal erschöpft werden und daher ein Vielfaches von £ sein. 
Somit ist 2 ein aliquoter Teil von 9 — 1. 


Der Fermat’sche Satz. 
50. 
—] 
Da also £ r eine ganze Zahl ist, so folgt, wenn man beide Seiten 


pP — lten 

t 
Differenz aPT!— 1 ist stets durch p teilbar, wenn p eineina 
nicht aufgehende Primzahl ist. 


der Congruenz a’ =1 zur Potenz erhebt, aP"!=1, oder: Die 


Dieser Satz, welcher sowohl wegen seiner Eleganz als wegen seines 
hervorragenden Nutzens höchst beachtenswert ist, wird gewöhnlich nach 
seinem Erfinder das Fermat’sche Theorem genannt. Siehe Fermatü 
Opera Mathematica, Tolosae 1679, p. 163. Einen Beweis fügt der Erfinder 
nicht hinzu, doch behauptet er, im Besitze eines solchen zu sein. Euler 
veröffentlichte zuerst einen Beweis in der Abhandlung: Theorematum 
quorundam ad mumeros primos spectantium demonstratio, Comm. Acad. 
Petrop. T. VIIL*) Derselbe stützt sich auf die Entwicklung der Potenz 
(@ + 1)”, beider man aus der Form der Coeffieienten sehr leicht herleitet, dass 
stets (@+1)"—a®— 1 durch » teilbar ist und daher auch (a +1) —(a-+1) 
durch » sich teilen lässt, falls a — a durch p teilbar ist. Da nun 1? — 1 
stets durch » teilbar ist, so ist es auch 2? — 2, demnach auch 3? —_3u.s.w. 
undallgemeina’—a. Wenn daher p in a nicht aufgeht, so wird auch 
@ '—-1 dürch p teilbar sein. — Dies wird genügen, um das Wesen der 
Methode klarzulegen. Einen ähnlichen Beweis hat Lambert in den Acta 
Erudit. 1769 p. 109 angegeben. Da jedoch die Entwicklung der Potenz eines 
Binoms der Theorie der Zahlen ziemlich fremdartig zu sein schien, hat 
Euler einen anderen Beweis gesucht, der in den Comment. nov. Petrop. 
T. VII p. 70 zu finden ist und mit dem von uns im vorhergehenden Artikel 
gegebenen völlig übereinstimmt. Im Folgenden werden sich uns noch einige 


*) In einer früheren Abhandlung war er noch nicht zum Ziele gelangt. Comm. 
Ac. Petr. T. VI p. 106. — In dem berüchtigten Streite zwischen Maupertuis und 
König, der wegen des Prinzips der kleinsten Aktion entstanden war, aber bald zu 
andern Sachen überging, behauptet König im Besitze eines Briefes von Leibnitz zu 
sein, in dem ein mit dem Euler’schen vollkommen übereinstimmender Beweis enthalten 
sei. Appel au public, p. 106. Wenn wir auch die Glaubwürdigkeit dieses Zeug- 
nisses nicht in Zweifel ziehen wollen, so hat doch sicher Leibnitz seine Erfindung 
nie veröffentlicht. Vgl. Hist. de PAc. de Berlin, Annee 1750 p. 530. 
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andere darbieten. An dieser Stelle wollen wir noch einen anfügen, der sich 
auf ähnliche Prineipien stützt, wie der erste von Euler. Der folgende Satz, 
von welchem unser Satz nur ein besonderer Fall ist, wird unten auch bei 
anderen Untersuchungen Anwendung finden. 


51. 

Die pte PotenzdesPolynomsa+b+c+':: istdem Ausdruck . 
a’ ıbP+c? +... nach dem Modulpcongruent, fallsp eine Prim- 
zahl ist. 

Beweis. Bekanntlich wird die pte Potenz des Polynoms +5 +c+'- 
gebildet aus Gliedern von der Form xa” Pe..., watß+y+t =» 
ist und die Zahl x angiebt, auf wie viel Arten p Gegenstände, von denen 
N respective gleich a, b, 6, ... sind, permutiert werden können. 
Wir haben aber oben im Artikel 41 gezeigt, dass diese Zahl immer durch 
p teilbar ist, wenn nicht alle Gegenstände gleich sind, d. i. wenn nicht 
irgend eine der Zahlen a, ß, 1%, ..- gleich p, die übrigen aber gleich O sind. 
Hieraus folgt, dass alle Glieder vn (a+b+c+:- -)? mit Ausnahme von 
aP, bP, c’,.. durch p teilbar sind. Dieselben können also, sobald es sich 
um eine Congruenz nach dem Modul » handelt, ganz weggelassen werden, 
und es wird: 

Ba e yeaıb.cr. 

Werden nun sämtliche Grössen a, b, c, ... gleich 1 gesetzt und ihre 

Anzahl gleich %, so wird X” =k, wie im vorigen Artikel. 


Über die Anzahl der Zahlen, denen Perioden entsprechen, 
in welchen die Anzahl der Glieder ein gegebener Teiler 
von p —1 ist. 


52. 


Da somit keine andern Zahlen als diejenigen, welche Teiler von p— 1 
sind, Exponenten der kleinsten Potenzen, zu welchen irgend welche Zahlen 
erhoben werden müssen, um der Einheit congruent zu werden, sein können, 
so entsteht die Frage, ob alle Teiler von 9 — 1 hierzu sich eignen, und 
ferner, wenn sämtliche durch p» nicht teilbare Zahlen nach dem Exponenten 
ihrer niedrigsten, der Einheit congruenten Potenz in Klassen geteilt werden, 
wie viele Zahlen auf die einzelnen Exponenten kommen werden. Hierbei 
kann man sogleich bemerken, dass es ausreicht, wenn alle positiven Zahlen 
von 1 bis p— 1 in Betracht gezogen werden. Denn offenbar müssen con- 
gruente Zahlen, um der Einheit congruent zu werden, auf dieselbe Potenz 
erhoben werden, und daher ist jede Zahl auf denselben Exponenten wie ihr 
kleinster positiver Rest zu beziehen. Wir müssen daher unsere Aufmerk- 
samkeit darauf richten, zu ermitteln, wie nach diesem Gesichtspunkte die 
Zahlen 1, 2, 3,..., p— 1 unter die einzelnen Factoren von 9 — 1 zu ver- 
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teilen sind. Der Kürze wegen wollen wir, wenn d einer der Teiler von 
p-—]1 (zu denen auch 1 und »—1 zu rechnen sind) ist, mit Y(d) die An- 
zahl der positiven unterhalb » gelegenen Zahlen bezeichnen, deren dte Potenz 
die niedrigste ist, welche der Einheit congruent ist. 


53. 
Damit diese Untersuchung leichter verständlich werde, setzen wir ein 
Beispiel her. Für a—=19 werden sich die Zahlen 1,.2,:3, 2. 180 unter 
die Teiler der Zahl 18 in folgender Weise verteilen: 


1,1. 

2/18. 

31%. bl, 

61 8.12, 
29 LET 
18.1 2,,.8..80% 18: 14215: 


In diesem Falle wird also d(1)=1, JQ)—= 1, y)=2, W6)=2, 
VN)=6, Y(18)=6. Eine geringe Aufmerksamkeit zeigt hierbei, dass 
ebenso viele Zahlen zu jedem Exponenten gehören, als es Zahlen giebt, die 
nicht grösser als er und prim zu ihm sind, oder dass wenigstens in diesem 
Falle, mit Beibehaltung der Bezeichnung im Artikel 39, vd) = 9 (d) ist. 
Dass aber diese Bemerkung allgemein gültig sei, können wir folgender- 
massen beweisen. 


1. Hat man irgend eine Zahl a, welche zum Exponenten d gehört 
(d. h. deren d!® Potenz der Einheit congruent ist, während alle niedrigeren 
Potenzen derselben nicht congruent sind), so werden alle Potenzen derselben 
a?, a°, at, ...., a2 oder deren kleinste Reste erstere Bigenschaft (nämlich dass 
die de Potenz derselben der Einheit congruent ist) ebenfalls besitzen und 
da dies auch so ausgedrückt werden kann, dass die kleinsten Reste der 
Zahlen a, a?, a?, ..., a@ (welche sämtlich von einander verschieden sind) 
Wurzeln der Congruenz 2 = 1 sind, diese Congruenz aber mehr als d ver- 
schiedene Wurzeln nicht haben kann, so ist klar, dass es ausser den 
kleinsten Resten der Zahlen a, a2, a,...,a@ andere Zahlen zwischen 1 und 
p— 1 inel. nicht giebt, deren dte Potenzen der Einheit congruent sind. 
Hieraus geht hervor, dass sich alle zum Exponenten d gehörige Zahlen 
unter den kleinsten Resten der Zahlen a, a?, a’,...,ad vorfinden. Welcher 
Art dieselben aber sind und wie gross ihre Anzahl ist, lässt sich so be- 
stimmen: Ist % eine zu d prime Zahl, so werden sämtliche Potenzen von ak, 
deren Exponenten kleiner als d sind, der Einheit nicht congruent sein. 


Denn es sei (mod. d)= m (siehe Artikel 31), so ist: am = a; wenn daher 


die e'® Potenz von a* der Einheit congruent und e<d wäre, so würde auch 
a” =] und daher gegen die Voraussetzung a’=1 sein. Hieraus erhellt, 


2% 
{37 
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dass der kleinste Rest von a* zum Exponenten d gehört. — Wenn aber % 
mit d irgend einen gemeinschaftlichen Teiler ö hat, so gehört der kleinste 


Rest von a* nicht zum Exponenten d, weil ja alsdann schon die Be Potenz 


der Einheit congruent ist (es wird nämlich z durch d teilbar oder = 
u 

(mod. d) und daher el sein). Hieraus folgt, dass zum Exponenten d 
soviele Zahlen gehören, als es unter den Zahlen 1, 2, 3,...., d relative 
Primzahlen zu d giebt. Man muss aber im Gedächtnis behalten, dass dieser 
Schluss sich auf die Annahme stützt, dass man bereits eine zum Exponenten d 
gehörige Zahl a habe. Daher bleibt die Möglichkeit offen, dass zu irgend . 
einem Exponenten überhaupt gar keine Zahl gehört, und unser Schluss ist 


dahin zu beschränken, dass d(d) entweder —=0 oder = p(d) ist. 


94. 


II. Sind nun d, d', d’,.... sämtliche Teiler von 9—1, so ist, weil 
alle Zahlen 1, 2, 3,..., p— 1 unter dieselben verteilt sind: 


Ye) HU) Ha) Ren! 
In Artikel 40 haben wir aber bewiesen, dass 
ld) He) +P@) + =p—1 


ist, und aus dem vorhergehenden Artikel folgt, dass Y(d) entweder gleich a(d) 
oder kleiner, aber nicht grösser als p(d) sein könne, und dasselbe gilt von 
b(d') und »(d’) u.s.w. Wenn daher irgend ein (oder mehrere) Glied der 
Reihe U(d), dd), Y(d’), ... kleiner als das entsprechende Glied der Reihe 
old), o(d), g(d’), ... wäre, so würde die Summe jener der Summe dieser 
nicht gleich sein können. Hieraus schliessen wir endlich, dass L(d) stets 
gleich +(d) ist und somit von der Grösse von p — 1 nicht abhängt. 


50. 


Die grösste Beachtung aber verdient ein besonderer Fall des vorigen 
Satzes, nämlich dass es immer Zahlen giebt, deren niedrigste Potenz, 
welche der Einheit congruent ist, die 9 — le ist, und zwar ebenso 
viele zwischen 1 und p — 1, als es unterhalb y—1 zu p—1 prime Zahlen giebt. 
Da der Beewis dieses Satzes keineswegs so auf der Hand liegt, als es auf den 
ersten Anblick scheinen könnte, so wollen wir wegen der Bedeutung des Satzes 
noch einen andern von dem vorigen etwas verschiedenen Beweis anfügen, 
zumal die Verschiedenheit der Methoden gewöhnlich sehr viel zur Erläuterung 
etwas schwerer verständlicher Dinge beiträgt. Man zerlege p —1 in seine 
Primfactoren, und zwar sei p—1 abe... woad6... unglerome 
Primzahlen bedeuten. Alsdann können wir den Beweis des Satzes in 
folgender Weise durchführen: 
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I. Es lässt sich immer eine (oder mehrere) Zahl A finden, welche zum 
Exponenten «° gehört, und ebenso Zahlen B, C, ..., welche respective zu 
den Exponenten DP, c', ... gehören. 


II. Das Product aller Zahlen A, B, C,... (oder der kleinste Rest dieses 
Products) gehört zum Exponenten » — 1. 
Dies beweisen wir folgendermassen. 


I. Ist girgend eine der Zahlen 1, 2, 3,..., 2—1, welche der Congruenz 
ge 
x” =1 (mod. p) nicht genügt, da nicht alle diese Zahlen dieser 
Congruenz, deren Grad kleiner als p—1 ist, genügen können, so be- 
—1 


a® 


haupte ich, dass, wenn die Pte Potenz von g congruent Ah gesetzt wird, 


diese Zahl oder ihr kleinster Rest zum Exponenten a" gehört. 
Denn offenbar wird die a’te Potenz von k der p — 1ten Potenz von g 
d. i. der Einheit congruent sein, während die a*""te Potenz von h der 
DA 
a 


Potenz von g congruent d.i. der Einheit nicht congruent ist; und um so 


weniger können die a”, a* tn u.s. w. Potenzen von % der Einheit con- 


gruent sein. Der Exponent der kleinsten der Einheit congruenten Potenz 
von h oder der Exponent, zu welchem % gehört, muss aber (nach Artikel 48) 
in der Zahl a* aufgehen. Mithin muss notwendig, da a” durch keine anderen 
Zahlen als durch sich selbst und durch niedrigere Potenzen von a teilbar 
ist, a der Exponent sein, zu welchem h gehört. Auf analoge Weise zeigt 
man, dass es Zahlen giebt, die zu den Exponenten pP, c', ... gehören. 


II. Nehmen wir an, dass das Product aus allen Zahlen A4,B,(,... 
nicht zum Exponenten »— 1, sondern zu einem niedrigeren # gehöre, so 


wird tin p— 1 aufgehen (Artikel 48), oder es wird 2 r 


eine ganze die 


Einheit übersteigende Zahl sein. Man sieht aber leicht, dass dieser Quotient 
entweder eine der Primzahlen a, b, c,...., oder wenigstens durch irgend 


eine derselben, z. B. durch a, da bezüglich der andern der Beweis derselbe 
; 5 m: 
bleibt, teilbar ist (Artikel 17). Es wird daher 2 in z aufgehen und 


p—|1 
a 


somit wird auch das Product ABC... auf die te Potenz erhoben der 
Einheit congruent sein (Artikel 46). Es ist aber klar, dass die einzelnen 


—1 
Zahlen B, C, ... (ausser A), auf die & 


te Potenz erhoben, der Einheit 
congruent werden, da die Exponenten DP, ce, ..., zu welchen die einzelnen 


1 ; 
aufgehen. Daher wird sein: 


gehören, in at 


p—1 2-1 r—1 21 


ae one, 
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Hieraus folgt, dass der Exponent, zu welchem A gehört, ein Teiler von 


—1 i } i 
& = (Artikel 48) d.i. I eine ganze Zahl sein muss. Nun kann aber 
a 


p»—| De, \ Hs \ : 
min keine ganze Zahl sein (Artikel 15); somit müssen wir endlich 


sales 


schliessen, dass unsere Annahme nicht richtig sein kann, dass vielmehr das 
Product ABC ... wirklich zum Exponenten p — 1 gehört. 


Der letztere Beweis scheint etwas weitläufiger als der erste, dieser aber 
dafür weniger direct zu sein als jener. 


6. 

Dieser Satz liefert ein ausgezeichnetes Beispiel dafür, wie grosse Vorsicht 
oft in der Theorie der Zahlen erforderlich ist, damit man nicht das für aus- 
gemacht annehme, was es in Wirklichkeit nicht ist, Lambert erwähnt in 
seiner schon oben angeführten Abhandlung, Acta Erudit. 1769 p. 127, diesen 
Satz, ohne auch nur von der Notwendigkeit eines Beweises zu reden. 
Niemand aber hat den Beweis versucht ausser Euler: Comment. nov. Ac. 
Petrop. T. XVIII für das Jahr 1773, Demonstrationes circa residua ex divi- 
sione potesiatum per mumeros primos resullantia p. 85 u. f. Man sehe 
besonders Artikel 37, wo er sich über die Notwendigkeit eines Beweises 
weitläufiger auslässt. Doch leidet der Beweis, welchen der scharfsinnige 
Autor giebt, an zwei Mängeln. Der eine besteht darin, dass er im Ar- 
tikel 31 u. ff. stillschweigend annimmt, dass die Congruenz @"=1 (mit 
Übertragung der dort angewandten Redeweise in unsere Bezeichnung) wirklich 
n verschiedene Wurzeln habe, obwohl vorher nur bewiesen worden ist, dass 
sie nicht mehr als n Wurzeln haben kann; der andere ist der, dass er die 
Formel des Artikels 34 nur durch Induction abgeleitet hat. 


Primitive Wurzeln, Grundzahlen, Indices. 
D1. 


Die zum Exponenten p— 1 gehörigen Zahlen werden wir mit 
Euler primitive Wurzeln nennen. Wenn also a eine primitive Wurzel 
ist, so werden die kleinsten Reste der Potenzen a, a’, a°,...,a’”! sämtlich 
von einander verschieden sein, woraus sich leicht ergiebt, dass sich unter 
diesen alle Zahlen 1, 2, 3,..., p—1, deren Anzahl ebenso gross ist, wie 
die jener kleinsten Reste, vorfinden müssen, d. h. dass jede durch » nicht 
teilbare Zahl irgend einer Potenz von a congruent ist. Diese ausgezeichnete 
Eigenschaft ist von dem grössten Nutzen und kann die arithmetischen, auf 
die Congruenzen bezüglichen Operationen sehr erheblich erleichtern, etwa 
in derselben Weise, wie die Einführung der Logarithmen die Operationen 
der gemeinen Arithmetik. Wir werden nach Belieben irgend eine 
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primitive Wurzel a als Basis oder Grundzahl annehmen und auf diese 
alle durch p nicht teilbaren Zahlen beziehen, und wenn a’=b (mod. ») 
ist, so werden wir e den Index von b nennen. Wenn z.B. für den 
Modul 19 die primitive Wurzel 2 als Basis genommen wird, so werden 


denZahlen 1. 2.3: 4 32.67.89 10.1 2.13.14. 1. 16, 12.38 
die Indices: 0. :1. 18.2, 16, 18:6, 3,8. 12.2, 1. 1.2 2310, 3 


entsprechen. Übrigens ist klar, dass, wenn die Basis dieselbe bleibt, einer 
jeden Zahl mehrere Indices zukommen, dass aber diese sämtlich nach dem 
Modul »— 1 congruent sind. So oft daher von den Indices die Rede sein 
wird, werden diejenigen, welche nach dem Modul 9 — 1 congruent sind, als 
äquivalent betrachtet werden, ähnlich wie die Zahlen selbst, wenn sie nach 
dem Modul p congruent sind, als äquivalent gelten. 


Algorithmus der Indices. 


98. 


Die auf die Indices bezüglichen Sätze sind durchaus analog denen, 
welche für die Logarithmen gelten. 

Der Index des Products aus beliebig vielen Factoren ist 
der Summe der Indices der einzelnen Factoren nach dem Modul 
p— 1 eongruent. 

Der Index der Potenz irgend einer Zahl ist dem Producte 
aus dem Index der gegebenen Zahl und dem Exponenten der 
Potenz nach dem Modul p— 1 congruent. 

Die Beweise lassen wir ihrer Leichtigkeit halber weg. 

Hieraus ist ersichtlich, dass, wenn man eine Tafel construieren wollte, 
aus der man die Indices aller Zahlen für verschiedene Moduln entnehmen 
könnte, aus derselben sowohl alle Zahlen, welche grösser als der Modul 
sind, als auch alle zusammengesetzten Zahlen fortgelassen werden könnten. 
Eine Probe einer solchen Tafel ist am Schlusse dieses Werkes als Tafel I 
angefügt. Auf derselben stehen in der ersten Vertikalreihe die Primzahlen 
und deren Potenzen von 3 bis 97, die als Moduln zu betrachten sind, neben 
jeder von ihnen die zur Basis genommenen Zahlen; dann folgen die Indices 
der aufeinanderfolgenden Primzahlen, von denen immer je fünf durch einen 
kleinen Zwischenraum getrennt sind; in derselben Weise sind am Kopfe 
der Tafel die Primzahlen angeordnet, so dass man leicht und sicher finden 
kann, welcher Index einer gegebenen Primzahl nach einem gegebenen Modul 
entspricht. 

Ist z. B. p= 67 so ist der Index der Zahl 60, wenn man 12 zur Basis 
nimmt: 


=2%ind.2-+ ind. 3 + ind. 5 (mod. 6)=58 +9 + 39 = 40, 


Dritter Abschnitt. [Art. 59—61] 


59. 
Der Index jedes Wertes des Ausdrucks 5 (mod. p) (Artikel 31) 


ist nach dem Modul p—1 der Differenz der Indices des Zählers 
aund des Nenners b congruent, wofern die Zahlena und 5b durch 
p nicht teilbar sind. 

Ist nämlich ce irgend ein Wert des Ausdrucks, so ist be=«a (mod. p), 
daher: 

ind.d+ind.c=ind.a(mod.»p — 1) 
und somit 
ind.c=ind.a —ind.b,. 


Wenn man daher eine Tafel hat, aus welcher der einer jeden Zahl nach 
jedem beliebigen Primzahlmodul entsprechende Index, und eine andere, aus 
welcher die zu einem gegebenen Index gehörige Zahl entnommen werden 
kann, so lassen sich sämtliche Congruenzen ersten Grades mit der grössten 
Leichtigkeit lösen, da man alle auf solche zurückführen kann, deren Modul 
eine Primzahl ist (Artikel 30). Ist z. B. die Congruenz 29% + 7 = 0 (mod. 47) 


—7 
vorgelegt, so wird: <= 9 (mod. 47), also: 


ind. « =ind. (—7) — ind. 29 = ind. 40 — ind. 29= 15 — 43 = 18 (mod. 46). 


Der Index 18 aber gehört zur Zahl 3. Demnach ist #=3 (mod. 47). 
Eine zweite Tafel haben wir allerdings nicht hinzugefügt, doch kann an 
Stelle dieser eine andere dienen, wie wir im sechsten Abschnitt zeigen werden. 


Über die Wurzeln der Congruenz x” = A. 


60. 


In analoger Weise, wie wir im Artikel 31 die Wurzeln der Congruenzen 
ersten Grades bezeichnet haben, werden wir im Folgenden auch die Wurzeln 
der reinen Congruenzen höherer Grade durch ein Zeichen darstellen. Wie 


nämlich V A nichts anderes bedeutet als eine Wurzel der Gleichung 2" A, 


so wird mit Hinzufügung des Moduls durch yA (mod. p) jede beliebige 
Wurzel der Congruenz «&" = A (mod. p) bezeichnet werden. Wir werden 
sagen, dass dieser Ausdruck yA (mod. ») so viele Werte besitze, als er 
nach dem Modul p incongruente Werte hat, da sämtliche nach p con- 


gruente Werte als äquivalent zu betrachten sind (Artikel 26). Überdies 
ist klar, dass, wenn A und B nach dem Modul p congruent waren, die 


Ausdrücke yA (mod. p) und V B (mod. p) einander äquivalent sein werden. 


Setzt man nun yA= x (mod. »), so wird »ind. x = ind. A (mod. 
P—1). Aus dieser Congruenz ergeben sich nach den Regeln des vorigen 
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Abschnitts die Werte von ind.x und aus diesen die entsprechenden Werte 
von «. Man sieht aber leicht, dass x soviele Werte besitzt, als die Con- 
gruenz nind.z = ind. A (mod. p— 1) Wurzeln hat. Offenbar also wird 


Mi A nur einen Wert haben, wenn » zup—1 prim ist; wenn aber die Zahlen 


n und p—1 einen gemeinschaftlichen Teiler ö haben und dieser der grösste 
ist, so wird ind.x ö nach dem Modul p— 1 incongruente Werte und daher 


yA ebensoviele nach dem Modul p» incongruente Werte haben, wofern 


ind. A durch Ö teilbar ist. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so wird yA 
keinen reellen Wert besitzen. 

Beispiel. Man sucht die Werte des Ausdrucks yil (mod. 19). Dann 
muss man also die Congruenz l5ind.xz = ind, I1=6 (mod. 18) lösen, 
und findet dadurch die drei Werte ind..z=4, 10, 16 (mod. 18). Diesen 
entsprechen aber die Werte 2 == 6, 9, 4 (mod. 19). 


61. 

So einfach auch diese Methode ist, wenn man die nötigen Tafeln zur 
Hand hat, so dürfen wir doch nicht vergessen, dass sie eine indirecte ist. 
Es wird daher der Mühe wert sein, zu untersuchen, wieviel directe Methoden 
vermögen, und zwar werden wir hier das anführen, was sich aus dem Vor- 
hergehenden folgern lässt, dagegen das andere, welches tiefere Betrachtungen 
erfordert, für den achten Abschnitt vorbehalten. Wir beginnen mit dem 
einfachsten Fall, in welchem A=1 ist, wo also die Wurzeln der Congruenz 
x” =1 (mod. p) gesucht werden. Hier muss somit, wenn eine beliebige 
primitive Wurzel zur Basis genommen wird, »ind..xe=0 (mod. p—]) 
sein. Diese Congruenz wird, wenn » zu p—1 prim ist, nur eine einzige 
Wurzel haben, nämlich ind.2=0 (mod. p— 1), daher hat in diesem 


Falle yi (mod. 9) einen einzigen Wert, nämlich =1. Wenn aber die 

Zahlen » und p — 1 den (grössten) gemeinschaftlichen Teiler ö haben, so 

wird die vollständige Lösung der Congruenz nind.e=0 (mod. p—1) 
p—1 

en ) (Siehe Artikel 29), d. h. es wird ind.@ nach 

dem Modul 9— 1 irgend einer der Zahlen 


vr—1l 2%p—1) 3@-1) 
ER, a 


sein: ind. z=0 (moa. 


\ a 


er) 


S 


congruent sein müssen oder ö nach dem Modul p—1 incongruente Werte 
besitzen; daher wird auch z in diesem Falle ö verschiedene (nach dem 
Modul p incongruente) Werte haben. Hieraus ist ersichtlich, dass der Aus- 
druck yı ebenfalls ö verschiedene Werte hat, deren Indices mit den vor- 
her angegebenen Zahlen völlig übereinstimmen. Daher ist der Ausdruck 


yT (mod. p) dem Ausdruck 1 (mod. 2) durchaus äquivalent, d. h, die 
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Congruenz 1 (mod. p) hat dieselben Wurzeln wie #"=1 (mod. p). Die 


erstere aber wird von niedrigerem Grade sein als letztere, wofern 6 und » 
ungleich sind. 


Beispiel. yi (mod. 19) hat drei Werte, weil 3 der grösste gemein- 
schaftliche Teiler der Zahlen 15 und 18 ist, und diese werden zu gleicher 


Zeit die Werte von yT (mod. 19) sein. Diese sind aber 1, 7, 11. 


62. 

Durch diese Reduction gewinnen wir also den Vorteil, dass wir keine 
andern Congruenzen von der Forn x&"==1 zu lösen brauchen, als solche, in 
denen » ein Teiler von 9— 1 ist. Weiter unten werden wir aber zeigen, 
dass sich die Congruenzen von dieser Form immer noch weiter erniedrigen 
lassen, doch reicht hierzu das Vorhergehende nicht aus. Nur einen Fall 
können wir schon hier erledigen, nämlich den, wor» = 2ist. Offenbar nämlich 
sind +1 und —1 die Werte des Ausdrucks yi, da er mehr wie zwei 
nicht haben kann und +1 und — 1 immer incongruent sind, wofern nicht 
der Modul gleich 2 ist, in welchem Falle es an sich klar ist, dass yT nur 
einen Wert haben kann. Hieraus folgt, dass +1 und — 1 auch die Werte 


N Rn .0. I 
des Ausdrucks 1 sein werden, falls m zu 2 5 prim ist. Dies ist immer 


p—1 
2 

ist (es müsste denn gerade p — 1 = 2m sein, in welchem Falle alle Zahlen 
1,2, 3,...,»— 1 Wurzeln sind), z. B.,wenn p=3, 5, 7, 11, 23, 47, 59, 
83, 107, ... ist. Als Corollar mag hier hinzugefügt werden, dass der Index 


der Fall, so oft der Modul derart ist, dass eine absolute Primzahl 


—1 
von — 1 immer = (mod. p—1) ist, welche primitive Wurzel man 
auch zur Basis nehmen möge. Denn es ist: 2 ind. (—1)=0 (mod. p—1); 
—] 
daher ist ind. (—1) entweder =0 oder =FT— (mod. p—1). Es ist aber 


O0 immer der Index von +1 und +1 und — 1 müssen stets verschiedene 
Indices haben (ausser im Falle = 2, auf den wir hier erst keine Rücksicht 
zu nehmen brauchen). 
63. 
Im Artikel 60 haben wir gezeigt, dass der Ausdruck yA (mod. p) 


IN 


entweder ö verschiedene Werte oder gar keinen Wert besitzt, wenn ö der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen » und p— 1 ist. Wie wir nun 


en — 
eben yA und yA als äquivalent nachgewiesen haben, wenn A=1 ist, so 
werden wir jetzt allgemeiner beweisen, dass der Ausdruck V A immer auf 


d,— . . . . 
einen andern y.B reduciert werden kann, dem er äquivalent ist. Bezeichnet 
man nämlich irgend einen Wert jenes Ausdrucks durch x, so wird "=4,. 


Wurzeln der Congruenz x” = 2 43 


Ist nun Zirgend ein Wert des Ausdrucks — (mod. p— 1), der, wie aus Artikel 31 
ersichtlich ist, reelle Werte besitzt, so wird @”" = 4". Es ist aber «= x° 
ö zunrz2, 


wegen m=d (mod. p — 1). Somit ist «= A’, und daher wird jeder beliebige 

Nn— 8 — me 

Wert von YA auch ein Wert von YA’ sein. So oft also der Ausdruck / A 
EN 

reelle Werte hat, wird er dem Ausdruck y4' völlig äquivalent sein, da jener 

weder andere noch weniger Werte hat als dieser, obwohl es geschehen kann, 


dass, wenn V A keinen reellen Wert hat, doch ya! reelle Werte besitzt. 


RR 
Beispiel. Werden die Werte des Ausdrucks Y2 (mod. 31) gesucht, so 
ist der grösste den Zahlen 21 und 30 gemeinschaftliche Teiler gleich 3 und 


irgend ein Wert des Ausdrucks . (mod. 30) ebenfalls gleich 3. Besitzt 


au Be Bee 
daher der Ausdruck V 2 reelle Werte, so wird er dem Ausdruck V2? oder V8 
äquivalent sein, und in der That findet man, dass die Werte des letzteren 
Ausdrucks, nämlich 2, 10, 19, auch dem ersteren genügen. 


64. 


Damit wir aber nicht Gefahr laufen, diese Operation vergeblich unter- 
nommen zu haben, müssen wir eine Regel ermitteln, nach welcher 


man sogleich beurteilen kann, ob VA reelle Werte zulässt oder 
nicht. Hat man eine Tafel der Indices zur Hand, so ist die Sache klar; 
denn aus Artikel 60 geht hervor, dass es reelle Werte giebt oder nicht, 
je nachdem der Index von A für irgend eine zur Basis genommene primitive 
Wurzel durch ö teilbar ist oder nicht. Dies kann jedoch auch ohne Hülfe 
einer solchen Tafel gefunden werden. Setzt man nämlich den Index von A 


i N i 5 .‚kp-—1 Ä 
gleich %, so wird, wenn dieser durch ö teilbar ist, en durch p— 1 teilbar 
— kp—1 
sein und umgekehrt. Nun ist aber der Index der Zahl A ? gleich : 


az 
Wenn daher yA (mod. p) reelle Werte hat, so wird A ° der Einheit con- 
gruent sein, im andern Falle dagegen nicht. So hat man in dem Beispiel 


1 
des vorigen Artikels 2'°= 1024=1 (mod. 31), woraus folgt, dass Y2 (mod. 31) 
reelle Werte hat. Ebenso erhalten wir hieraus die Überzeugung, dass 


y—1 (mod. p) stets zwei reelle Werte hat, wenn p von der Form Am + R 
dagegen keinen, wenn p von der Form 4m +3 ist, da (—1)”"—1 und 
(— "11 ist. Dieser elegante Satz, welcher gewöhnlich in folgender 
Form ausgesprochen wird: Ist » eine Primzahl von der Form 4m-+11, 
so kann man immer eine Quadratzahl a? von solcher Beschaffen- 
heit finden, dass a +1 durch p teilbar wird; ist aber p eine 
Primzahl von der Form 4m — 1, so giebt es eine solche Quadrat- 
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zahl nicht — ist in dieser Weise von Euler in den Comm. nov. Acad. 
Petrop. T. XVIIIp. 112 für das Jahr 1773 bewiesen worden. Einen andern 
Beweis hatte er schon viel früher gegeben in den Comm. now. T.V p. 5, 
welcher Band 1760 erschien. In einer früheren Abhandlung in den Comm. 
nov. T. IV p. 25 war er damit noch nicht zu Stande gekommen. Später 
hat dann auch Lagrange in den Nowveaus Mem. de V’Ac. de Berlin, 
A. 1775 p. 342 einen Beweis des Satzes gegeben. Noch einen andern 
Beweis werden wir im folgenden Abschnitte, wo im Specielleren über diesen 
Gegenstand gehandelt werden wird, bringen. 


65. 


Nachdem wir alle Ausdrücke yA (mod. ») auf solche zurückzuführen 
gelehrt haben, wo » ein Teiler der Zahl p— 1 ist, und zugleich ein Kri- 
terium dafür erlangt haben, zu entscheiden, ob sie reelle Werte besitzen 


oder nicht, wollen wir jetzt derartige Ausdrücke yA (mod..p), in denen» 
ein Teiler von p—1 ist, etwas genauer betrachten. Zuerst werden wir 
zeigen, welche Beziehung die einzelnen Werte des Ausdrucks zu einander 
haben, sodann werden wir gewisse Kunstgriffe angeben, mittelst deren man 
sehr häufig einen Wert des Ausdrucks finden kann. 

Erstens, wenn A=1 und rirgend einer der » Werte des Ausdrucks 


vi (mod. p) oder »*=1 (mod. p) ist, so werden auch sämtliche Potenzen von 
r Werte jenes Ausdrucks sein; von diesen aber werden so viel von einander 
verschieden sein, als der Exponent, zu welchem r gehört, Einheiten hat 
(Art. 48). Ist daher » der zum Exponenten » gehörige Wert, so werden die 
Potenzen desselben r, r?, r°,...,r” (wo man für den letzten auch die Ein- 


heit setzen kann) sämtliche Werte des Ausdrucks yi (mod. p) umfassen. 
Welche Hülfsmittel aber existieren, um solche Werte, welche zum Exponenten 
n gehören, zu finden, werden wir im achten Abschnitt ausführlicher aus- 
einandersetzen. 

Zweitens, wenn A der Einheit nicht congruent und ein Wert des 


Ausdrucks yA (mod. p), welcher 2 heissen möge, bekannt ist, so kann man 
daraus die übrigen in folgender Weise finden. Sind (wie wir eben gezeigt 
haben) 


1. 


sämtliche Werte von YI, so werden 


2er, er, ..., a" 


sämtliche Werte des Ausdrucks yA sein. Denn dass alle diese Werte der 
Congruenz «"= A genügen, geht daraus hervor, dass, wenn man irgend 
einen derselben = zr* setzt, die nte Potenz davon, nämlich 2”, wegen 
=] und 2"=A, congruent A wird, und dass alle diese Werte ver- 


Wurzeln der Congruenz «” = A. 45 


schieden sind, ist aus Artikel 23 leicht ersichtlich. Mehr Werte aber als 
diese, deren Anzahl gleich » ist, kann der Ausdruck yVA nicht haben. So 


Sr 
wird z. B., wenn der eine Wert des Ausdrucks YA gleich z ist, der andere 
gleich —z sein. Schliesslich muss man hieraus folgern, dass man nicht 


alle Werte des Ausdrucks VA finden kann, wenn nicht zugleich sämtliche 
Werte des Ausdrucks yi bekannt sind. 


66. 
Das zweite, was wir unsvorgenommen hatten, war zu zeigen, inwelchem 


Falle ein Wert des Ausdrucks yA (mod. ») (wo n als Divisor von y—1 
vorausgesetzt ist) direct gefunden werden kann. Dies ist der Fall, 
wenn irgend ein Wert irgend einer Potenz von A congruent wird, und da 
dieser Fall nicht selten eintritt, wird es nicht überflüssig sein, ein wenig 
bei dieser Sache zu verweilen. Es sei, wenn es überhaupt einen giebt, 2 
ein solcher Wert oder 2= A*und A=2” (mod. p). Hieraus folgt A 4 
Hat man daher eine Zahl % von solcher Beschaffenheit, dass A = 4" ist, 
so wird A* der gesuchte Wert sein. Dieser Bedingung ist aber die folgende 
äquivalent, dass 1 =%» (mod. £) sein soll, wo 2 den Exponenten, zu welchem 
A gehört, bezeichnet (Artikel 46, 48). ‘Damit aber diese Congruenz möglich 


sei, ist erforderlich, dass » prim zu Z sei. In diesem Falle wird = Be 


(mod. f); haben aber ? und » einen gemeinschaftlichen Teiler, so kann kein 
Wert 2 einer Potenz von A congruent sein. 


67. 


Da wir aber für diese Lösung ?t selbst kennen müssen, wollen wir 
sehen, wie wir verfahren können, wenn diese Zahl nicht bekannt ist. Zu- 


erst ist leicht ersichtlich, dass i in 2 aufgehen muss, wofern yA (mod. ») 


reelle Werte hat, wie wir hier immer voraussetzen. Ist nämlich ein be- 
liebiger Wert dieses Ausdrucks gleich y, so ist, sowohl yP=1,als auch 
y"=_A (mod.p). Erhebt man daher beide Seiten der letzteren Congruenz 


| 2 A 
2 = te Potenz, so wird A” ==1, und daher muss 2 


auf die durch # 


p—1 
N 


teilbar sein (Artikel 48). Wenn nun zu n prim ist, so lässt sich die 


5 ; ; ; D—1 
Congruenz im vorigen Artikel, nämlich %» = 1, auch nach dem Modul 


lösen, und der der Congruenz nach diesem Modul genügende Wert von %k 


wird offenbar derselben Congruenz auch nach dem Modul £, welcher in am 


aufgeht, genügen (Artikel 5). Dann ist also das, was gesucht wurde, ge- 
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—1 
funden. — Ist aber ao nicht prim zu n, so werfe man alle Primfactoren 


1 En N 
von p Pag welche zugleich in » aufgehen, aus £ = heraus. Dadurch 


p—1 


erhalten wir eine zu » prime Zahl ‚„ wo q das Product aus allen jenen 


Primfactoren, die wir fortgeworfen haben, bezeichnet. Wenn nun die Be- 
dingung, zu welcher wir im vorigen Artikel gelangt sind, nämlich dass £ 
zu n prim sei, stattfindet, so wird auch ? prim zu g sein und daher auch 


era je 
in er aufgehen. Löst man also die Congruenz n=1 (mo. 2) 


—1 
(was möglich ist, weil » zu . prim ist), so wird der Wert von % der 


Congruenz auch nach dem Modul ? genügen, was verlangt wurde. Dieser 
ganze Kunstgriff besteht darin, eine Zahl zu ermitteln, welche die Stelle 
von t, das wir nicht kennen, vertreten kann. Jedoch muss man wohl im 


p—]1 
N 


Gedächtnis behalten, dass wir, im Falle zu n nicht prim ist, an- 


genommen haben, dass die Bedingung des vorigen Artikels erfüllt ist. Ist 
dies nicht der Fall, so sind alle Schlüsse irrig; und wenn man beim un- 
achtsamen Befolgen der gegebenen Regeln einen Wert von 2 findet, dessen 
nte Potenz der Zahl A nicht congruent ist, so ist dies ein Zeichen, dass die 
Bedingung nicht erfüllt ist und daher diese Methode überhaupt nicht an- 
gewendet werden kann. \ 


68. 


Aber auch in diesem Falle kann es oft von Vorteil sein, sich die Mühe 
gemacht zu haben, und es verlohnt sich zu untersuchen, wie sich dieser 
falsche Wert zu dem richtigen verhält. Wir wollen also annehmen, dass 
k, g der Regel nach bestimmt seien, dass aber 2” nicht = A (mod. p) sei. 


a 
Wofern wir nur die Werte des Ausdrucks 2 (mod. ») bestimmen können, 
g 


werden wir dann, indem wir jeden einzelnen mit 2 multiplieieren, Werte 


von yA erhalten. Ist nämlich v irgend ein Werth von un so wird 
2 


(v2)" = A. Der Ausdruck r ist aber insofern einfacher als VA, weil 
2 


A i : i 
(mod. 9) meistens zu einem kleineren Exponenten gehört, als A. Wenn 
nämlich d der grösste gemeinschaftliche Teiler von ? und g ist, so wird 


A , 
—- (mod. p) zum Exponenten d gehören, was folgendermassen bewiesen 
£ 


i N 3 A 1 
wird. Substituiert man für 2 seinen Wert, so wird — = ——— (mod. »). 
g” n—l 


A 


Wurzeln der Congruenz x" = A. a7 


—] 
Nun ist aber kn — 1 durch u teilbar (nach vorigem Artikel), dagegen 
Dh Le IR a 
. durch # (ebenda) oder Bi durch 7 Ferner ist pm zu 7 (nach 


—1 t —1 
Voraussetzung) und somit auch 2 durch — oder z durch _ also 
nd d ng d’ 


t 
auch kin — 1 durch rn und (kn — 1)d durch £ teilbar. Hieraus folgt: 


a i . A 
AMD | (mod. p), woraus man leicht ableitet, dass — zur dten Potenz 
£ 


N A. 
erhoben der Einheit congruent wird. Dass aber — nicht zu einem kleineren 
£ 


Exponenten als d gehören kann, lässt sich zwar leicht beweisen, doch halten 
wir uns, da dies für unsern Zweck nicht erforderlich ist, damit nicht auf. 


N ; A 
Wir können also sicher sein, dass — (mod. ») stets zu einem kleineren 
£ 


Exponenten gehört als A, einen einzigen Fall ausgenommen, nämlich wenn 
tin g aufgeht und daher d=1t ist. 


N 


e A 
Doch was nützt es, dass — zu einem kleineren Exponenten gehört, als 
2 
id 
A? Es giebt mehr Zahlen, die A sein können, als solche, die — sein können, 
2 


und wenn wir mehrere solche Ausdrücke wie VA nach demselben Modul ent- 
wickeln sollen, haben wir den Vorteil, dass wir mehrere aus einer und derselben 
Quelle ableiten können. So werden wir z. B. stets wenigstens einen Wert 


Dun 

des Ausdrucks YA (mod. 29) zu bestimmen imstande sein, wofern nur die 
pre 

Werte vony—1 (mod. 29) (welche +12 sind) bekannt sind. Denn aus 

dem vorigen Artikel ist leicht ersichtlich, dass ein Wert derartiger Ausdrücke 

immer direct bestimmt werden kann, wenn £ ungerade ist, und dass d = 2 wird, 

wenn ? gerade ist; ausser — 1 aber gehört keine Zahl zum Exponenten 2. 


EN 
Beispiele. Man sucht die Werte von y31 (mod. 37). Hieristp — 1= 36, 


er) 3 
n=3, 2 ee 12 und daher g=3. Es muss daher 36K = 1 (mod. 4) sein, 


und dies ist der Fall, wenn man k—=3 setzt. Hieraus ergiebt sich = 31° 

(mod. 37) =6, und in der That findet man: 6°== 31 (mod. 37). Wenn die 
A 

Werte des Ausdrucks Yl (mod. 37) bekannt sind, lassen sich auch die 


3 
übrigen Werte von Y6 bestimmen. Jene sind aber 1, 10, 26, und multi- 
plieiert man 6 mit diesen, so erhält man die übrigen Werte = 23 und 8. 


ER 

Wenn aber der Wert des Ausdrucks Y3 (mod. 37) gesucht wird, so ist 
—1 

n=2, —- —18 und daher g=2. Hiernach muss sein 2%=1 (mod. 9) 


und somit k=5 (mod. 9). Daher ist e=3°=21 (mod. 37). Aber 21? ist 
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ES 
nicht =3, sondern =34. Es ist jedoch 2 (mod. )=—1 und Y—1 
(mod. 37) ==#6. Hieraus erhält man die richtigen Werte #6-21==#15. 


Dies ist ungefähr das, was wir hier über die Entwicklung derartiger 
Ausdrücke anführen können. Bekannt ist, dass directe Methoden oft ziemlich 
weitläufig ausfallen, doch haftet dieser Übelstand nicht allen directen Methoden 
in der Theorie der Zahlen an, und deshalb glaubten wir nicht umhin zu 
können, zu zeigen, wieviel sie hier zu leisten vermögen. Auch mag hier be- 
merkt werden, dass es nicht in unserer Absicht liegt, die besonderen Kunst- 
griffe, die sich dem Geübten nicht selten darbieten, ausführlicher zu entwickeln, 


Zusammenhang zwischen den Indices in verschiedenen 
Systemen. 


69. 

Wir kehren jetzt zu den Wurzeln, die wir primitive genannt haben, 
zurück. Wir zeigen, dass, wenn eine beliebige primitive Wurzel zur Basis 
genommen wird, alle Zahlen, deren Indices prim zu p— 1 sind, ebenfalls 
primitive Wurzeln sind, dass es aber ausser diesen keine weiter giebt, so 
dass dadurch zugleich unmittelbar die Anzahl der primitiven Wurzeln 
bekannt ist. (Man sehe Artikel 53.) Welche primitive Wurzel wir aber zur 
Basis nehmen wollen, ist im Allgemeinen unserem Belieben überlassen, woraus 
erhellt, dass es auch hier, wie bei der logarithmischen Rechnung, gewisser- 
massen mehrere Systeme geben könne”); wir wollen zusehen, in welcher 
Weise sie mit einander verknüpft sind. Es seien «a und b zwei primitive 
Wurzeln und m irgend eine andere Zahl, und es sei, wenn a zur Basis 
genommen wird, der Index von 5=ß, der Index von m aber = y» (mod. »—1); 
wenn aber b zur Basis genommen wird, so sei der Index von a=a, der 
Index von m aber =v (mod. »— 1). Alsdann ist B=1 (mod. p—1). 
Denn es ist a =, daher a” =5*=« (mod. p) nach Voraussetzung, somit 
aß=1 (mod. p — 1). Durch analoge Schlüsse findet man v= ap. und „= By 
(mod.p — 1). Hat man daher eine Tafel der Indices, welche für die Basis « 
construiert ist, so lässt sich dieselbe leicht in eine andere verwandeln, deren 
Basis b ist. Denn wenn für die Basis « der Index von b congruent ß ist, so 


j 5 ; 1 
ist für die Basis db der Index von a congruent B (mod. »— 1), und wenn 


man mit dieser Zahl alle Indices der Tafel multiplieiert, so erhält man alle 
Indices für die Basis b. 


*) Nur darin besteht ein Unterschied, dass bei den Logarithmen die Anzahl der 
Systeme unendlich gross, hier aber nur so gross ist, als die Anzahl der primitiven 
Wurzeln. Denn offenbar erzeugen congruente Grundzahlen dasselbe System. 
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70. 


Obwohl aber eine gegebene Zahl mehrere Indiees erhalten kann, wenn 
man andere und andere primitive Wurzeln zur Basis nimmt, so werden die- 
selben doch darin übereinstimmen, dass sie sämtlich mit p—1 ein und 
denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler haben. Denn wenn für die 
Basis a der Index einer gegebenen Zahl m, für die Basis d aber n ist und 
die grössten diesen Indices mit p — 1 gemeinschaftlichen Teiler p,v als 
ungleich vorausgesetzt werden, so wird der eine derselben der grössere, z. B. 
P>v, sein, und es wird daher nu. in » nicht aufgehen. Bezeichnet man 
aber den Index von a, wenn b zur Basis genommen wird, mit a, so ist nach 
vorigem Artikel n= am (mod. 9» — 1) und daher wird p auch in n aufgehen, 
was unserer Annahme widerspricht. 

Dass dieser grösste, den Indices einer gegebenen Zahl und der Zahl 
pP — 1 gemeinschaftliche Teiler von der Basis nicht abhängt, geht auch 


—1. : 
daraus hervor, dass er gleich T— ist, wo 2 den Exponenten bezeichnet, 


zu welchem die Zahl, von deren Indices die Rede ist, gehört. Denn wenn 
der Index für eine beliebige Basis gleich % ist, so ist Z die kleinste Zahl 
(die Null ausgeschlossen) von der Art, dass das Product aus %k und £ ein 
Vielfaches von p— 1 wird (Vgl. Artikel 48 u. 58), oder es ist der kleinste 


0 i » 
Wert des Ausdrucks Fi (mod. 9» — 1) ausser Null; dass dieser aber gleich 


dem grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen % und p— 1 ist, geht 
aus Artikel 29 ohne Schwierigkeit hervor. 


74; 


Man beweist ferner leicht, dass man die Basis stets so nehmen kann, 
dass die zum Exponenten # gehörige Zahl einen beliebig gegebenen Index, 
on 

t 
erhält. Bezeichnen wir diesen grössten gemeinschaftlichen Teiler der Kürze 
wegen mit d, ist ferner der gegebene Index = dm und der Index der gegebenen 
Zahl, wenn eine beliebige primitive Wurzel a zur Basis genommen wird, 


sofern dessen grösster mit 9 — 1 gemeinschaftlicher Teiler gleich 


ist, 


= dn, so werden m und n zu 


z er oder £ prim sein. Wenn dann e der Wert 


des Ausdrucks . (mod. 9 — 1) und zugleich prim zu p—1 ist, so wird 


a“ eine primitive Wurzel sein, und wenn diese zur Basis genommen wird, 
so wird, wie verlangt wurde, die gegebene Zahl den Index dm erhalten 


denn es ist @ — a" = der gegebenen Zahl). Dass aber der Ausdruck 
8 
dn 


; (mod. — 1) zu p—1 prime Werte besitzt, lässt sich folgendermassen 


beweisen. Jener Ausdruck ist nach Artikel 31,2 dem folgenden äquivalent: 
Gauss. 4 
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—1 
— (moa. I) oder — (mod. 2), und alle Werte desselben sind prim zu 2; 


denn wenn irgend ein Wert e mit t einen gemeinschaftlichen Teiler hätte, 
so müsste dieser Teiler auch in me und daher auch in », welcher Zahl me 
nach dem Modul t congruent ist, aufgehen. Dies ist aber gegen die Vor- 
aussetzung, nach welcher » prim zu Z ist. Wenn also sämtliche Primteiler 
von p— 1 auch in t aufgehen, so werden sämtliche Werte des Ausdrucks 


= (mod. Z) zu p— I prim und die Anzahl derselben gleich d sein. Wenn 
aber 9— 1 noch andere Primteiler f 9, h, ... hat, die in Z nicht aufgehen, 
so werde irgend ein Wert des Ausdrucks (mod. ?) =e gesetzt. Dann 


lässt sich aber, weil 4 /, g, h,.... sämtlich prim zu einander sind, eine 
Zahl ® finden, welche nach dem Modul # der Zahl e, nach den Moduln 
f, 9, h, ... aber beliebigen zu diesen respective primen Zahlen congruent 
wird (Artikel 32). Eine solche Zahl wird daher durch keinen Primfactor 
von p— 1 teilbar und somit prim zu »— 1 sein, wie verlangt. Schliesslich 
ergiebt sich aus der Theorie der Combinationen ohne Schwierigkeit, dass 


die Anzahl solcher Werte gleich . —: . 2 r 


aber diesen Exkurs nicht allzuweit auszudehnen, übergehen wir den Beweis, 
da er für unseren Zweck nicht so sehr erforderlich ist. 


Besonderen Zwecken dienende Grundzahlen. 
12. 
Obwohl es im Allgemeinen völlig willkürlich ist, welche primitive Wurzel 
zur Basis genommen wird, können doch zuweilen die einen Grun dzahlen 
besondere Vorteile vor andern gewähren. In Tafel I haben wir stets 


die Zahl 10, sobald sie primitive Wurzel war, zur Basis genommen; anders- 
wo haben wir die Basis immer so bestimmt, dass der Index der Zahl 10 


—1 
möglichst klein, d. 2 r wurde, wo # den Exponenten bezeichnet, zu 


welchem 10 gehört. Welchen Vorteil wir hiervon haben, werden wir im 
sechsten Abschnitt zeigen, wo dieselbe Tafel noch zu andern Zwecken an- 
gewendet werden wird. Da aber auch hier noch etwas Willkürliches übrig 
bleiben kann, so haben wir, um etwas Bestimmtes festzusetzen, von allen 
primitiven Wurzeln, welche das Gesuchte leisten, immer die kleinste zur 
Basis gewählt. So hat z. B. für y—=173, wobei =8 und d=]9 ist, a“ 
72.2 
8-3 
den kleinsten 5 zur Basis genommen. 


— 6 Werte, nämlich die Werte 5, 14, 20, 28, 39, 40. Wir haben daher 
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Methode zur Bestimmung der primitiven Wurzeln. 


73. 


Die Methoden, die primitiven Wurzeln zu finden, beruhen 
zum grossen Teil auf Versuchen. Vergleicht man das, was wir im 
Artikel 55 vorgetragen haben, mit dem, was wir unten über die Lösung 
der Congruenz «"=1 angeben werden, so hat man so ziemlich Alles, was 
sich durch directe Methoden leisten lässt. Euler gesteht in Opuse. Analyt. 
T. Ip. 152, dass es äusserst schwierig zu sein scheine, solche Zahlen zu 
finden und dass ihr eigentliches Wesen zu den tiefsten Geheimnissen der 
Zahlen zu rechnen sei. Aber durch Probieren können sie ziemlich leicht 
in folgender Weise bestimmt werden. Der Geübte wird wissen, dass man 
die Weitläufigkeit des Verfahrens durch mannigfache besondere Kunstgriffe 
abkürzen kann; doch lernt man diese viel schneller durch praktische Übung 
als durch theoretische Vorschriften kennen. 


1. Man nehme nach Belieben eine zu » (so werden wir stets den 
Modul bezeichnen) prime Zahl « (meistens ist es der Kürze der Rechnung 
wegen gut, sie möglichst klein, z. B. die Zahl 2, zu nehmen) und bestimme 
deren Periode (Artikel 46), d. i. die kleinsten Reste ihrer Potenzen, bis man 
zu einer Potenz a* gelangt, deren kleinster Rest 1 ist“) Ist nüunt=p—1, 
so ist @ eine primitive Wurzel. 


2. Ist aber *<p—1, so nehme man eine andere Zahl 5, welche in 
der Periode von a nicht enthalten ist, und suche in ähnlicher Weise deren 
Periode. Bezeichnet man den Exponenten, zu welchem b gehört, mit «, so 
erkennt man leicht, dass « weder gleich # noch ein aliquoter Teiler von t 
sein kann; denn in beiden Fällen würde D’=1 werden, was nicht möglich 
ist, da die Periode von a alle Zahlen umfasst, deren {te Potenz der Einheit 
congruent ist (Artikel 53. Wenn nın «=p—1 wäre, so würde b 
eine primitive Wurzel sein; wenn aber « zwar nicht gleich »— 1, aber 
doch ein Vielfaches von Z ist, so haben wir das gewonnen, dass wir eine 
zu einem grösseren Exponenten gehörige Zahl kennen und somit unsrem 
Ziele, welches in der Auffindung der zum grössten Exponenten gehörigen 
Zahl besteht, bereits näher sind. Wenn dagegen « weder gleich p —1 noch 
ein Vielfaches von # ist, so können wir doch eine Zahl finden, welche zu 
einem Exponenten, der grösser als ? und « ist, gehört, nämlich zu einem 
Exponenten gehört, der gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Dividuus 
der Zahlen £ und « ist. Ist dieser Exponent gleich %, so löse man y derart 
in zwei zu einander prime Factoren m, n auf, dass der eine in Z, der andere 


*) Man wird von selbst einsehen, dass man nicht diese Potenzen selbst zu wissen 
braucht, da der kleinste Rest einer jeden leicht aus dem kleinsten Rest der vorher- 
gehenden Potenz erhalten werden kann. 


4* 
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t U 
in « aufgeht.*) Ist dann ferner a4" = A, b" = B (mod. p), so wird das 
Product AB die zum Exponenten % gehörige Zahl sein. Denn es ist leicht 
ersichtlich, dass A zum Exponenten m, B zum Exponenten » gehört; daher 
wird das Product AB zu mn gehören, weil m und » prim zu einander sind, 
was auf ganz dieselbe Weise wie in Artikel 55 II bewiesen werden kann. 


3. Wenn nun y=p—-l ist, so wird AB eine primitive Wurzel sein. 
Ist dieses aber nicht der Fall, so muss man in analoger Weise wie vorher 
eine andere Zahl nehmen, welche in der Periode von AB nicht vorkommt. 
Diese wird entweder eine primitive Wurzel sein, oder sie wird zu einem 
Exponenten, der grösser als y ist, gehören oder es wird wenigstens ver- 
mittelst derselben (wie vorher) eine Zahl, die zu einem Exponenten, der 
grösser als y ist, gehört, gefunden werden können. Da somit die Zahlen, 
welche aus der Wiederholung dieser Operation hervorgehen, zu fortwährend 
wachsenden Exponenten gehören, so ist klar, dass schliesslich eine Zahl, 
die zu dem grössten Exponenten gehört, d. h. also eine primitive Wurzel 
ist, gefunden werden wird. 


74. 
Durch ein Beispiel werden diese Vorschriften deutlicher werden. Die 
Zahl, für welche die primitive Wurzel gesucht wird, si p=735. Man 


r 


probiere zunächst die Zahl 2, deren Periode die folgende ist: 


1,,2.,4.:8. 16.92..6855.37.:1...: 
0. N SEE 

Da somit bereits die Potenz mit dem Exponenten 9 der Einheit con- 
gruent ist, so ist 2 keine primitive Wurzel. Man versuche also eine andere 
in der Periode von 2 nicht vorkommende Zahl, z. B. die Zahl 3, deren 
Periode ist: 


3:9.27..8:024. 72.70. 64..:46.65..49, UI 
er 294.08. u NO 


i, 
0. 
Es ist daher auch 3 keine primitive Wurzel. Der kleinste gemeinschaftliche 


Dividuus der Exponenten, zu welchen 2 und 3 gehören (d.i. der Zahlen 9 und 
12), ist 36 und dieser giebt nach den Vorschriften des vorigen Artikels zer- 


*) Wie dies geschehen kann, ergiebt sich leicht aus Artikel 13. Man zerlege y 
in solche Factoren, die entweder selbst von einander verschiedene Primzahlen oder 
Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Jeder von diesen geht in einer der beiden 
Zahlen £ und u (oder auch in beiden) auf. Man schreibe sie einzeln entweder neben 
die Zahl 2 oder neben die Zahl «, je nachdem sie in jener oder dieser aufgehen. 
Geht einer in beiden auf, ist es gleichgültig, neben welche man ihn schreibt. Ist 
das Produet der Factoren, welche neben t geschrieben sind, gleich m, das der übrigen 
gleich n, so sieht man leicht, dass m in ? und n in u aufgeht und dass mn = y ist. 
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legt die Factoren 9 und 4. Man erhebe nun 2 zur Potenz mit dem Expo- 
nenten 3. Das Product aus diesen, nämlich 54, wird somit zum Exponenten 
36 gehören. Wenn man schliesslich die Periode von 54 berechnet und eine 
in dieser nicht enthaltene Zahl, z. B. die Zahl 5, von Neuem probiert, so 
wird man finden, dass diese eine primitive Wurzel ist. 


Verschiedene Sätze über Perioden und primitive Wurzeln. 
75. 

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir einige Sätze an- 
führen, die ihrer Einfachheit wegen der Beachtung nicht unwert erscheinen. 

Das Product aus allen Gliedern der Periode irgend einer 
Zahl ist =+1, wennihre Anzahl oder der Exponent, zu welchem 
die Zahl gehört, ungerade ist, und =—1, wenn jener Exponent 
gerade ist. 

Beispiel. Für den Modul 13 besteht die Periode der Zahl 5 aus den 
Gliedern 1, 5, 12, 8, deren Product 480 = — 1 (mod. 13) ist. 

Nach eben demselben Modul besteht die Periode der Zahl 3 aus den 
Gliedern 1, 3, 9, deren Product 27=1 (mod. 13) ist. 

Beweis. Ist der Exponent, zu welchem die Zahl gehört, £ und der Index 


der Zahl selbst er ‚ was nach Artikel 71 immer möglich ist, wenn die 


Basis richtig bestimmt wird, so ist der Index des Products aus allen Gliedern 
der Periode 


ia 00) 
=(1+2- 34... +11) #5 ae Ir h 


| i 
5, wenn t gerade ist. 


Daher ist in ersterem Falle jenes Product = 1 (mod. p), in letzterem aber 
= — ](mod.p) (Artikel 62). 


d.h. =0 (mod. » — 1), wenn ? ungerade, und Es 


76. 


» Wenn in dem vorigen Satze die Zahl eine primitive Wurzel ist, so um- 
‚fasst die Periode derselben alle Zahlen 1, 2, 3, ...., 2— 1, deren Product 
somit stets =— 1 ist (denn 9— 1 ist stets gerade, den einen Fallp=2 
ausgenommen, in welchem — 1 und + 1 äquivalent sind). 

Dieser elegante Satz, der gewöhnlich folgendermassen ausgesprochen 
wird: Das um die Einheit vermehrte Product aller Zahlen, die 
kleiner als eine gegebene Primzahl sind, ist durch diese Prim- 
zahl teilbar, wurde zuerst von Waring veröffentlicht und von diesem 
Wilson zugeschrieben (Meditationes algebraicae, ed. 3. pay. 380). Aber 
keiner von beiden konnte ihn beweisen, und Waring gesteht, dass der 
Beweis um so schwieriger erscheine, weil man sich keine Bezeichnung denken 
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könne, welche eine Primzahl auszudrücken vermöchtee — Nach unserer 
Meinung aber müssen derartige Wahrheiten vielmehr aus Begriffen denn 
aus Bezeichnungen geschöpft werden. Später hat Lagrange einen Beweis 
gegeben (Nouv. Mem. de !Academie de Berlin, 1771). Derselbe stützt sich 
auf die Betrachtung der Üoefficienten, welche sich aus der Entwicklung des 
Productes 


@+H)@+N)a@+3)....@+P—) 


ergeben. Setzt man nämlich dieses Product 
u AP? + Ber... + Mce+N, 


so werden die Coefficienten A, B, ..., M durch p teilbar sein, während 
N=1:2.3... (p—1)ist. Nun ist für —=1 das Product durch p teil- 
bar; alsdann aber wird dasselbe =1-+ N (mod. p), somit lässt sich not- 
wendig 1-+ N durch » teilen. 

Schliesslich hat Euler in Opusc. analyt. T. 1. p. 329 einen Beweis 
gegeben, der mit dem unsrigen übereinstimmt. Da nun solche Männer 
diesen Satz ihres Nachdenkens über ihn nicht unwert erachtet haben, hoffen 
wir keinem Tadel zu begegnen, wenn wir noch einen Beweis hierhersetzen. 


TU, 


Wenn das Product zweier Zahlen a und b nach dem Modul p 
der Einheit congruent ist, wollen wir diese Zahlen a und b nach 
Euler einander associiert nennen. Dann wird nach dem vorhergehenden 
Abschnitte jede positive Zahl, die kleiner als p ist, eine und nur eine 
associierte positive Zahl haben, die ebenfalls kleiner als p ist. Nun kann 
man aber leicht beweisen, dass von den Zahlen 1, 2, 3,...,p—1 nur 
allein 1 und »—1 sich selbst associiert sind. Denn da die sich selbst 
associierten Zahlen Wurzeln der Congruenz © =1 sind und diess vom 
zweiten Grade ist, so kann dieselbe nicht mehr als zwei d. h. keine andern 
Wurzeln als 1 und 9— 1 haben. Lässt man daher diese bei Seite, so 
werden von den übrigen Zahlen 2, 3,...,p —2 je zwei associiert, also 
ihr Product =1 sein. Somit ist auch das Product aus allen, nämlich 
1:2:3...(p-D=zZEp—1lodr=—1. ; 

Z. B. sind nach dem Modul 13 von den Zahlen 2, 3, 4, ...., 11 die 
folgenden zu einander associiert: 2 und 7, 3 und 9, 4 und 10, 5 und 8, 
6 und 11; denn esist 2-7=1,3-.9=1, us. w. Daherist 2-3-.4..--11=1 
und somit 1-2-3.- 2R=—|1. 


78. 


Man kann aber auch den Wilson’schen Satz. allgemeiner so 
aussprechen. Das Product aus allen Zahlen, welche kleiner als 
irgend eine gegebene Zahl A und zugleich prim zu ihr sind, ist 
nach dem Modul A der entweder negativ oder positiv ge- 
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nommenen Einheit congruent. Die Einheit ist negativ zu nehmen, 
wenn A von der Form p” oder 29” ist, wo p eine von 2 verschiedene Prim- 
zahl bezeichnet, und überdies, wenn A= 4 ist, positiv aber in allen übrigen 
Fällen. Der Satz, wie er von Wilson angegeben wurde, ist unter dem 
ersten Falle enthalten. — Z. B. ist für A=15 das Product aus den Zahlen 
1, 2,4, 7, 8:11,29 14 (mod. 15). Einen Beweis fügen wir der Kürze 
wegen nicht hinzu; nur bemerken wir, dass derselbe auf ähnliche Weise 
geführt werden kann wie im vorigen Artikel, nur dass die Congruenz 
x==1 mehr als zwei Wurzeln haben kann, welche gewisse besondere Be- 
trachtungen erfordern. Es könnte auch der Beweis aus der Betrachtung der 
Indices ähnlich wie in Artikel 75 abgeleitet werden, wenn man das, was 
wir sogleich über die zusammengesetzten Moduln sagen werden, hinzunimmt. 


(d. 


Wir kehren nun zur Aufzählung der anderen Sätze zurück (Artikel 75). 

Die Summe aller Glieder der Periode einer beliebigen Zahl 
ist =0. So ist im Beispiel des Artikel 75: 1+5 +12 +8 = 2=0 
(mod. 13). 

Beweis. Ist die Zahl, um deren Periode es sich handelt, gleich a, 
und der Exponent, zu welchem sie gehört, gleich Z, so ist die Summe aller 
Glieder der Periode: 


t 
ee Ve 


1 
Sg + a. == (mod. »). 


a—|1 


Nun ist aber a — 1=0; daher ist diese Summe immer =0 (Artikel 22), 
wofern nicht etwa «a — 1 durch p teilbar oder «= 1 ist. Diesen Fall 
müssen wir also ausnehmen, wenn wir auch ein einziges Glied eine Periode 
nennen wollen. 


80. 


Das Product aller primitiven Wurzeln ist = 1, den einen Fall 
p=3 ausgenommen, denn in diesem giebt es nur die eine primitive 
Wurzel 2. 

Beweis. Wird eine beliebige primitive Wurzel zur Basis genommen, 
so werden die Indices aller primitiven Wurzeln Zahlen sein, die prim zu 
»— 1 und zugleich kleiner als p—1 sind. Aber die Summe dieser Zahlen 
d. h. der Index des Products aus allen primitiven Wurzeln ist =0 (mod. 
p-—1) und daher das Product selbst =1 (mod. p); denn man sieht leicht, 
dass, wenn % eine zu p— 1 prime Zahl ist, auch p — 1 — k zup—1 prim 
sein wird und dass somit je zwei solche zup— 1 prime Zahlen eine Summe 
bilden, die durch p— 1 teilbar ist; (% kann nämlich nie gleich p— 1—% 
sein, ausser in dem Falle py—1=2 oder p=3;, den wir ausgenommen 
—1 
2 


haben; denn offenbar ist in allen übrigen Fällen = nicht prim zup—1). 
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81. 


Die Summe aller primitiven Wurzeln ist entweder =0 (wenn 
p—1 durch irgend ein Quadrat teilbar ist) oder==+1 (mod.p) 
(wenn 9—1 das Product ungleicher Primzahlen ist; hierbei ist 
das positive oder negative Zeichen zu nehmen, je nachdem die 
Anzahl dieser Primzahlen gerade oder ungerade ist). 

Beispiel. 1) Für p—=13 hat man die primitiven Wurzeln 2, 6, 7, 11, 
deren Summe 26=0 (mod. p) ist. — 2) Fürp=11 sind die primitiven 
Wurzeln 2, 6, 7, 8, deren Summe 3 =-+1 (mod. 11) ist. — 3) Für p=31 
sind die primitiven Wurzeln 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24, deren Summe 
123 = — 1 (mod. 31) ist. 

Beweis. Wir haben oben (Artikel 99, II) bewiesen, dass, wenn p— 1 
a» c...(wab, 6, ... ungleiche Primzahlen sind) ist und A, B, (C,.... 
irgend welche respective zu den Exponenten a°, D, c! ,... gehörende Zahlen 
sind, alsdann sämtliche Producte ABC... primitive Wurzeln darstellen. Man 
kann aber auch leicht beweisen, dass jede primitive Wurzel durch ein solches 
Produet dargestellt werden kann und zwar nur auf eine einzige Weise.* 

Hieraus folgt, dass man diese Producte an Stelle der primitiven Wurzeln 
nehmen kann. Da aber in diesen Producten alle Werte von A mit allen 
Werten von B u.s. w. combiniert werden müssen, so ist die Summe aller 
dieser Producte gleich dem Product aus der Summe aller Werte von A in 
die Summe aller Werte von B in die Summe aller Werte von C u. s. w., 
wie in der Theorie der Combinationen gezeigt wird. Bezeichnet man alle 
Werte von A, B,.... bezüglich durch 4 4,4,..,B.B, BD 
so wird die Summe aller primitiven Wurzeln 


= AHA Ne) BHB HB Hr)... 


Ich behaupte nun, dass, wenn der Eixponent a—=1 ist, die Summe A -+ 4’ 
+4"+-.-=—] (mod. p) wenn aber a1 ist, diese Summe=( sein 
wird und analog bei den andern B, % .... Sobald dieses bewiesen ist, er- 
hellt die Richtigkeit unseres Satzes ohne Weiteres, Denn wenn p-— 1 durch 
eine Quadratzahl teilbar ist, so wird irgend einer der Exponenten a, ß, 7, ... 
die Einheit übersteigen und daher wird irgend einer der Factoren, deren 
Producte die Summe aller primitiven Wurzeln congruent ist, =0 und somit 
auch das Product selbst=0 sein. Wenn aber 2— 1 durch keine Quadrat- 


*) Man bestimme nämlich Zahlen a, b, c,.... so, dass a=1 (mod. a°)und=0 
(mod.dP ct... )b=1 (mod. #P) und = 0 (mod. a® cl .. .) u. Ss. w. wird (vgl. Ar- 
tikel 32). Dann ist a+b+c+-.. =1 (mod. p—1) (Artikel 19). Wenn nun 
irgend eine primitive Wurzel r durch ein Product ABO... dargestellt werden soll, 
sonehme man A=r*, B C=r',,...; dann wird A zum Exponenten a°, B zum 
Exponenten 2P, u. s. w. gehören und es wird das Product aus allen A, B,C,..=zZr 
(mod. p) sein. Schliesslich sieht man leicht, dass A, B,(,... auf keine andere Weise 
bestimmt werden können. ; 
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zahl teilbar ist, so werden sämtliche Exponenten @, ß, y, ..- gleich 1 sein; 
demnach wird die Summe aller primitiven Wurzeln dem Producte aus soviel 
Factoren, von denen jeder = — 1 ist, congruent, als es Zahlen a, b, 6, ... 
giebt, und daher= +1, je nachdem die Anzahl dieser Zahlen gerade oder 
ungerade ist. Jene Behauptungen werden aber folgendermassen bewiesen. 

1) Wenn «—=1 und A die zum Exponenten a gehörige Zahl ist, SO 
sind die andern zu diesem Exponenten gehörigen Zahlen Ar, Alu, 
A“. Nun ist aber 


1+A4+42+ 44.447" 


die Summe der vollständigen Periode und daher =0 (Artikel 79); somit: 
ArAa2aı.. LA = 


2) Ist aber a>1 und A die zum Exponenten a’ gehörige Zahl, so 
erhält man die anderen zu diesem Exponenten gehörigen Zahlen, wenn 
man von den Zahlen 4°, 4°, 4%,..., AT; die, Zahlen 49, 4, Ay ur. 
weglässt (vgl. Artikel 53). Daher ist die Summe derselben 


ee NE a 


d. h. congruent der Differenz zweier Perioden und somit =0. 


Über Moduln, welche Potenzen von Primzahlen sind. 
82. 

Alles, was wir bisher auseinandergesetzt haben, stützt sich auf die 
Annahme, dass der Modul eine Primzahl ist. Es bleibt noch der Fall zu 
betrachten, wo für den Modul eine zusammengesetzte Zahl genommen 
wird. Da jedoch hier weder so elegante Eigenschaften zum Vorschein 
kommen, wie im ersteren Falle, noch auch besonders feine Kunstgriffe 
nötig sind, um sie zu finden, vielmehr beinahe alles aus der blossen An- 
wendung der vorher dargelegten Prinzipien abgeleitet werden kann, so 
würde es überflüssig und ermüdend sein, hier alle Einzelheiten zu erschöpfen. 
Wir wollen daher nur kurz auseinandersetzen, was diesem Fall mit dem 
vorigen gemeinsam und was ihm eigentümlich ist, 


83. 


Die Sätze der Artikel 45—48 sind bereits allgemein bewiesen; der Satz 
des Artikel 49 muss aber folgendermassen abgeändert werden. 

Bezeichnet f die Anzahl der Zahlen, die prim zu m und zu- 
gleich kleiner als m sind, d.h. ist {= g(m) (Artikel 38), so ist 
der Exponent 4 der niedrigsten Potenz einer gegebenen zu m 
primen Zahl a, welche nach dem Modul m der Einheit congruent 
ist, entweder gleich f oder ein aliquoter Teil dieser Zahl. 
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Der Beweis des Satzes im Artikel 49 kann auch für diesen Fall gelten, 
wenn man nur m an die Stelle von », f an Stelle vonp — 1 und an Stelle 
der Zahlen 1, 2, 3,..., 2—1 die Zahlen setzt, welche prim zu m und 
zugleich kleiner als m sind. Wir weisen daher den Leser hierauf hin. 
Übrigens lassen sich die übrigen Beweise, von denen wir dort (Artikel 50, 
51) gesprochen haben, nicht ohne grosse Weitläufigkeiten auf diesen Fall 
anwenden. Hinsichtlich der folgenden Sätze aber (Artikel 52 u. ff.) herrscht 
ein grosser Unterschied zwischen den Moduln, welche Potenzen von Prim- 
zahlen sind, und denen, welche durch mehrere Primzahlen sieh teilen 
lassen. Wir werden daher die Moduln der ersten Art für sich betrachten, 


84. 


Ist der Modul m = p", wo p eine Primzahl bezeichnet, so wird 
a) (Artikel 38). Wenn man nun die Untersuchungen in den 
Artikeln 53, 54 auf diesen Fall anwendet, so wird man, wenn man die im vorigen 
Artikel angegebenen Änderungen vornimmt, finden, das alles dort Bewiesene 
auch für diesen Fall gültig ist, wofern nur vorher der Beweis geführt ist, 
' dass die Congruenz von der Form &’— 1=0 (mod. p”) nicht mehr als t 
verschiedene Wurzeln haben kann. Für einen Primzahlmodul haben wir 
diese Thatsache aus dem allgemeinen Satze des Artikel 43 abgeleitet, der 
jedoch in seiner ganzen Ausdehnung nur von Primzahlmoduln gilt und da- 
her nicht auf diesen Fall angewendet werden darf. Wir werden indessen 
mittelst einer besonderen Methode beweisen, dass der Satz auch für diesen 
besonderen Fall richtig ist. Weiter unten (Abschnitt VIII) werden wir 
dasselbe leichter finden lehren. 


8. 


Wir wollen folgenden Satz beweisen: 

Ist e der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen Z und 
» 

Wurzeln. 

Es sei e=kp', so dass % den Factor p nicht enthält und daher in der 
Zahl p— 1 aufgeht. Dann wird die Congruenz @==1 nach dem Modul p 
k verschiedene Wurzeln haben, und wenn man diese durch A, B, O,... 
bezeichnet, so wird jede Wurzel derselben Congruenz nach dem Modul p” 
irgend einer der Zahlen A, B, O,... nach dem Modul » congruent sein müssen. 
Wir werden nun beweisen, dass die Congruenz x’=1 (mod. p”) p’ Wurzeln 
hat, die A, ebenso viele, die B, u.s. w. nach dem Modul p congruent sind. 
Daraus folgt dann, dass die Anzahl aller Wurzeln gleich %p’ oder gleich e 
ist, wie behauptet wurde. Jenen Beweis aber werden wir in der Weise 
führen, dass wir zuerst zeigen, dass, wenn « eine zu A nach dem Modul 
p congruente Wurzel ist, auch 


at p"", a+2p"", a+3p"”, ..., a+(p’—1)p"" 
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Wurzeln sind; zweitens, dass andere mit A nach dem Modul p con- 
gruente Zahlen als die, welche in der Form « + hp" (wo h eine beliebige 
ganze Zahl bezeichnet) enthalten sind, keine Wurzeln sein können, woraus 
folgt, dass man p’ und nicht mehr verschiedene Wurzeln erhält. Dasselbe 
gilt von den Wurzeln, welche den einzelnen Zahlen B, ©, ... congruent 
sind. Drittens werden wir zeigen, wie man immer eine Wurzel, welche 
A nach dem Modul p congruent ist, finden kann. 


86. 
Satz: Wenn i wie im vorigen Artikel eine Zahl ist, die 
durch p’ aber nicht durch p’*" teilbar ist, so wird 


(a-+ Ap*y' — a'=0 (mod. p**”), aber = a''hp*t (mod. petrH), 


Der letzte Teil des Satzes findet nicht statt, wenn p—=2 und zugleich 
we let. 

Der Beweis dieses Satzes könnte aus der Entwicklung der Potenz eines 
Binoms abgeleitet werden, wenn man zeigte, dass alle Glieder nach dem 
‘zweiten durch p"*”*! teilbar sind. Da jedoch die Betrachtung der Nenner 
der Coefficienten zu einigen Weitläufigkeiten führt, ziehen wir die folgende 
Methode vor. 

Setzen wir zunächst «> 1 und v=1 voraus, so wird, weil 


2" — y=(2—y) Gr eye +. +) 
ist, 
(a + mp! — a = hp"lla + hp" Hl tm Pat + ee 


Nun ist aber: 
+ hp" =a (mod. p°). 


Daher wird jedes Glied (a + ap"), (u + pH)” .=a'! (mod, p r 
und daher die Summe aller = ta” (mod. p°) u von dr Form ta’” 
+ Vp?, wo V eine beliebige Zahl bezeichnet. Demnach wird (a + Mr) — 

von der Form: 


pt Vnp"t?, d.h. =atTtnpt (mod. p*+?) und =0 (mod. p"t?) 


Für diesen Fall ist somit der Satz bewiesen. 

Wenn nun der Satz, während immer noch #>>1 bleibt, für andere 
Werte von v nicht richtig wäre, so würde es notwendig irgend eine Grenze 
geben, bis zu welcher der Satz stets richtig, über die hinaus er aber nicht 
richtig sein würde. Es sei der kleinste Wert von v, für welchen er nicht mehr 
gilt, ach o. Dann sieht man leicht, dass, wenn # durch p*t, nicht aber 
durch p* teilbar ist, der Satz noch richtig ist, dass er es jedoch nicht mehr 


ist, wenn man ip an die Stelle von t setzt. Wir haben daher: 


(a+ MpN'= a’ + a'Inp"t (mod. p**?) oder =a a er, a 
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wo « eine ganze Zahl bezeichnet. Da aber der Satz für v—=1 bereits be- 
wiesen ist, so wird: 


rap up HPH (mod. peter) 
und daher auch 

(a + Mm)? = ar + app (mod. peter), 
d. h. der Satz ist auch richtig, wenn man ip für t setzt, d.i. auch fürv—=g, 


was im Widerspruch steht mit unsrer Annahme. Daraus erhellt, dass der 
Satz für alle Werte von v richtig ist. 


87. 
Es bleibt nur noch der Fall übrig, wo a —=1 ist. Mittelst einer Methode, 
die der im vorigen Artikel angewandten ganz ähnlich ist, kann man is 
Zuhülfenahme des Binomialtheorems beweisen, dass 


(a iR = en a"? (t— 1)hp (mod. 9°) 
a(a+ hp" =at + a ?tt—2)hp 
0. iS + N 3= os a ?(t—3)hp 


ist, so dass das ni a die Anzahl der Teile gleich i ist) wird: 


t— 1) 

— wo 2) ) ann (mod. p°). 
G—2)t 
2 
durch p teilbar sein, ausgenommen den Fall, wo p=2 ist, den wir schon 
im vorigen Artikel ausgeschlossen haben. In den übrigen Fällen aber wird 


EN e- 
ö 


Da aber t durch p teilbar ist, so wird auch in allen Fällen 


mp0 (mod. p°) und daher auch jenes Aggregat = ta’! (mod.p?), 


wie im vorigen Artikel. Im Übrigen ist der Beweis hier ebenso wie dort. 
Wir schliessen daher allgemein, den einen Fall p= 2 ausgenommen, 
dass man hat: 
(a + hp") = a’ (mod. p**”) 


und («+ hp")' nicht = a! für jeden Modul, der eine höhere Potenz von p 
ist als p"*”, vorausgesetzt jedoch, dass % durch p nicht teilbar und p” die 
höchste Potenz von p ist, welche in der Zahl z aufgeht. 

Hieraus leitet man sogleich die Sätze 1 und 2 ab, die wir uns im Ar- 
tikel 85 zu beweisen vorgenommen hatten. Nämlich 

erstens, wenn a’=], so ist auch («+ hp") =1 (mod. p”), 

zweitens, wennirgend eine Zahl a’, welche A und a auch a nach 
dem Modul p, Her letzteren aber nicht nach dem Modul p”"" congruent ist, 
der eu 2 =1 (mod. p ”) genügte, und wenn wir annehmen, dass a’ 
—u + Ip* ist, so dass / durch p nicht teilbar ist, so wird A<n—v; als- 
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dann aber ist («+ Ip')'=a° nach dem Modul p**”, aber nicht nach dem 
Modul p”, welcher eine höhere Potenz von p ist. Demnach kann a’ keine 
Wurzel der Congruenz &° =1 sein. 


88. 


Drittens sollten wir irgend eine Wurzel der Congruenz «' =1 (mod. p”) 
finden, die A congruent ist. Wir werden hier nur zeigen, wie dies geschehen 
kann, wenn bereits eine Wurzel derselben Congruenz nach dem Modul p”! 
bekannt ist. Offenbar genügt dies, da wir vom Modul », für welchen A 
eine Wurzel ist, zum Modul p? und so fort zu allen folgenden Potenzen 
übergehen können. 

Es sei also a eine Wurzel der Congruenz x = 1 (mod. p”"!), und es 
werde gesucht die Wurzel derselben Congruenz nach dem Modul p”,so setze 
man diese gleich &-+ hp””""!, welche Form dieselbe nach dem vorigen Ar- 
tikel haben muss (den Fall, ww v—=»n—.1, werden wir nachher für sich 
betrachten; grösser aber als a — 1 kann v nicht sein). Es muss also sein: 


(a + kp" =1 (mod. p"}). 
Nun ist aber: 
(a + pp = ai + a Hip"?! (mod. p*). 


Bestimmt man daher % so, dass 1= a’ + a "'ntp"""" (mod. p") oder 
(weil nach Voraussetzung 1= a’ (mod. p”") und t durch p” teilbar ist) so, 
14 


—1 
dass a. a teilbar wird durch p, so hat man das Gesuchte 
P P 


gefunden. Dass dies aber immer möglich ist, geht aus dem vorhergehenden 
Abschnitt hervor, da wir angenommen haben, dass ? durch keine höhere 


t ei 
Potenz von p teilbar sein solle als durch »’ und daher a"! „ zu p prim ist. 


Ist aber v=n— 1 d.h. ist Z durch p””! oder auch durch eine höhere 
Potenz von » teilbar, so wird jeder Wert A, welcher der Congruenz z’=1 
nach dem Modul » genügt, derselben auch nach dem Modul p” genügen. 
Denn ist {=p”""\, so wird t=r (mod. »—1); mithin wird, da A'=1 
(mod. p) ist, auch A" ==1 (mod. p). Setzt man also A=1-+p, so ist 
A'= (1 +Ap)P""=1 (mod.p*) (Artikel 87). 


89. 


Alles, was wir im Artikel 57 u. ff. mit Hülfe des Satzes, dass die Con- 
gruenz «= 1 nicht mehr als t verschiedene Wurzeln haben kann, abgeleitet 
haben, gilt auch für einen Modul, welcher eine Potenz einer Primzahl ist; 
und wenn wir primitive Wurzeln diejenigen Zahlen nennen, welche zum 
Exponenten 2"! (p— 1) gehören oder in deren Perioden sich alle durch 
p nicht teilbaren Zahlen vorfinden, so wird es auch hier primitive Wurzeln 
geben. Alles ferner, was wir oben von den Indices und deren Anwendung, 
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sowie über die Auflösung der Congruenz «’=1 angegeben haben, lässt 
sich auch auf diesen Fall anwenden. Da dies keinen Schwierigkeiten unter- 
liegt, würde es überflüssig sein, alles vollständig zu wiederholen. Überdies 
haben wir gezeigt, wie man die Wurzeln der Congruenz «’=1 nach dem 
Modul p” aus den Wurzeln derselben Congruenz nach dem Modul p ableiten 
kann. Doch müssen wir noch Einiges über den Fall, wo irgend eine Potenz 
von 2 der Modul ist, einen Fall, den wir oben ausgenommen haben, hinzufügen. 


Moduln, welche Potenzen von 2 sind. 


I. 


Wenn man irgend eine Potenz der Zahl 2, welcher höher ist 
als die zweite, z. B. 2” zum Modul nimmt, so ist die Potenz mit 
dem Exponenten 2”? vonjeder ungeraden Zahl der Einheit con- 
gruent. 

Z. B. ist 3° —=6581=1 (mod. 32). 

Denn jede ungerade Zahl ist entweder in der Form 1-+4h oder in 
der Form — 1 + 4h enthalten, woraus der Satz unmittelbar folgt (Satz des 
Artikel 86). 

Da somit der Exponent, zu welchem eine beliebige ungerade Zahl, 
nach dem Modul 2” gehört, ein Teiler von 2”? sein muss, so wird jede 


Zahl zu einer von den folgenden Zahlen: 1, 2,4, 8, ..., 2°” gehören. Zu 
welcher von diesen sie gehört, kann man leicht folgendermassen ent- 
scheiden. Ist die gegebene Zahl gleich 4% & 1 und der Exponent der 
grössten Potenz von 2, welche in % aufgeht, gleich m (wo m auch gleich O0 
sein kann, wenn nämlich % ungerade ist), so ist der Exponent, zu welchem 


die gegebene Zahl gehört, gleich *"""?, falls n>m-+2. Ist aber » 


gleich oder kleiner als m + 2, so ist die gegebene Zahl =—+1 und gehört 
daher zum Exponenten 1 oder zum Exponenten 2. Denn wie aus Artikel 86 
ohne Schwierigkeit hervorgeht, wird jede Zahl von der Form +1 + 2”7% 
(die der Form 4" = 1 äquivalent ist), wenn man sie zu einer Potenz mit 
dem Exponenten 2”? erhebt, nach dem Modul 2” der Einheit congruent; 
erhebt man sie aber zu einer Potenz mit einem Exponenten, der eine 
niedrigere Potenz von 2 ist, so ist sie der Einheit nicht congruent. Daher 
gehört jede Zahl von der Form 8% + 3 oder 8% -+ 5 zum Exponenten 2”°, 


91, 


Hieraus geht hervor, dass es hier primitive Wurzeln in dem Sinne, wie 
wir oben den Ausdruck aufgefasst haben, nicht giebt, nämlich keine Zahlen 
giebt, deren Periode alle Zahlen umfasst, die kleiner als der Modul und 
prim zu demselben sind. Trotzdem sieht man leicht, dass man auch hier 
etwas Analoges hat. Man findet nämlich, dass eine Potenz einer Zahl von 
der Form 8% +3 mit ungeraden Exponenten immer von der Form 8% +3, 
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eine Potenz aber mit geradem Exponenten immer von der Form 8% +1 ist; 
keine Potenz kann also von der Form 8%-+-5 oder 8% +7 sein. Da somit 
die Periode einer Zahl von der Form 86 +3 aus 2°”? verschiedenen 
Gliedern besteht, deren jedes entweder von der Form 8% +3 oder von der 
Form 8%-+ 1 ist, und es nicht mehr solcher Zahlen, welche kleiner als der 
Modul sind, giebt als 2””?, so ist offenbar jede Zahl von der Form 8% +1 
oder 8%&-+-3 nach dem Modul 2” irgend einer Potenz einer beliebigen Zahl 
von der Form 8% + 3 congruent. Auf analoge Weise kann man zeigen, 
dass die Periode einer Zahl von der Form 8% +5 alle Zahlen von den 
Formen 8%&-+-1 und 8% +5 enthält. Wenn daher eine Zahl von der Form 
8% -+-5 zur Basis genommen wird, so werden alle Zahlen von der Form 
8%k--1 und 8%-+5, positiv genommen, und alle Zahlen von der Form 
86 +3 und 8% +7, negativ genommen, reelle Indices erhalten und zwar 
sind hier nach dem Modul 2””? congruente Indices als äquivalent zu be- 
trachten. In dieser Weise ist unsere Tafel I zu verstehen, in welcher wir 
für die Moduln 16, 32 und 64 (denn für den Modul 8 ist keine Tafel nötig) 
stets die Zahl 5 zur Basis genommen haben. Z. B. entspricht der Zahl 19, 
welche von der Form 8%» +3 und daher negativ zu nehmen ist, für den 
Modul 64 der Index 7, was bedeutet, dass 5°’ = — 19 (mod. 64) ist. Den 
negativ genommenen Zahlen von der Form 8%—+-1 und 8% -+-5 und den 
positiv genommenen Zahlen von der Form 8» +3 und 8» +7 aber würden 
gewissermassen imaginäre Indices beizulegen sein. Führte man diese ein, 
so könnte man die Rechnung mit den Indices auf einen sehr einfachen 
Algorithmus zurückführen. Da wir aber zu weit geführt werden würden, 
wollten wir dies in aller Strenge auseinandersetzen, so sparen wir uns diesen 
Punkt für eine andere Gelegenheit auf, wenn wir etwa die Theorie der 
imaginären Grössen, die nach unsrer Ansicht bisher von Niemand auf klare 
Begriffe zurückgeführt worden ist, darzulegen versuchen werden. Kundige 
werden diesen Algorithmus leicht selbst finden; minder Geübte werden 
trotzdem diese Tafel gebrauchen können, ebenso wie diejenigen, welche mit 
den neueren Untersuchungen über die imaginären Logarithmen nicht be- 
kannt sind, sich der Logarithmen bedienen, wenn sie nur die oben dar- 
gelegten Prinzipien verstanden haben. 


Aus mehreren Primzahlen zusammengesetzte Moduln. 


22. 


Hinsichtlich eines aus mehreren Primzahlen zusammengesetzten Moduls 
kann beinahe alles, was auf die Reste der Potenzen Bezug hat, aus der 
allgemeinen Theorie der Congruenzen abgeleitet werden. Da wir aber 
weiter unten weitläufiger zeigen werden, wie man beliebige Congruenzen nach 
einem aus mehreren Primzahlen zusammengesetzten Modul auf Congruenzen, 
deren Modul eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl ist, reducieren 
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kann, brauchen wir uns hier mit diesem Gegenstande nicht lange auf- 
zuhalten. Wir bemerken nur, dass die schöne Eigenschaft, welche für die 
andern Moduln gilt, nämlich dass es stets Zahlen giebt, deren Periode 
sämtliche zum Modul prime Zahlen enthält, hier nicht stattfindet, den 
einen Fall ausgenommen, wo der Modul das Doppelte einer Primzahl oder 
einer Potenz einer Primzahl ist. Wenn nämlich der Modul m auf die Form 
A“ B’ C°..., wo A, B, (,... verschiedene Primzahlen bezeichnen, ge- 
bracht, ferner 4°"! (A—1) mit «, BP7!(B--1) mit ß, u. s. w. bezeichnet 
wird und schliesslich 2 eine zu m prime Zahl ist, so wird<’=1 (mod. 4°), 
| (mod. BP), u. s. w. Wenn nun p das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache der Zahlen «, ß, y, ... ist, so wird z2"=1 nach allen Moduln A“, 
B’,... und daher auch nach dem Modul m, welcher das Product aus jenen 
ist. Ausgenommen aber den Fall, wo m das Doppelte einer Primzahl oder 
einer Potenz einer Primzahl ist, ist der kleinste gemeinschaftliche Dividuus 
der Zahlen «, ß, y, ... kleiner als das Product derselben (da die Zahlen 
a, ß, 7%, ... nicht prim zu einander sein können, sondern wenigstens den 
gemeinschaftlichen Teiler 2 haben). Demnach kann von keiner Zahl die 
Periode soviel Glieder enthalten, als es Zahlen giebt, die prim zum Modul 
und kleiner als dieser sind, da deren Anzahl gleich dem Product der Zahlen 
aß, 7... ist So ist z. B. für m=1001 die sechzigste Potenz einer 
jeden zu m primen Zahl der Einheit congruent, weil 60 der kleinste ge- 
meinschaftliche Dividuus der Zahlen 6, 10, 12 ist. — Der Fall aber, wo 


der Modul das Doppelte einer Primzahl oder der Potenz einer Primzahl ist, 
ist jenem, wo der Modul eine Primzahl oder die Potenz einer solchen ist, 
vollkommen analog. 


93. 


Die Schriften, in denen andere Geometer den in diesem Abschnitte dar- 
gelegten Gegenstand behandelt haben, haben wir bereits vorübergehend er- 
wähnt. Diejenigen aber, welche einiges weitläufiger als es uns hier der 
Wunsch nach Kürze gestattete, behandelt sehen möchten, verweisen wir ins- 
besondere auf die folgenden Abhandlungen Euler’s, die wegen der Klarheit, 
durch die sich dieser grosse Mann stets vor allen andern auszeichnete, be- 
sonders empfehlenswert sind: 

Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta. Comm. nov. Petr. 
2. VII». 49, 

Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per numeros primos 
resultantia, Ibid. T. XVIII ». 85. 

Auch kann man die Abhandlungen 5 und 8 in seinen Opusculis analy- 
beis T. I hinzunehmen, 


Vierter Abschnitt. 


Von den ÜÖongruenzen zweiten Grades. 


IL. 
IN 


Quadratische Reste und Nichtreste. 


94. 


Satz. Nimmt man irgend eine Zahl m zum Modul, so können 
von den Zahlen 0, 1, 2, 3,..., m— 1, wenn m gerade ist, nicht 
mehr als 3m +1, und wenn m ungerade ist, nicht mehr als 
3m-+4 einem Quadrate congruent werden. 


Beweis. Da die Quadrate congruenter Zahlen ebenfalls congruent sind, 
so wird jede Zahl, welche irgend einem Quadrate congruent werden kann, 
auch einem Quadrate, dessen Wurzel kleiner als m ist, congruent sein. Wir 
brauchen daher nur die kleinsten Reste der Quadrate 0, 1,4, 9,..., (m—1)? 


(m — 3)? =3?, u. s. w. ist. Daher werden auch, wenn m gerade ist, die 
kleinsten N der Quadrate (4m — 1)? und (Am-+1)?, (4m — 2)” und 
(3m +2)" u. s. w. dieselben sein; wenn aber m ungerade ist, so werden 
; 2 2 2 2 
die Quadrate (m — 4)" und (4m +4)", (4m — 3)" und 4m +3) u.s.w. 
congruent sein. Daraus geht hervor, dass andere Zahlen als die, welche 
einem der Quadrate 0, 1, 4, 9, ..., (4 m)” congruent sind, bei geradem m 
einem Quadrate nicht congruent werden können, bei ungeradem m aber 
jede Zahl, welche einem Quadrate congruent ist, notwendig irgend einem 
der folgenden 0, 1,4, 9,..., (4m 4)” congruent ist. Daher giebt es 
im ersten Falle höchstens 43m +1, im zweiten höchstens Im-+4 ver- 
schiedene kleinste Reste. 


Beispiel. Nach dem Modul 13 findet man für die Quadrate der Zahlen 

0, 1,2, 3,...., 6 die kleinsten Reste 0, 1, 4, 9, 3, 12, 10; nach diesen 

kehren sie aber in umgekehrter Reihenfolge wieder. Daher kann keine 

Zahl, welche nicht einem von diesen Resten congruent ist, oder keine Zahl, 

welche einem von den folgenden 2, 5, 6, 7, 8, 11 congruent ist, einem 

Quadrate congruent sein. 
Gauss. 


a 
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Nach dem Modul 15 findet man folgende Reste: 0, 1, 4, 9, 1, 10, 6, 4; 
hiernach kehren dieselben in umgekehrter Reihenfolge wieder. Hier ist 
also die Anzahl der Reste, welche einem Quadrate congruent werden 
können, noch kleiner als 4m +4, da dieselben 0, 1, 4, 6, 9, 10 sind. Die 
Zahlen 2, 3, 5, 7, 8, 11, 12, 13, 14 aber und diejenigen, welche einer von 
diesen congruent sind, können keinem Quadrate nach dem Modul 15 
congruent werden. 

9%. 


Hieraus folgt, dass für jeden beliebigen Modul sämtliche Zahlen 
in zwei Klassen verteilt werden können, von denen die eine alle Zahlen, 
die irgend einem Quadrate congruent werden können, die andere diejenigen, 
bei denen dies nicht möglich ist, enthält. Jene werden wir quadratische 
Reste der als Modul genommenen Zahl*), diese aber quadratische 
Nichtreste derselben nennen, oder werden uns auch, sobald keine Zweideutig- 
keit daraus entstehen kann, einfach der Ausdrücke „Reste und Nichtreste‘ 
bedienen. Offenbar reicht es übrigens aus, wenn alle Zahlen 0, 1, 2, ..., 
m— 1 in die beiden Klassen gebracht sind, da congruente Zahlen zu der- 
selben Klasse zu rechnen sind. 

Auch bei dieser Untersuchung werden wir mit Primzahlmoduln beginnen; 
dies wird man also immer ‚stillschweigend anzunehmen haben, auch wenn 
nicht ausdrücklich daran erinnert wird. Die Primzahl 2 ist aber auszu- 
schliessen, oder es sind nur ungerade Primzahlen zu betrachten. 


So oft der Modul eine Primzahl ist, ist die Anzahl der Reste, 
welche kleiner als derselbe sind, gleich der Anzahl der 
Nichtreste. 


96. 


Nimmt man eine Primzahl p zum Modul, so sind von den 
Zahlen 1,2, 3,...,p— 1 die Hälfte quadratische Reste, die übrigen 
Nichtreste,d. h. es giebt 4 (p— 1) Reste und ebensoviele Nicht- 
reste. 

Man zeigt nämlich leicht, dass alle Quadrate 1, 4, 9, ..., 4 (® — 1)2 
einander incongruent sind. Denn wenn r?=r’? (mod. p) werden könnte und 
die Zahlen r und r’ von einander verschieden und nicht grösser als 3 (2—1) 


*) Eigentlich bedienen wir uns hier dieses Ausdrucks in einem andern Sinne, 
als wir es bisher gethan haben. Wir müssten nämlich sagen, r sei Rest des Quadrates 
a? nach dem Modul m, wenn r==a2 (mod. m) ist. Der Kürze wegen werden wir 
aber in diesem Abschnitt stets r den quadratischen Rest von m selbst nennen und 
haben nicht zu befürchten, dass hieraus irgend eine Zweideutigkeit entstehen wird. 
Denn den Ausdruck Rest werden wir, wenn er dasselbe bezeichnet wie congruente 
Zahl, von nun an nur anwenden, wenn von kleinsten Resten die Rede ist, wobei 
kein Zweifel entstehen kann. 
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wären, so würde, wenn man r>r’ annimmt, was erlaubt ist, (r — r’) (r + r') 
positiv und durch » teilbar sein. Nun ist aber jeder der beiden Factoren 
r— r' undr--r' kleiner als p, somit kann unsre Annahme nicht stattfinden 
(Artikel 13). Es giebt daher 4 (9 — 1) quadratische Reste unter den Zahlen 
1, 2, 3, ....,2— 1; mehr aber kann es unter ihnen nicht geben, weil mit 
Hinzurechnung des Restes O sich 4 (p-+ 1) ergeben, welche Zahl die Anzahl 
aller Reste nicht übersteigen kann. Daher werden die übrigen Zahlen 
Nichtreste und deren Anzahl somit gleich 4 (p — 1) sein. 

Da die Null immer Rest ist, so werden wir diese sowie die durch den 
Modul teilbaren Zahlen von diesen Untersuchungen ausschliessen, weil dieser 
Fall von selbst klar ist und die Kürze der Sätze nur stören würde. Aus 
demselben Grunde haben wir auch den Modul 2 ausgeschlossen. 


ur. 


Da mehreres, was wir in diesem Abschnitt auseinandersetzen werden, 
anch aus den Prinzipien des vorigen Abschnitts abgeleitet werden kann, 
und es nicht unnützlich ist, eine und dieselbe Wahrheit auf verschiedenen 
Wegen zu ermitteln, so wollen wir diesen Zusammenhang klarlegen. Man 
sieht aber leicht ein, dass alle einem Quadrate congruente Zahlen gerade 
Indices, diejenigen aber, welche einem Quadrate in keiner Weise con- 
gruent werden können, ungerade Indices haben. Da nun »p—1 eine 
gerade Zahl ist, so wird es gleichviel gerade und ungerade Indices, nämlich 
von jeder Art 4 (p— 1), und ebensoviele Reste und Nichtreste geben. 


Beispiele. Für die Moduln sind Reste 


3 1 

5 1, 4 

n 324 

11 1,409 

3 3.40.02 
17 12,289 


die übrigen Zahlen aber, welche kleiner als diese Moduln sind, sind Nichtreste. 


Die Antwort auf die Frage, ob eine zusammengesetzte Zahl 
Rest oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl sei, hängt 
von der Natur der Factoren ab. 


98. 


Satz. Das Product aus zwei quadratischen Resten der Prim- 
zahl p ist ein Rest; das Product aus einem Rest und einem 
Nichtrest ist ein Nichtrest; endlich das Product aus zwei 
Nichtresten ist ein Best, 
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Beweis. I. Sind A, B die aus den Quadraten a”, b” entstehenden Reste 
oder also A=a?, B=b’, so wird das Product AB dem Quadrate der Zahl 
ab congruent also ein Rest. 

II. Ist A ein Rest, etwa —g, B dagegen ein Nichtrest, so wird AB 
ein Nichtrest. Denn setzt man, wenn dies möglich ist, AB=E und ik 


der Wert des Ausdrucks . (mod. p) =b, so wird @B= a‘b?, daher B= , 


d. h. B wird unserer Voraussetzung entgegen ein Rest. 


Andrer Beweis. Multipliciert man alle unter den Zahlen 1, 2, 3, ..., 
p—1 enthaltenen Reste (deren Anzahl gleich 3 (p—1) ist) mit A, so 
werden alle Producte quadratische Reste und zwar sämtlich einander in- 
congruent sein. Multiplieiert man nun den Nichtrest B mit A, so wird das 
Product keinem der bereits erhaltenen Producte congruent sein. Wäre es 
daher ein Rest, so würde man 4 (p +1) incongruente Reste haben, unter 
denen der Rest 0 sich noch nicht befände. Dies widerspricht aber dem 
Artikel 96. 

III. Sind A und B Nichtreste und multiplieciert man alle unter den 
Zahlen 1, 2, 3, ..., 2 — 1 vorkommenden Reste mit A, so erhält man nach 
II. 4 (»—1) einander incongruente Nichtreste. Nun kann aber das Product 
AB keinem von diesen congruent sein. Wenn es also ein Nichtrest wäre, 
so hätte man 4 (p-+1) einander incongruente Nichtreste, was dem Ar- 
tikel 96 widerspricht. Daher u. s. w. 

Leichter noch kann man diese Sätze aus den Prinzipien des vorigen 
Abschnittes ableiten. Denn weil die Indices der Reste stets gerade, die der 
Nichtreste aber stets ungerade sind, so wird der Index des Products zweier 
Reste oder Nichtreste gerade und daher das Product selbst ein Rest. Da- 
gegen wird der Index des Products aus einem Rest und einem Nichtrest 


ungerade und daher das Product selbst ein Nichtrest. 

Beide Beweismethoden können auch auf folgende Sätze angewendet 
werden: 

Der Wert des Ausdrucks - (mod. p) ist ein Rest, wenn die 
Zahlen a und b gleichzeitig Reste oder Nichtreste sind; der- 
selbe wird aber ein Nichtrest sein, wenn von den Zahlen a und b 
die eine ein Rest, die andere ein Nichtrest ist. 


Diese Sätze lassen sich auch durch Umkehrung der vorhergehenden 
Sätze erhalten. 


9. 


Allgemein ist das Product aus beliebig vielen Factoren ein Rest, sowohl 
wenn dieselben sämtlich Reste sind als auch wenn die Anzahl der unter 
ihnen vorkommenden Nichtreste gerade ist; wenn aber die Anzahl der Nicht- 
reste, welche sich unter den Factoren vorfinden, ungerade ist, so ist das 
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Product ein Nichtrest. Man kann daher leicht entscheiden, ob eine ge- 
gebene Zahl Rest ist oder nicht, wenn man nur weiss, was die einzelnen 
Factoren desselben sind. Wir haben daher in die Tafel II nur die Prim- 
zahlen aufgenommen. Die Einrichtung dieser Tafel ist folgende. Am Rande 
stehen die Moduln*), am Kopfe der Seite aber die aufeinanderfolgenden 
Primzahlen; so oft irgend eine von diesen Rest eines Moduls ist, ist in den 
beiden gleichzeitig zugehörigen Raum ein kleiner Strich gesetzt worden; 
wenn aber die Primzahl Nichtrest des Moduls ist, ist der betreffende Raum 
leer geblieben. 


Über Moduln, welche zusammengesetzte Zahlen sind. 


100. 


Bevor wir zu schwierigeren Sachen übergehen, müssen wir noch Einiges 
über nicht prime Moduln hinzufügen. 

Wenn eine beliebige Potenz p" der Primzahl » (wo wir annehmen, dass 
p nicht gleich 2 sei) zum Modul genommen wird, so sind die eine Hälfte 
aller Zahlen, welche durch » nicht teilbar und kleiner als der Modul sind; 
Reste, die andere Nichtreste, d. h. die Anzahl der einen und der andern ist 
gleich 4 p— 1) pP". 

Wenn nämlich r ein Rest ist, so wird er irgend einem Quadrate con- 
gruent sein, dessen Wurzel die Hälfte des Moduls nicht übersteigt. (Vgl. 
Artikel 94). Nun sieht man leicht, dass es $(» — 1)p””" Zahlen giebt, 
welche durch p nicht teilbar und kleiner als die Hälfte des Moduls sind, 
man hat daher nur zu zeigen, dass die Quadrate aller dieser Zahlen ein- 
ander incongruent sind oder verschiedene quadratische Reste ergeben. Wenn 
nun die Quadrate zweier Zahlen a und b, die durch p nicht teilbar und 
kleiner als die Hälfte des Moduls sind, congruent wären, so müsste a 
oder (a— b) («+-b) durch p” teilbar sein (wenn man, was erlaubt ist, an- 
nimmt, dass «> b sei). Dies wäre aber nur möglich, wenn entweder die 
eine der Zahlen a— db, @-+b durch p” teilbar wäre, was nicht der’ Fall 
sein kann, weil beide kleiner als p” sind, oder wenn die eine durch p”, die 
andere durch p””"" d. h. beide durch » sich teilen liessen. Aber auch dies 
ist nicht möglich. Denn offenbar würde dann auch die Summe und Differenz 
derselben nämlich 2a, 2b durch p und somit auch a und 5 durch » teilbar 
sein, was der Voraussetzung widerspricht. Hieraus folgt schliesslich, dass 
es unter den Zahlen, welche durch » nicht teilbar und kleiner als der Modul 
sind, 4 (p — 1) p*7! Reste giebt und dass die übrigen, deren Anzahl gleich 
gross ist, Nichtreste sind. — Man könnte diesen Satz auch nach Analogie 
von Artikel 97 aus der Betrachtung der Indices ableiten. 


*) Wie wir uns auch von den zusammengesetzten Moduln freimachen können, 
werden wir bald zeigen. 


Vierter Abschnitt. [Art. 101. 103] 


101. 


Jede durch p nicht teilbare Zahl, welche Rest von p ist, ist 
auch Restvonp” und die, welche Nichtrest ist von 9, ist auch 
Nichtrest von p*. 

Der letzte Teil dieses Satzes ist an sich klar. Wenn daher der erste 
Teil unrichtig wäre, so würde es unter den Zahlen, welche kleiner als p” 
und zugleich durch p nicht teilbar wären, mehr Reste von p als von p”, 
d.h. mehr als 4p”"!(p—1) geben. Man sieht aber ohne Schwierigkeit, 
dass die Anzahl der Reste der Zahl » unter jenen Zahlen genau gleich 
32° !(0=-1) ist. 

Ebenso leicht ist es, ein Quadrat wirklich zu finden, welches nach dem 
Modul p” einem gegebenen Reste congruent ist, wenn man ein diesem Reste 
nach dem Modul » congruentes Quadrat hat. 

Wenn man nämlich ein Quadrat hat, a?, welches einem gegebenen 
Reste A nach dem Modul p* congruent ist, so leitet man daraus ein dem 
Reste A nach dem Modul p’ (wo v>y aber < 24. vorausgesetzt wird) 
congruentes Quadrat auf folgende Weise her. Man setze die Wurzel des 
gesuchten Quadrates gleich +@a-+- xp", welche Form dieselbe, wie man 
leicht sieht, haben muss. Dann soll sein: a’ + 2axp" + a°’p°" = A (mod. p”), 
oder, da 2 >vist, A— a’ = + 2axp" (mod.p’). It A— a’ = p*d, so ist 
x der Wert des Ausdrucks + . (mod. »’”"), welcher dem Ausdruck + ae 

q Zap 
(mod. p’) äquivalent ist. 

Ist also ein Quadrat gegeben, welches A nach dem Modul p congruent 
ist, so leitet man daraus ein Quadrat ab, welches A nach dem Modul p? 
congruent ist; von hier kann man dann zum Modul »*, sodann zum Modul p® 
u. Ss. w. aufsteigen. 

Beispiel. Ist der Rest 6, welcher nach dem Modul 5 dem Quadrate 1 
congruent ist, gegeben, so findet man das Quadrat 9°, welchem er nach 
dem Modul 25 congruent ist, ferner das Quadrat 16°, welchem er nach dem 
Modul 125 congruent ist, u. Ss. w. 


102. 

Was aber die durch p teilbaren Zahlen anlangt, so ist klar, dass deren 
Quadrate durch 92? teilbar sein werden, und dass daher alle zwar durch » 
aber nicht durch p? teilbaren Zahlen Nichtreste von p” sind. Allgemein 
aber sind, wenn eine Zahl p*A, wo A durch p nicht teilbar ist, gegeben 
ist, folgende Fälle zu unterscheiden: 

1. It kn, so ist pA=0 (mod. p"), d.h. die gegebene Zahl ist 
ein Rest. 

2. Ist k<nZund ungerade, so ist p®A ein Nichtrest. 

Wenn nämlich p'A=p”T!A=s? (mod. p”) wäre, so würde s? durch 
p*+! teilbar sein, und dies könnte nur der Fall sein, wenn s durch p**! 
teilbar wäre. Dann würde aber s? auch durch p”**? und somit auch (da 
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34-2 sicher nicht grösser als » ist) p*A d. i. pt’ A durch dieses teilbar 
sein, oder es würde A durch p sich teilen lassen müssen, was der Voraus- 
setzung widerspricht. 

3, kist kleiner als » und gerade. Dann wird p“A ein Rest oder Nicht- 
rest von p” sein, je nachdem A Rest oder Nichtrest von » ist. Denn wenn 
A Rest ist von p, so wird es auch Rest von Setzt man aber A=a? 
(mad. p"®), so wird Ay" = a’p" (mod. p”) und ap" ist ein Quadrat. Wenn 
dagegen A Nichtrest von p ist, so kann pFA nicht Rest von p” sein. Denn 
setzte man p'A=a? (mod. p”), so würde notwendig a? durch 2* teilbar sein 
müssen. Der Quotient würde ein Quadrat sein, welchem A nach dem 
Modul p”"" und daher auch nach dem Modul p congruent wäre, d.h. A 
würde Rest von p sein. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. 


103. 

Da wir den Fall p= 2 ausgeschlossen haben, müssen wir über diesen 
noch einiges hinzufügen. Ist die Zahl 2 der Modul, so ist jede Zahl Rest; 
Nichtreste giebt es nicht. Ist aber 4 der Modul, so werden alle ungeraden 
Zahlen von der Form 4% + 1 Reste, alle Zahlen aber von der Form 4% +3 
Nichtreste sein. Ist endlich 8 oder eine höhere Potenz von 2 der Modul, 
so werden alle ungeraden Zahlen von der Form 86 + 1 Reste, alle andern 
aber oder alle diejenigen, welche von einer der Formen 8% +3, 86 +5, 
8% -+ 7 sind, Nichtreste sein. Der letzte Teil dieses Satzes erhellt daraus, 
dass das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl, mag dieselbe von der Form 
Ak -F1 oder von der Form 4%—1 sein, von der Form 8% -+1 wird. Den 
ersten Teil beweisen wir folgendermassen. 

1. Wenn die Summe oder Differenz zweier Zahlen durch 2” teilbar 
ist, so sind die Quadrate der Zahlen nach dem Modul 2” congruent. Denn 
wenn die eine gleich @ gesetzt wird, so ist die andere von der Form 
9-1, + a, und das Quadrat dieser findet man = a? (mod. 2”). 

2. Jede ungerade Zahl, welche quadratischer Rest von 2" ist, wird 
einem Quadrate congruent sein, dessen Wurzel eine ungerade Zahl und 
kleiner als 2°”? ist. Es sei nämlich a? irgend ein Quadrat, welchem jene 
Zahl congruent ist, und die Zahl «==. (mod. 9b), so dass a die Hälfte 
des Moduls nicht übersteigt (Artikel 4); dann ist @=a?. Somit ist auch 
die gegebene Zahl =a?. Offenbar werden dann sowohl a als « ungerade 
und a<2”"? sein. 

3. Die Quadrate aller ungeraden Zahlen, die kleiner als 9”=2 sind, sind 
nach dem Modul 2” incongruent. Es seien nämlich r und s zwei solche 
Zahlen. Wären deren Quadrate nach dem Modul 2” congruent, so würde 
(r —s)(r +) durch 2” teilbar sein (wo r>s angenommen ist). Man sieht 
aber leicht, dass die Zahlen r— s und r—+s zu gleicher Zeit nicht durch 4 
teilbar sein können, daher muss, wenn die eine nur durch 2 teilbar ist, die 
andere durch 2”! teilbar sein, damit das Product durch 2” teilbar werde. 
Dies ist aber absurd, da jede der beiden Zahlen kleiner als 272 dal, 
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4. Wenn nun endlich diese Quadrate auf ihre kleinsten positiven Reste - 
reduciert werden, so erhält man 2°”? von einander verschiedene quadratische 
Reste, welche kleiner als der Modul sind*) und von denen jeder von der 
Form 8%&+1 sein wird. Da es aber genau 2””° Zahlen von der Form 
86 +1, welche kleiner als der Modul sind, giebt, so müssen sich diese 
notwendig sämtlich unter jenen Resten vorfinden. Dies sollte aber bewiesen 
werden. 

Um ein einer gegebenen Zahl von der Form 8% -+ 1 nach dem Modul 2” 
congruentes Quadrat zu finden, kann man ein analoges Verfahren ein- 
schlagen wie in Artikel 101. Man vergleiche auch Artikel 88. — Schliess- 
lich gilt von den geraden Zahlen dasselbe, was wir im Artikel 102 allgemein 
auseinandergesetzt haben. 


104, 


Hinsichtlich der Anzahl der verschiedenen (d. h. nach dem Modul 
incongruenten) Werte, welche der Ausdruck V= yA (mod. p") be- 
sitzt, wenn A Rest von 9" ist, kann man aus dem Vorhergehenden leicht 
Folgendes ableiten. (Die Zahl » setzen wir, wie vorher, als Primzahl voraus 
und schliessen der Kürze wegen den Fall a=1 sogleich aus.) 

I. Wenn A durch p nicht teilbar ist, so hat Veinen Wert für 
p=2,n=]1, nämlich V=1; zwei Werte, wenn p ungerade ist, sowie 
auch für p= 2, n—=2; es wird nämlich, wenn man den einen =v setzt, 
der andere =— v sein; vier Werte fürp=2,n>2; es sind nämlich, 
wenn man den einen =» setzt, die übrigen =— v, 2"! », 2"! —», 

I. Wenn Adurchpaber nicht durchp” teilbar ist, so sei die 
höchste Potenz von p, welche in A aufgeht, p°" (offenbar nämlich wird 
der Exponent derselbe gerade sein müssen) und A=ap°". Dann ist klar, 
dass alle Werte von Y durch p" teilbar sind und alle aus der Division 
hervorgehenden Quotienten Werte des Ausdrucks V’— ya (mod.p”"?") werden. 
Aus diesen wird man alle verschiedenen Werte von V erhalten, wenn man 
alle zwischen O0 und p"”" gelegenen Werte des Ausdruckes V’ mit p* 
multipliciert. Daher werden jene dargestellt durch 


ot No. Bo (De 1) 


wenn v unbestimmt alle verschiedenen Werte des Ausdrucks V’ ausdrückt, 
so dass die Anzahl jener gleich p»", 29" oder 4p" wird, je nachdem die 
Anzahl dieser (nach Fall I) gleich 1, 2 oder 4 ist. 

II. Ist A durch p” teilbar, so sieht man leicht, dass, wenn man 
n=2m oder =2m—1 setzt, je nachdem es gerade oder ungerade ist, 
alle durch »"” teilbaren Zahlen, und keine andern, Werte von V sind. 
Daher sind 0, 2", 22", ..., (p"""—1)p” sämtliche von einander ver- 


schiedene Werte, und die Anzahl dieser ist gleich p""". 


*) Da nämlich die Anzahl der ungeraden Zahlen unterhalb 2%”? gleich 2°” 3 ist. 
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105. 
Es bleibt der Fall übrig, wo der Modul m aus mehreren Prim- 
zahlen zusammengesetzt ist. Ist m =abec..., woa,b,c,... von 


einander verschiedene Primzahlen oder Potenzen verschiedener Primzahlen 
bezeichnen, so ist sofort klar, dass, wenn » ein Rest von m ist, auch » 
Rest der einzelnen a, b, c,... sein wird, und dass daher sicher » Nicht- 
rest von m ist, wenn es ein Nichtrest irgend einer der Zahlen a, b, 6, ... 
ist. Umgekehrt wird », wenn es Rest der einzelnen Zahlen a, b, c,.... ist, 
auch Rest des Productes sein. Denn setzt man » = 42, B2, 0°, ... respective 
nach den Moduln a, b, c,..., so wird offenbar, wenn man nach Artikel 32 
eine Zahl N abgeleitet hat, welche A, B, O,... respective nach den Moduln 
a,b, c,... congruentist, n= N? nach allen diesen Moduln und daher auch 
nach dem Producte m sein. — Da man leicht sieht, dass auf diese Weise 


aus der Combination jedes Wertes von A oder des Ausdrucks yn (mod. a) 
mit jedem Werte von B mit jedem Werte von Cu. s. w. ein Wert von N oder 
des Ausdrucks yr (mod. m) entsteht, sowie ferner, dass aus verschiedenen 


Combinationen verschiedene N und aus allen sämtliche N hervorgehen, so 
ist die Anzahl sämtlicher verschiedenen Werte von N gleich dem Producte 
aus den Anzahlen der Werte von A, B, O,..., die wir im vorigen Artikel 
zu bestimmen gelehrt haben. — Ferner ist klar, dass, wenn ein Wert des 
Ausdrucks yr (mod. m) oder von N bekannt ist, dieser zugleich ein Wert 
aller A, B, C,.... sein wird, und da aus diesem nach dem vorigen Artikel 
alle übrigen Werte dieser Grössen abgeleitet werden können, so folgt leicht, 
dass man aus einem Werte von N alle übrigen erhalten kann. 

Beispiel. Der Modul sei 315; es wird gefragt, ob 46 Rest oder Nicht- 
rest desselben sei. Die Primteiler der Zahl 315 sind 3, 5, 7, und die Zahl 
46 ist Rest eines jeden derselben und daher auch Rest von 315. Da ferner 
46 = ] und = 64 nach dem Modul 9, =1 und =16 nach dem Modul 5, 
= 4 und =25 nach dem Modul 7 ist, so findet man als Wurzeln der 
Quadrate, denen 46 nach dem Modul 315 congruent ist, folgende Zahlen: 
19, 26, 44, 89, 226, 271, 289, 296. 


Allgemeines Kriterium dafür, dass eine gegebene Zahl Rest 
oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl ist. 


106. 


Aus dem Vorhergehenden folgt, dass, wenn man nur in jedem Falle 
entscheiden kann, ob eine gegebene Primzahl Rest oder Nichtrest einer 
gegebenen Primzahl ist, alle übrigen Fälle auf diesen sich zurückführen 
lassen. Wir müssen daher unsere Bemühungen darauf richten, für jenen 
Fall sichere Kriterien zu ermitteln. Bevor wir aber diese Untersuchung in 
Angriff nehmen, wollen wir ein gewisses aus dem vorigen Abschnitte sich 
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ergebendes Kriterium anführen, dass zwar in der Praxis fast gar keine An- 
wendung findet, aber wegen seiner Einfachheit und Allgemeinheit er- 
wähnenswert ist. 


Jede beliebige Zahl A, welche durch die Primzahl 2m +] 
nicht teilbar ist, ist Rest oder Nichtrest dieser Primzahl, je 
nachdem A"=-+1 oder =—1 (mod. 2m +1) ist. 

Ist nämlich für den Modul 2m +1 in einem beliebigen Systeme der 
Index der Zahl A gleich a, so wird « gerade sein, wenn A Rest von 2m +1 
ist, dagegen ungerade, wenn A Nichtrest ist. Der Index der Zahl A” 
ist aber ma, d.h. er ist =0 oder =m (mod. 2m), je nachdem a gerade 
oder ungerade ist. Hieraus wird schliesslich in dem ersteren Falle A"=-+1, 
im letzteren dagegen 4”"=—1 (mod. 2m +1). Vgl. Artikel 57 und 62. 

Beispiel. 3 ist Rest von 13, weil 3°=1 (mod. 13) ist; dagegen ist 2 
Nichtrest von 13, weil 2° =— 1 (mod. 13) ist. 

Sobald aber die zu untersuchenden Zahlen auch nur mässig gross sind, 
wird dieses Kriterium wegen der Weitläufigkeit der Rechnung völlig un- 
brauchbar. 


Untersuchungen über die Primzahlen, deren Reste oder 
Nichtreste gegebene Zahlen sind. 


107. 


Es ist zwar sehr leicht, für einen gegebenen Modul alle Zahlen anzu- 
geben, welche Reste oder Nichtreste desselben sind. Denn wenn jene Zahl 
—= m gesetzt wird, so muss man die Quadrate bestimmen, deren Wurzeln die 
Hälfte von m nicht übersteigen, oder auch Zahlen, welche diesen Quadraten 
nach m congruent sind (für die Praxis giebt es noch bequemere Methoden), 
und dann werden alle Zahlen, welche irgend einem von diesen nach m con- 
gruent sind, Reste, alle Zahlen aber, welche keinem von ihnen congruent 
sind, Nichtreste von m sein. — Aber die umgekehrte Aufgabe: Wenn 
irgend eine Zahl gegeben ist, alle Zahlen zu bestimmen, von 
denen jene Rest oder Nichtrest ist, ist bedeutend schwieriger. Dieses 
Problem, von dessen Lösung dasjenige, welches wir uns im vorigen Artikel 
vorgenommen haben, abhängt, wollen wir im Folgenden behandeln und 
fangen dabei mit den einfachsten Fällen an. 


Der Rest — 1. 


108. 
Satz. Von allen Primzahlen von der Form 4An"+l ist —1 
quadratischer Rest, dagegen Nichtrest von allen Primzahlen 
von der Form 4» +3. 


Von welchen Primzahlen ist — 1 Rest oder Nichtrest? 165) 


Beispiel. — 1 ist Rest der Zahlen 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 
89, 97, ... und ergiebt sich respective aus den Quadraten der Zahlen 2, 5, 
4, 12, 6, 9, 23, 11, 27, 34, 22, ...; dagegen Nichtrest der Zahlen 3, 7, 11, 
19. 23. 31, A1,46.00.67, 21, 79.89... 

Diesen Satz haben wir schon in Artikel 64 erwähnt. Der Beweis aber 
ergiebt sich leicht aus Artikel 106. Denn für eine Primzahl von der Form 
4n-+1 ist (—1)”=1, für eine Primzahl aber von der Form 4n +3 hat 
man (— 1)”T!=_— 1, Dieser Beweis stimmt mit dem am erwähnten Orte 
angeführten überein. Wegen der Eleganz und der Brauchbarkeit des Satzes 
wird es jedoch nicht überflüssig sein, denselben noch auf eine andere 
Art zu beweisen. 


109. 
Den Complex aller Reste der Primzahl p, welche kleiner sind als p, 
mit Ausschluss des Restes O0 wollen wir mit dem Buchstaben ( bezeichnen. 


Da die Anzahl dieser Reste stets gleich? ist, so ist dieselbe offenbar 


gerade, wenn p von der Form 4» + 1, dagegen ungerade, wenn p von der 
Form 4» +3 ist. Nach Analogie des Artikel 77, wo von den Zahlen im 
Allgemeinen gehandelt wurde, mögen solche Reste, deren Product=1 
(mod. p) ist, associierte Reste genannt werden; denn offenbar wird, 


1 
wenn r ein Rest ist, auch — (mod. ») Rest sein. Da nun ein und derselbe 


Rest mehrere associierte Reste unter den Resten C nicht haben kann, so 
leuchtet ein, dass alle Reste C in Klassen verteilt werden können, deren 
jede je zwei associierte Reste enthält. Nun ist klar, dass, wenn es keinen 
sich selbst associierten Rest gäbe, d. h. wenn jede Klasse je zwei ungleiche 
Reste enthielte, die Anzahl aller Reste das Doppelte der Anzahl aller Klassen 
sein würde. Giebt es dagegen irgend welche sich selbst associierte Reste, 
d. h. etliche Klassen, welche nur einen einzigen Rest, oder, wenn man lieber 
will, denselben Rest zweimal enthalten, und setzt man die Anzahl dieser 
Klassen gleich a, die der übrigen gleich db, so wird die Anzahl aller Reste 
Ü gleich «a + 2b sein. Ist daher p von der Form 4» +1, so ist a eine gerade 
Zahl; ist dagegen p von der Form 4» +3, so ist a ungerade. Andere Zahlen 
aber, als 1 und p— 1, welche kleiner als » sind, können sich nicht selbst 
associiert sein (Vgl. Artikel 77), und die erstere 1 kommt sicher unter den Resten 
vor. Daher muss im ersteren Falle 9 — 1 (oder, was hier dasselbe ist, — 1) 
Rest, im letzteren aber Nichtrest sein, denn sonst würde in jenem Falle a —=]1, 
in diesem aber «—=2 sein, was nicht möglich ist, 


110. 


Auch dieser Beweis rührt von Euler her, der auch zuerst den ersten 
gefunden hat. Vgl. Opusc. Anal. T. I. p. 135. — Man wird leicht erkennen, 
dass derselbe auf ähnlichen Principien beruht, wie unser zweiter Beweis 
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des Wilson’schen Satzes im Artikel 77”. Wenn man aber diesen Satz 
voraussetzen will, so kann man den Beweis noch leichter führen. Unter 
9— 

2 
von p und ebensoviele Nichtreste. Daher ist die Anzahl der Nichtreste 
gerade, wenn p von der Form 4» + 1, ungerade, wenn p von der Form 
4» +3 ist. Somit wird das Product aus allen Zahlen 1, 2, 3,....,p2—1 
im ersten Falle ein Rest, im zweiten ein Nichtrest (Artikel 99). Dieses Product 
ist aber stets = — 1 (mod. p); mithin ist — 1 im ersten Falle ein Rest, 
im zweiten ein Nichtrest. 


| 
quadratische Reste 


den Zahlen 1, 2, 3, ...., p— 1 giebt es nämlich 


111. 


Wenn daher r Rest irgend einer Primzahl von der Form 4» +1 ist, 
so wird auch — r Rest dieser Primzahl sein, dagegen werden alle Nicht- 
reste einer solchen Zahl, auch wenn sie mit dem negativen Zeichen ge- 
nommen werden, Nichtreste bleiben.*) Das Gegenteil ist der Fall bei den 
Primzahlen von der Form 4» + 3, deren Reste zu Nichtresten werden, wenn 
man das Vorzeichen ändert und umgekehrt. Vgl. Artikel 98. 

Übrigens leitet man aus dem Vorhergehenden leicht die allgemeine 
Regel her: — 1 ist Rest aller Zahlen, welche weder durch 4 
noch durch irgend eine Primzahl von der Form 4n + 5 teilbar 
sind, dagegen Nichtrest aller übrigen. Vgl. Artikel 103 und 100. 


Reste +2 und — 2. 


112, 

Wir gehen jetzt zu den Resten +2 und — 2 weiter. 

Sammeln wir aus der Tafel lI alle Primzahlen, deren Rest —+ 2 ist, so 
erhalten wir die folgenden: 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97. Man 
bemerkt aber leicht, dass sich unter diesen keine Zahlen von der Form 
8n +3 und 8%» + 5 finden. Wir wollen daher zusehen, ob wir diesen 
Inductionsschluss streng begründen können. 

Zunächst bemerken wir, dass jede zusammengesetzte Zahl von der 
Form 8» + 3 oder 8% + 5 notwendig einen Primfactor von einer der beiden 
Formen 8» +3 oder 8%» +5 enthält; denn offenbar lassen sich aus lauter 
Primzahlen von der Form 8% +1 und 8%-+-7 keine andern Zahlen, als solche, 
welche von der Form 8% + 1 oder 8%» +7 sind, zusammensetzen. Wenn 
daher unser Inductionsschluss allgemein richtig ist, so giebt es überhaupt 
keine Zahl von der Form 8» + 3 oder 8» + 5, deren Rest + 2 ist. So 
giebt es z. B. sicher keine Zahl von dieser Form unter 100, deren Rest 

*) Wenn wir also von einer Zahl als von einem Rest oder Nichtrest einer Zahl von 
der Form 4n +1 sprechen, so können wir das Vorzeichen derselben ganz weglassen 
oder auch ihr das doppelte Vorzeichen = beilegen. 


Von welchen Primzahlen ist =2 Rest oder Nichtrest? 77 


—+ 2 ist. Wenn aber jenseits dieser Grenze solche Zahlen vorkommen sollten, 
so möge die kleinste von allen gleich # gesetzt werden. Es wird also £ ent- 
weder von der Form 8» + 3 oder von der Form 8» +5 sein, und + 2 wird 
Rest von ihr sein, während es von allen kleineren Zahlen dieser Art Nicht- 
rest ist. Setzt man 2=a? (mod. t), so kann man @ immer so annehmen, 
dass es ungerade und zugleich kleiner als # ist (denn es besitzt a mindestens 
zwei positive Werte, die kleiner als ? sind und deren Summe gleich ? ist, von 
denen somit die eine gerade, die andere ungerade ist. (Vgl.Artikel 104 und 105)). 
Ist dies geschehen und ista — 2 + iu oder w=a? — 2, so wird a’von 
der Form 8% -+ 1, tw also von der Form 8% — 1 und daher « entweder von 
der Form 8%» +3 oder von der Form 8% +5 sein, je nachdem Z von der 
letzteren oder ersteren Form ist. Aus der Gleichung a? — 2 -+ tu folgt aber, 
dass auch 2=a? (mod. «) d. h. 2 auch Rest von « ist. Man sieht jedoch 
leicht, dass «<< # ist und dass somit ? im Widerspruche mit unserer Vor- 
aussetzung nicht die kleinste Zahl ist, für welche unser Inductionsschluss 
nicht gilt. Hieraus folgt offenbar, dass das, was wir durch Induction ge- 
funden hatten, allgemein richtig ist. 

Combinieren wir dies mit dem im Artikel 111 gefundenen Satze, so er- 
halten wir folgende Sätze: 

I. Für alle Primzahlen von der Form 8&%»-+3 ist +2 Nicht- 
rest, —2 dagegen Rest. 

II. Für alle Primzahlen von der Form 8% +5 ist sowohl + 2 
als auch — 2 ein Nichtrest. 


113. 


Durch analoge Induction findet man aus der Tafel II die folgenden 
Primzahlen, deren Rest — 2 ist: 3, 11, 17, 19, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 89, 
97”) Da sich unter diesen keine von der Form 8» +5 oder 8%» +7 vor- 
findet, so untersuchen wir, ob dieser Inductionsschluss die Bedeutung eines 
allgemeinen Satzes erhalten kann. Man zeigt auf ähnliche Weise wie im 
vorigen Artikel, dass jede zusammengesetzte Zahl von der Form 8% —+5 
oder 82 —+ 7 einen Primfactor von der Form 82 +5 oder 8% +7 enthält, 
so dass, wenn unser Inductionsschluss allgemein richtig ist, —2 überhaupt von 
keiner Zahl von der Form 8%»-+-5 oder 8%-+7 Rest sein kann. Wenn es aber 
derartige Zahlen gäbe, so möge die kleinste von allen gleich ? gesetzt und 
— 2—=a? — iu werden. Hierbei ist, wenn @ wie oben ungerade und kleiner 
als ? angenommen wird, « von der Form 8%» +5 oder 8» + 7, je nachdem 
t von der Form 8n-+7 oder 8n-+5 ist. Daraus aber, dass © +2 —= tu 
und «<<? ist, wird man leicht ableiten können, dass auch « kleiner als £ 
ist. Schliesslich wird —2 auch Rest von % sein, d. h. # ist, im Wider- 
spruche mit unserer Voraussetzung, nicht die kleinste Zahl, für welche 


*) Wenn man nämlich —2 als Product aus +2 und — 1 betrachtet. Vgl. 
Artikel 111. 
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unser Inductionsschluss nicht gilt. Daher ist notwendig — 2 Nichtrest 
aller Zahlen von der Form 8% +5 und 89 —+7. 

Verbindet man dies mit dem Satze des Artikels 111, so ergeben sich 
folgende Sätze: 

I. Von allen Primzahlen von der Form 8%»-+5 ist sowohl 
— 2 als +2 Nichtrest, wie wir schon im vorigen Artikel gefunden 
haben. 

I. Von allen Primzahlen von der Form 8% +7 ist — 2 Nicht- 
rest, +2 dagegen Rest. 

Übrigens hätten wir in jedem der beiden Beweise für 4 auch einen 
geraden Wert nehmen können; dann hätten wir aber den Fall, wo a von der 
Form 4» + 2 ist, von demjenigen, wo es von der Form 4» ist, unterscheiden 
müssen. Die Entwicklung schreitet genau ebenso vorwärts wie oben und 
unterliegt keiner Schwierigkeit. 


114. 


Es bleibt noch ein Fall übrig, nämlich der, wo die Primzahl von der 
Form 8% +1 ist. Bei diesem aber schlägt die vorige Methode fehl, vielmehr 
erfordert derselbe durchaus eigentümliche Kunstgriffe. 

Ist für einen Primzahlmodul von der Form 8» -+-1 eine beliebige 
primitive Wurzel gleich a, so ist (Artikel 62) @”=—1 (mod. 8% +1), 
welche Congruenz man auch in der Form (a?” -+ 1)’ = 2a?” (mod. 8» + 1), 
oder auch in der Form (a — 1 = — 2a” darstellen kann. Hieraus folgt, 
dass sowohl 2a?” als auch — 2a?” Rest von $Sn-+1 ist. Da aber a?” ein 
durch den Modul nicht teilbares Quadrat ist, so sind offenbar +2 und — 2 
Reste (Artikel 98)*). 


115. 


Es wird nicht unnütz sein, noch einen andern Beweis dieses Satzes 
anzufügen, der zu dem vorigen eine ähnliche Beziehung hat, wie der zweite 
Beweis (Artikel 109) des Satzes im Artikel 108 zum ersten (Artikel 108). 
Kundige werden dann leichter erkennen, dass sowohl jene wie diese beiden 
Beweise nicht so sehr verschieden sind, wie es vielleicht auf den ersten 
Blick erscheinen möchte. 

I. Für einen beliebigen Primzahlmodul von der Form 4m +1 finden 
sich unter den Zahlen 1, 2,3, ..., 4m, welche kleiner als der Modul sind, 
m Zahlen, welche einem Biquadrate congruent sein können, während die 
3m übrigen dies nicht können. j 

Man könnte dies zwar leicht aus den Prinzipien des vorigen Abschnitts 
ableiten, doch ist der Beweis auch ohne diese nicht schwierig. Wir haben 
nämlich bewiesen, dass für einen solchen Modul — 1 stets quadratischer 


*) Kürzer wird der Beweis so geführt: Es ist (a — a)? —=2 + (a" + 1) (a — 2) 
geführt: = 

und eilt Nr 2: Ma Ve lat a) und 

V—-2== (a” + a”) (mod. 8n + 1). 
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Rest ist. Ist also f 2—= _—_], so werden offenbar, wenn & irgend eine durch 
den Modul nicht teilbare Zahl ist, die Biquadrate der vier Zahlen +, 
—2, +f, —fe (die, wie man leicht sieht, einander incongruent sind) 
einander congruent sein. Ferner ist klar, dass das Biquadrat irgend einer 
Zahl, welche keiner von diesen vier congruent ist, den Biquadraten jener 
nicht congruent werden kann (denn sonst würde im Widerspruch mit 
Artikel 43 die Congruenz x«!=z*, welche vom vierten Grade ist, mehr als 
vier Wurzeln haben). Hieraus folgert man leicht, dass sämtliche Zahlen 
1, 2, 3, ..., 4m nur m incongruente Biquadrate erzeugen, denen unter den- 
selben Zahlen m Zahlen congruent sind, während die übrigen keinem 
Biquadrate congruent sein können. 

II. Nach einem Primzahlmodul von der Form 8% +1 kann —1 einem 
Biquadrate congruent werden (— 1 wird biquadratischer Rest dieser Prim- 
zahl sein). 

Die Anzahl aller biquadratischen Reste, welche kleiner als 8% +1 sind 
(die Null ausgeschlossen), ist nämlich gleich 2», d. h. gerade. Ferner 
zeigt man leicht, dass, wenn r biquadratischer Rest von 82 +1 ist, auch 


1 5 ; & 
der Wert des Ausdrucks = (mod. 8» -+-1) ein solcher Rest ist. Hiernach 


können sämtliche biquadratischen Reste in ähnlicher Weise in Klassen ver- 
teilt werden, wie wir dies im Artikel 109 mit den quadratischen Resten 
gethan haben. Ebenso schreitet auch der übrige Teil des Beweises in 
ganz derselben Weise fort wie dort. 


II. Nun sei g=— 1 und h der Wert des Ausdrucks r (mod.8»-+1). 
Dann wird (wegen gh=1): 
gEN=g+hRtIpz®+WE2. 


Nun ist aber !=-1, somit -"=g'R=g, also + ”=0 und 


(+h?’==#2, d.h. sowohl +2 wie — 2 ist quadratischer Rest von 8% +1. 


116. 

Übrigens leitet man aus dem Vorhergehenden leicht die folgende 
allgemeine Regel her: 

+2 ist Rest jeder Zahl, welche weder durch 4 noch durch 
irgend eine Primzahl von der Form 82—+3 oder 82-5 teilbar 
ist, dagegen Nichtrest aller übrigen (z. B. aller Zahlen von den 
Formen 8% +3 und 8” +5, mögen dieselben Primzahlen oder zusammen- 
gesetzte Zahlen sein). 

— 2 ist Rest jeder Zahl, welche weder durch 4 noch durch 
irgend eine Primzahl von der Form 8%-+5 oder 89—+T7 teilbar 
ist, dagegen Nichrest aller übrigen. 


Diese eleganten Sätze waren bereits dem scharfsinnigen Fermat 
bekannt, Op. Mathem. p. 168. Einen Beweis aber, in dessen Besitze er zu 
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sein behauptet, hat er nirgends mitgeteilt. Später ist ein solcher von Euler 
stets vergeblich gesucht worden; dagegen fand Lagrange zuerst einen 
strengen Beweis, Nouwv. Mem. de PAc. de Berlin 1775, ». 349, 351. Dies 
scheint Euler noch nicht bekannt gewesen zu sein, als er seine in den 
Opusc. Analyt. T. 1, p. 259 aufbewahrte Abhandlung schrieb. 


Reste +3 und —3. 


112 


Wir gehen zu den Resten +3 und — 3 über und beginnen mit dem 
letzteren. 

Von Primzahlen, deren Rest — 3 ist, findet man aus der Tafel II die 
olgenden: 3, 7, 13, 19, 31, 37, 48, 61, 67, 73, 79, 97. Unter, diesen 
kommt keine von der Form 6%» +5 vor. Dass es aber auch jenseits der 
Grenzen der Tafel keine Primzahlen von dieser Form, deren Rest — 3 ist, 
giebt, beweisen wir folgendermassen: Zunächst ist klar, dass jede zusammen- 
gesetzte Zahl von der Form 6%» + 5 notwendig einen Primfactor von eben 
derselben Form enthält. Bis zu der Grenze also, bis zu welcher es keine 
Primzahlen von der Form 6» + 5 giebt, deren Rest — 3 ist, wird es auch 
keine solchen zusammengesetzten Zahlen geben. Wenn es aber jenseits der 
Grenzen unsrer Tafel solche Zahlen gäbe, so sei die kleinste von allen gleich ? 
und es werde —3 = a? — tu gesetzt. Dann wird, wenn man a gerade und 
kleiner als 2 annimmt, «<<t und — 3 Rest von « sein. Wenn aber a von 
der Form 6% & 2 ist, so ist Zu von der Form 6%» -+-1 und daher « von der 
Form 6% +5. Dies ist aber absurd, da nach unsrer Annahme ? die kleinste 
Zahl ist, für welche unser Inductionsschluss nicht gilt. Ist aber a von 
der Forın 6», so wird Zu von der Form 36»-+-3 und daher 4iu von der Form 
12n +1, also 4u von der Form 6%» +5 sein. Offenbar aber ist —3 Rest 
von du und 44u<<t. Dies ist aber absurd. Daher ist klar, dass — 3 von 
keiner Zahl von der Form 6» —+5 Rest sein kann. 

Da jede Zahl von der Form 6» + 5 notwendig entweder unter der Ferm 
12r» +5 oder unter der Form 12» -—-11 enthalten ist und die erste wieder 
unter die Form 4» + 1, die letzte aber unter die Form 4» +3 fällt, so hat 
man folgende Sätze: 

I. Von jeder Primzahl von der Form 12» +5 ist sowohl —3 
wie -+-3 Nichtrest. 

I. Vonjeder Primzahl von der Form 12» +11 ist —3 Nicht- 
rest, +3 dagegen Rest. 


118. 
Als Zahlen, deren Rest +3 ist, findet man aus der Tafel II die ?!ol- 
genden: 3, 11, 13, 23, 37, 47, 59, 61, 71, 73, 83, 97, und unter diesen be- 
findet sich keine Zahl von der Form 12» +5 oder 12» +7. Dass es aber 
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überhaupt keine Zahlen von den Formen 12» + 5, 12» +7 giebt, deren Rest 
+3 ist, kann auf ganz dieselbe Weise bewiesen werden, wie in den Artikeln 
112, 113, 117, weshalb wir uns hier der Mühe überheben. In Verbindung 
mit Artikel 111 erhalten wir daher folgende Sätze: 

I. Von jeder Primzahl von der Form 1%» +5 ist sowohl +3 
wie — 3 Nichtrest (wie wir schon im vorigen Artikel gefunden haben). 

II. Von jeder Primzahl von der Form 19% +7 ist +3 Nicht- 
rest, —3 dagegen Rest, 


119. 


Auf diesem Wege aber lässt sich nichts hinsichtlich der Zahlen von 
der Form 12%» +1 finden, die demnach besondere Kunstgriffe erfordern. 
Auf inductivem Wege kann man zwar leicht folgern, .dass +3 und — 3 
Reste von allen Primzahlen dieser Form sind. Man braucht aber offenbar 
nur zu beweisen, dass — 3 von allen solchen Zahlen Rest ist, weil dann 
notwendig auch + 3 Rest sein muss (Artikel 111). Wir werden jedoch all- 
gemeiner beweisen, dass — 3 Resteiner jeden Primzahlvon der Form 
an +1 ist. 

Es sei p eine derartige Primzahl und a eine für den Modul p zum Ex- 
ponenten 3 gehörige Zahl (dass es solche giebt, geht aus Artikel 54 hervor, 
weil 3 ein Teiler von 9—1 ist). Dann ist also @=1 (mod. p), d. h. 
a?— 1 oder (a@-+a-+-1) (a — 1) ist durch p teilbar. Offenbar kann aber nicht 
a= 1 (mod. p) sein, da 1 zum Exponenten 1 gehört, mithin wird nicht @ — 1, 
sondern vielmehr a? -+@-+-1, also auch 4a? -- 4a +4 durch » teilbar sein, 
d. h. es ist 2a +1)? =— 3 (mod. p) oder — 3 ist Rest von p. 

Übrigens ist klar, dass dieser Beweis (welcher von dem Vorhergehenden 
unabhängig ist) auch die Primzahlen von der Form 12» +7, die wir schon 
im vorigen Artikel abgethan haben, umfasst. 

Man kann auch noch bemerken, dass diese Untersuchung nach Analogie 
der in den Artikeln 109, 115 angewandten Methode geführt werden kann, 
doch halten wir uns der Kürze wegen damit nicht auf. 


120. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich leicht folgende Sätze: (Vgl. Ar- 
tikel 102, 103, 105): 

I. —3ist Rest aller Zahlen, welche weder durch8Snoch durch 
9 noch durch irgend eine Primzahl von der. Form 6n-+5 teilbar 
sind, dagegen Nichtrest aller übrigen. 

U. +3ist Rest allerZahlen, welchewederdurch4nochdurch 
9 noch durch irgend eine Primzahl von der Form 1%n-+5 oder 
12n +7 teilbar sind, dagegen Nichtrest aller übrigen. 

Insbesondere möge man sich folgenden speciellen Fall merken. 

— ist Restaller Primzahlen von der Form 3%" +1, oder, was 


dasselbe ist, aller Primzahlen, welche Reste von 3 sind, Nicht- 
Gauss. 6 
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rest dagegen aller Primzahlen von der Form 6% +5 oder, mit 
Ausschluss von 2, aller Primzahlen von der Form 3» +2, d. h. 
aller derer, die Niehtreste von 3 sind. Man erkennt leicht, dass 
hieraus alle übrigen Fälle von selbst folgen. 


Die auf die Reste +3 und — 3 bezüglichen Sätze sind schon Fermat 
bekannt gewesen, Opera Wallisü, T. II. p. 857, doch gab zuerst Euler 
die Beweise, Comm. Nov. Petr. T. VIII p. 105 u. f. Um so mehr muss 
man sich wundern, dass die Beweise der auf die Reste +2 und — 2 bezüg- 
lichen Sätze, die auf ganz ähnlichen Kunstgriffen beruhen, seinem Scharf- 
sinn stets entgangen sind. Man vergleiche auch die Abhandlung von La- 
grange, Nouv. Mem. de l’Ac. de Berlin 1775 x. 352. 


Reste +5 und —5. 


121. 


Durch Induetion findet man, dass + 5 von keiner ungeraden Zahl von 
der Form 5» +2 oder 5» +3 Rest ist, d. h. von keiner ungeraden Zahl, 
welche Nichtrest von 5 ist. Dass aber diese Regel keine Ausnahme 
erleidet, wird so bewiesen: Es sei, wenn es eine giebt, die kleinste Zahl, 
welche von dieser Regel auszunehmen ist, gleich Z, so dass dieselbe Nicht- 
rest der Zahl 5 ist, während 5 Rest von t ist. Es sei ferner @=5 + tu, 
so dass a gerade und kleiner als # ist. Dann wird also « ungerade und 
kleiner als £, +5 aber Rest von « sein. Wenn nun a nicht durch 5 teil- 
bar ist, so wird dasselbe von « gelten; offenbar aber ist tw Rest von 
5, somit wird, da 4 Nichtrest von 5 ist, auch « Nichtrest von 5 sein. 
D. h. es giebt einen ungeraden Nichtrest der Zahl 5, dessen Rest + 5 ist 
und der kleiner als # ist. Dies steht aber im Widerspruch mit unsrer 
Voraussetzung. Ist dagegen a durch 5 teilbar, so setze man a=5b und 
u—= dv, so wird w=—1==4 (mod.5), d. h. iv wird Rest der Zahl 5 sein. 
Im Übrigen schreitet der Beweis ebenso fort, wie im ersteren Falle. 


122. 


Von allen Primzahlen also, welche zu gleicher Zeit Nicht- 
reste von 5 und von der Form 4» +1 sind, d. h. von allen Prim- 
zahlen von der Form 20» +13 oder 20%» +17, sind +5 und —5 
Nichtreste; von allen Primzahlen von der Form 20» +3 oder 
20n +7 dagegen ist +5 Nichtrest, —5 aber Rest. 

Auf ganz analoge Weise kann man zeigen, dass — 5 Nichtrest ist von 
allen Primzahlen von einer der Formen 20%» + 11, 20%» + 13, 20n + 17, 
20n + 19, und hieraus folgt, wie man leicht sieht, dass +5 Rest ist von 
allen Primzahlen von der Form 20%» + 11 oder 20» + 19, dagegen Nicht- 
rest aller derer von der Form 20» +13 oder 20%» +17. Und da jede 
Primzahl ausser 2 und 5 (von denen #5 Rest ist) in irgend einer der 
Formen 20%» +1, 3,7, 9, 11, 13, 17, 19 enthalten ist, so kann man offenbar 
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bereits über alle ein Urteil fällen, ausser über diejenigen, welche von 
der Form 20%» + 1 oder von der Form 20» +9 sind. 


123. 

Durch Induction findet man leicht, dass +5 und — 5 Reste aller 
Primzahlen von der Form 20» +1 oder 20-9 sind. Wenn, nun 
dies allgemein richtig wäre, so hätte man das elegante Gesetz, dass 
+5 Rest ist aller Primzahlen, welche Reste von 5 sind (denn diese 
sind in einer der beiden Formen 5% +1 oder 5» +4 oder in irgend einer 
der Formen 20» ++ 1, 9, 11, 19 enthalten und von der dritten und vierten 
der letztern ist jenes bereits bewiesen worden), Nichtrest aber von allen 
ungeraden Primzahlen, welche Nichtreste von 5 sind, wie wir 
schon oben bewiesen haben. Es ist aber klar, dass dieser Satz genügt, um 
zu entscheiden, ob +5 (und somit auch —5, wenn man dies als Product 
aus +5 und — 1 betrachtet) Rest oder Nichtrest irgend einer gegebenen 
Zahl ist. Schliesslich möge man die Analogie dieses Satzes mit demjenigen, 
welchen wir im Artikel 120 hinsichtlich des Restes — 3 angeführt haben, 
bemerken. 

Die Bestätigung jenes Inductionsschlusses ist jedoch nicht allzu leicht. 
Ist eine Primzahl von der Form 20» +1 oder allgemeiner von der Form 
9n +1 gegeben, so kann man die Sache in ähnlicher Weise erledigen, wie 
in den Artikeln 114, 119. Ist nämlich a irgend eine für den Modul 5» +1 
zum Exponenten 5 gehörige Zahl (dass es dergleichen giebt, geht aus dem 
vorigen Abschnitt hervor), so ist = 1 oder (a—1) (a +a?+a?+a+1)=0 
(mod. 5% +1). Da aber nicht «=1 und somit auch nicht «— 1=0 sein 
kann, so wird notwendig a@ +a® +a?+a-+1=0 sein. Daher ist auch 
4 +a®+a +a+D)= (2a? +a + 2%)? — 5a?=0, d.h. 5a? ist Rest von 
59n +1, und somit ist auch 5 Rest von 5%» +1, weil a? ein durch 599» +1 
nicht teilbarer Rest ist (denn @ ist durch 5%» + 1 nicht teilbar wegen 8 =1). 

Der Fall aber, wo eine Primzahl von der Form 5» +4 gegeben ist, 
erfordert tieferliegende Hülfsmittel. Da jedoch die Sätze, mit deren Hülfe 
die Sache erledigt wird, im folgenden allgemeiner werden behandelt werden, 
so wollen wır sie hier nur kurz berühren. 

I. Wenn p eine Primzahl und db ein gegebener quadratischer Nichtrest 
von p ist, so ist der Wert des Ausdrucks 


(+ yo — (a YBypr! 
(M a 
yb 

(aus welchem, wie man leicht sieht, die Irrationalität nach der Entwicklung 
herausfällt) durch » teilbar, welche Zahl man auch für x nehmen möge. 
Aus dem blossen Anblick der Coeffieienten, welche aus der Entwicklung 
von A erhalten werden, geht nämlich hervor, dass alle Glieder vom zweiten 
bis zum vorletzten einschliesslich durch p teilbar sind und dass somit 


6* 
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nl 


A=2(p-+1)(a® +ab ? )(mod.p) ist, Da aber d Nichtrest von p ist, so 
2-1 


ist b * =— 1 (mod. p) (Artikel 106); «? ist aber stets =x (nach vorigem 
Abschnitt); somit A=0. 

U. In der Congruenz A=0 (mod.p) hat die Unbestimmte x p Dimen- 
sionen und sämtliche Zahlen 0, 1, 2,..., o—1 sind Wurzeln derselben. 
Nimmt man nun an, dass e ein Teiler von 9-+1 sei, so wird der Ausdruck 


@+ VD —-@— yD) 
/6 


(den wir mit B bezeichnen) nach der Entwicklung von der Irrationalität 
frei werden, die Unbestimmte & wird in ihm e— I Dimensionen besitzen, 
und es wird, wie aus den ersten Elementen der Analysis bekannt ist, A 
durch B (unbestimmt) teilbar sein. Nun behaupte ich, dass es e— 1 Werte 
von x giebt, welche, in B eingesetzt, B durch p teilbar machen. Setzt man 


Congruenz C=0 (mod. p) nicht mehr als p— e-+ 1 Wurzeln besitzen. 
Hieraus folgt leicht, dass alle übrigen e— 1 Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 
3, ..., 2— 1 Wurzeln der Congruenz B=0 sind. 

II. Man nehme nun an, dass p von der Form 5%» +4, e=5, b Nicht- 
rest von p und die Zahl a derart bestimmt sei, dass der Ausdruck 


(a+ Yb — a— YB) 


yb 


durch p teilbar ist. Jener Ausdruck aber ist: 


— 1004 + 20420 + 20? — 2 ((d + 5a?)? — 20at); 


somit wird auch (b + 5a?)? — 20a* durch p teilbar, d. h. 20«* ist Rest von p. 
Da aber 4a* ein durch p nicht teilbarer Rest ist (denn man sieht leicht, 
dass a durch p nicht teilbar ist), so wird auch 5 Rest von p sein, was be- 
wiesen werden sollte. 

Hieraus geht hervor, dass der im Anfang dieses Artikels angegebene 
Satz allgemein richtig ist. 

Wir bemerken noch, dass man die Beweise für beide Fälle Lagrange 
verdankt, Mem. de !Ac. de Berlin 1775 ». 352 u. fl 


Ueber + 7. 


124. 
Durch ein ähnliches Verfahren beweist man, 


m 


dass —7 Nichtrest ist von jeder Zahl, die Nichtrest von 7 ist. 
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Durch Induction aber kann man schliessen, 
dass —7 Rest ist von jeder Primzahl, die Rest von 7 ist. 


Dies ist jedoch bisher von Niemand streng bewiesen worden. Zwar ist 
für diejenigen Reste von 7, welche von der Form 4» — 1 sind, der Beweis 
leicht. Denn auf dem aus dem Vorhergehenden genugsam bekannten Wege 
kann man zeigen, dass + 7 stets Nichtrest und somit — 7 Rest derartiger 
Primzahlen ist. Aber hiermit ist wenig gewonnen, da man die übrigen 
Fälle nicht nach dieser Methode behandeln kann. Nur einen Fall können 
wir noch auf ähnliche Weise wie in Artikel 119 und 123 erledigen. Ist 
nämlich p eine Primzahl von der Form 7» +1 und a für den Modul » 
eine zum Exponenten 7 gehörige Zahl, so sieht man leicht, dass der Ausdruck 

4a’ —1) 


a ie (20°+ a? — a — 2)?+ 7(a?+ a)? 


durch p teilbar und somit — 7(a?--a)? Rest von p ist. Es ist aber 
(a?+.a)? als Quadrat Rest von » und überdies nicht teilbar durch p; denn 
da « der Annahme nach zum Exponenten 7 gehört, so kann es weder 
=( noch =—1(mod.p) sein, d. h. es ist weder « noch +1 durch » 
teilbar und daher auch nicht das Quadrat («+ 1)?a?2. Somit ist offenbar 
auch 7 Rest von 9, was bewiesen werden sollte. — Für die Primzahlen von 
der Form 7n +2 oder 7n-+-4 aber schlagen alle bisher angegebenen 
Methoden fehl. Übrigens ist auch dieser Beweis zuerst von Lagrange 
gefunden worden, a. a. 0. — Unten im Abschnitt VII werden wir allgemein 
beweisen, dass der Ausdruck Sen) immer auf die Form X? £pY? (wo 


das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn p eine Primzahl von der Form 
4n +1, das untere, wenn es eine solche von der Form 4» + 3 ist) gebracht 
werden kann, wo X und Y rationale von Brüchen freie Functionen von & 
sind. Diese Zerlegung hat Lagrange über den Fall 9=1 hinaus nicht 
ausgeführt. Vgl. a. a. O. S. 352. 


Vorbereitung auf die allgemeine Untersuchung. 


125. 


Da somit die vorher angewandten Methoden zur Führung der allgemeinen 
Beweise nicht ausreichen, ist es Zeit, eine andere von diesem Mangel freie 
Methode darzulegen. Wir beginnen mit einem Satze, den zu beweisen 
unsern Bemühungen lange nicht gelingen wollte, obwohl die Richtigkeit 
desselben auf den ersten Blick so offenbar zu sein scheint, dass manche 
nicht einmal die Notwendigkeit eines Beweises anerkannt haben. Es ist 
der folgende: Jede beliebige Zahl, mit Ausnahme der positiv 
genommenen Quadrate, ist Nichtrest irgend welcher Prim- 
zahlen. Da wir uns aber dieses Satzes nur als eines Hülfssatzes zum 
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Beweise anderer bedienen werden, so entwickeln wir hier nur diejenigen 
Fälle, deren wir zu diesem Zweck bedürfen. Die Richtigkeit der übrigen 
Fälle wird später von selbst sich ergeben. Wir zeigen daher, dass jede 
Primzahl von der Form 4n-+1, mag sie positiv oder negativ 
genommen werden*), Nichtrest irgendwelcher Primzahlen ist, 
und zwar (falls sie >5 ist) von solchen, die kleiner als sie selbst sind. 

Zunächst sei, wenn eine Primzahl p von der Form 4» +1 (und 
>17; jedoch ist — 13 Nichtrest von 3, —17 Nichtrest von 5), die 
negativ genommen werden soll, gegeben ist, 2@ die erste gerade Zahl, 
welche grösser ist als Vp; dann sieht man leicht, dass stets 44?<< 2p oder 
4a’ —p<<p ist. Nun ist aber 4a’—p von der Form 4» -+-3, während 
—+-p quadratischer Rest von 4a?— p ist (da pZ= 4a? (mod. da? — »)). Wenn 
daher 4a°—p eine Primzahl ist, so wird — p Nichtrest von ihr sein; wenn 
nicht, so muss notwendig irgend ein Factor von 4a?—» von der Form 
4n +3 sein, und da -+p auch von diesem Rest sein muss, so wird —9 
Nichtrest desselben sein. 

Bezüglich der Primzahlen, welche positiv genommen werden sollen, 
unterscheiden wir zwei Fälle. Zuerst sei p eine Primzahl von der Form 


8n +5. Ist. a eine beliebige positive Zahl < Ip, so ist 8n + 5 — 2a? 


eine positive Zahl von der Form 82 +5 oder 8% +3 (je nachdem «a gerade 
oder ungerade ist) und daher notwendig durch irgend eine Primzahl von 


der Form 8% +3 oder 8% +5 teilbar, da das Product aus beliebig vielen 
Zahlen von der Form 8% +1 und 8% +7 weder die Form 8% +3 noch die 
Form 8» + 5 haben kann. Ist dieselbe gleich g, so wird 8» -- 5 = 2a? (mod.g). 
Nun ist aber 2 Nichtrest von q (Artikel 112), somit auch 2a?**) und 8% -+ 5. 


126. 


Dass aber jede Primzahl von der Form 8% + 1, positiv genommen, stets 
Nichtrest irgend einer Primzahl ist, welche kleiner als sie selbst ist, lässt 
sich nicht durch so auf der Hand liegende Hülfsmittel beweisen. Da jedoch 
diese Wahrheit von der grössten Wichtigkeit ist, können wir einen strengen 
Beweis, obwohl derselbe ziemlich weitläufig ist, nicht übergehen. Wir schicken 
voraus den folgenden 

Hülfssatz, Wenn man zwei Reihen von Zahlen 


Br 2 G 
De 


(ob die Anzahl der Glieder in beiden dieselbe ist oder nicht, darauf kommt 
es nicht an) von solcher Beschaffenheit hat, dass, wenn p irgend 
eine Primzahloder eine Potenz einer Primzahl, welchein irgend 


*) Dass + 1 ausgenommen werden muss, ist von selbst klar. 
**) Artikel 98. Offenbar ist nämlich a? ein durch g nicht teilbarer Rest von g, 
denn sonst würde auch die Primzahl p durch g teilbar sein, was absurd ist, 
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einem Gliede (oder auch in mehreren Gliedern) der zweiten 
Reihe aufgeht, bezeichnet, mindestens ebenso viele Glieder in 
der ersten Reihe durch p teilbar sind, wie in der zweiten, so 
behaupteich, ist das Product aus allen Zahlen (I) teilbar durch 
das Product aus allen Zahlen (U). 

Beispiel. Besteht (I) aus den Zahlen 12, 18, 45, (II) aus den Zahlen 
3,4, 5, 6, 9, so sind durch 2, 4, 3, 9, 5 in (I) respective 2, 1, 3, 2, 1 
Glieder, in (II) respective 2, 1, 3, 1, 1 Glieder teilbar. Das Product aus 
allen Gliedern von (I), welches gleich 9720 ist, ist aber teilbar durch das 
Product aller Glieder von (II), nämlich durch 3240. 

Beweis. Ist das Product aus allen Gliedern (I) gleich @, das Product 
aus allen Gliedern (II) gleich Q', so ist offenbar jede Primzahl, welche Teiler 
von @' ist, auch Teiler von Q. Wir werden nun zeigen, dass jeder Prim- 
factor von Q’ in Q mindestens ebenso viel Dimensionen besitzt, wie in @. 
Es sei p ein solcher Teiler und man nehme an, dass in der Reihe (I) «a 
Glieder durch », 5b Glieder durch »2, c Glieder durch p®, u. s. w. teilbar 
seien und dass die Buchstaben «a b’ c', ... für die Reihe (II) die analoge 
Bedeutung haben, so sieht man leicht, das pin Q@a+b+c+::,„in@ 
aber « +b’-+c’-+:-- Dimensionen hat. Nun ist aber nach Voraussetzung 
a’ sicher nicht grösser als a, b’ nicht grösser als db, u. s. w., somit sicher 
@+d+c+ +... nicht >@a-+5b-+c+--- — Da mithin keine Primzahl 
in Q' mehr Dimensionen haben kann, als in Q, so ist Q durch @’ teilbar 
(Artikel 17). r 


127. 


Hülfssatz. In der Progression 1,2, 3,4,..., nkann es nicht 
mehr durch irgend eine Zahl Ah teilbare Glieder geben, als in 
der aus ebensovielen Gliedern bestehenden Reihe a, a +1, 
a+2,..,a+n—l. 

Man sieht nämlich ohne Schwierigkeit, dass, wenn » ein Vielfaches 
von Ah ist, in jeder der beiden Progressionen . Glieder durch Ah teilbar 
sind. Ist jenes nicht der Fall, so setze man n= eh + f, so dass f<h ist; 
dann werden in der ersten Reihe e Glieder, in der zweiten aber entweder 
ebenso viel oder e-+ 1 Glieder durch %h teilbar sein. 

Hieraus folgt als Zusatz der aus der Lehre von den figurierten Zahlen 
bekannte, aber bisher, wenn wir nicht irren, noch von Niemand direct 
bewiesene Satz, dass 


a(a+1) (a+2) ---(a+n—]) 
Beacenalcsen N 


immer eine ganze Zahl ist. 
Schliesslich hätte man diesen Hülfssatz allgemeiner so aus- 
sprechen können: 
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Insdor Progressionaa+ La +2... orn—i giebt es 
mindestens ebenso viele einer gegebenen Zahl r nach dem 
Modul h congruente Glieder, als es in der Reihe I 
durch %h teilbare Glieder giebt. 


128. 
Satz. Ist airgend eine Zahl von der Form + l, pirgend 
eine zu a prime Zahl, deren Rest +a ist, schliesslich m eine 
beliebige Zahl, so behaupte ich, dass es in der Progression 


a, 4a — 1), Xa— 4), $a— 9), Xa— 16), ..., Xa— m?) oder Ya — m?), 


Je nachdem m gerade oder ungerade ist, mindestens ebenso 
viele durch » teilbare Glieder giebt als in der folgenden: 


12, 9....,20 el: 


Die erste Progession bezeichnen wir mit (I), die zweite mit (I). 

Beweis. I. It p=2, so werden in (I) alle Glieder mit Ausnahme des 
ersten d. h. m Glieder durch » teilbar sein; ebensoviele auch in (ID. 

Il. Ist p eine ungerade Zahl oder das Doppelte oder Vielfache einer 
‚ ungeraden Zahl und a==r? (mod. p), so werden in der Progression — m, 
— (m —1), —(m— 2), ...., + m (welche in der Anzahl der Glieder mit 
(U) übereinstimmt und mit (III) bezeichnet werden möge) mindestens 
ebenso viele der Zahl r nach dem Modul » congruente Glieder enthalten 
sein, als es in der Reihe (II) durch » teilbare Glieder giebt (nach vorigem 
Artikel). Unter jenen können sich aber nicht zwei, die sich nur durch das 
Vorzeichen, nicht aber durch die Grösse unterscheiden, vorfinden.*) Schliesslich 
wird jedes derselben in der Reihe (I) ein entsprechendes haben, welches 
durch p teilbar ist. Wenn nämlich +5 irgend ein Glied der Reihe (III) 
ist, welches » nach » congruent ist, so wird a—b? durch p teilbar sein, 
Ist nun b gerade, so ist das Glied 2 («— b2) der Reihe (I) durch p teilbar. 


Ist aber b ungerade, so ist das Glied 4(a — 52) durch p teilbar; denn 


7 


EEE 
offenbar ist -* 5 eine gerade ganze Zahl, da a— 52 durch 8, p aber 


höchstens durch 4 teilbar ist (denn « ist nach Voraussetzung von der 
Form 8%» + 1, 5? aber ist aus dem Grunde, weil es das Quadrat einer 
ungeraden Zahl ist, von derselben Form, somit ist ihre Differenz von der 
Form 8»). Hieraus schliesst man endlich, dass in der Reihe (I) ebenso 
viele Glieder durch » teilbar sind, als es in der Reihe (III) der Zahl r nach 
dem Modul p congruente Glieder giebt, d.h. ebenso viel oder mehr Glieder, 
als in (II) durch » teilbar sind. 


*) Wäre nämlich r=—f=-+-f (mod. p), so würde 2/ durch p teilbar und 
somit auch (wegen ??= a (mod.p)) 2a durch p teilbar sein. Dies ist aber nur 
möglich, wenn p=2 ist, da nach Voraussetzung a prim zu p ist. Über den Fall 
p==2 haben wir aber bereits besonders gehandelt. 
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III. Es sei 9 von der Form 8%» und a=r? (mod. 2p). Denn man sieht 
leicht, dass a, da es nach Voraussetzung Rest von p ist, auch Rest von 2p 
sein wird. Dann wird es in der Reihe (III) mindestens ebenso viele # nach 
dem Modul » congruente Glieder geben, als in (II) durch 9» teilbar sind, 
und jene werden sämtlich der Grösse nach verschieden sein. Aber einem 
jeden von ihnen wird in der Reihe (I) irgend ein durch p teilbares Glied 
entsprechen. Denn wenn +5 oder —b=r (mod.p) ist, so wird D=r? 
“(mod. 2p)*) und daher ist das Glied 4(«—b)? durch » teilbar. Somit 
giebt es in (I) mindestens ebenso viele durch p teilbare Glieder wie in (II). 


129. 

Satz. Ist @« eine Primzahl von der Form 8r +1, so giebt es 
unterhalb 2ya + l notwendig irgend eine Primzahl, von welcher 
a Nichtrest ist. 

Beweis. Es sei, wenn dies möglich ist, « Rest aller Primzahlen, 
welche kleiner als 2 /a + 1 sind. Dann sieht man leicht, dass « auch von 
allen zusammengesetzten Zahlen, die kleiner als 2a +1 sind, Rest sein 
wird (man vergleiche die Regeln, nach denen man entscheiden kann, ob 
eine gegebene Zahl von einer zusammengesetzten Zahl Rest ist oder nicht, 
Artikel 105). Es sei die grösste ganze Zahl unterhalb ya gleich m, so 
werden in der Reihe 
(D a, J(a—1), 2(a—4), a—9), ..., 2(a—m?) oder $(a— m?) 
ebenso viele oder mehr durch eine unterhalb 2ya + 1 liegende Zahl teilbare 
Glieder vorkommen wie in der folgenden: 

(II) 1, 2, 3, 4, ..., 2m +1 (nach vorigem Artikel). 


Hieraus folgt aber, dass das Product aus allen Gliedern der Reihe (I) 

durch das Product aus allen Gliedern der Reihe (II) teilbar ist (Artikel 126). 

Jenes ist aber entweder gleich a(a — 1) (a— 4)... (a — m?) oder gleich der 

Hälfte dieses Products (je nachdem »m gerade oder ungerade ist). Daher ist 

das Product a(a— 1)(a—4) ... (a — m?) sicher durch das Product aller 

Glieder (II) und, da alle diese Glieder prim zu @ sind, auch jenes Product 

« nach Weglassung des Factors a teilbar. Das Product aus allen Gliedern (II) 
kann aber auch folgendermassen dargestellt werden: 


(m +1) [m + 1? — 1] [(m + 2? — 4] - [(m + 1)? — m2]. 
Somit wird 
1 a—]1 a—4 a — m? 
m+l m+2—1 m+1%?—4 "(m 1)?— m? 
*) Es ist nämlich #— r?=(b—r)(b-+r) aus zwei Factoren zusammengesetzt, 


von denen der eine durch p (nach. Voraussetzung), der andere (weil sowohl 5 als r 
ungerade ist) durch 2 teilbar ist; somit ist 59° — r? durch 2 teilbar. 
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eine ganze Zahl sein, obwohl es ein Product aus Brüchen ist, die kleiner 
als 1 sind; denn da ya notwendig irrational sein muss, so ist m + 1 >ya 
und daher (m + 1)?>a, Hieraus folgt schliesslich, dass unsere Annahme 
nicht stattfinden kann. 

Weil nun a sicher > 9 ist, so wird 2ya+ 1<<a, und somit giebt es 
unterhalb a irgend eine Primzahl, von welcher « Nichtrest ist. 


Durch Induction wird ein allgemeiner (fundamentaler) Satz 
begründet und daraus werden Schlüsse gezogen. 


130. 


Nachdem wir streng bewiesen haben, dass jede Primzahl von der Form 
4n + 1, sowohl positiv wie negativ genommen, Nichtrest irgend einer Prim- 
zahl ist, die kleiner als sie selbst ist, gehen wir sogleich zur genaueren und 
allgemeineren Vergleichung der Primzahlen, insofern die eine Rest oder 
Nichtrest einer andern ist, über. 

Oben haben wir in aller Strenge bewiesen, dass —3 und -+5 Reste 
oder Nichtreste aller Primzahlen sind, welche respective Reste oder Nicht- 
reste von 3 oder 5 sind. 

Durch eine mit den folgenden Zahlen angestellte Induction findet man, 
dass —7, —11, +13, +17, —19, —23, +29, —31, + 37, +41, — 48, 
— 47, +53, —59 u. s. w. Reste oder Nichtreste aller Primzahlen sind, welche, 
positiv genommen, respective von jenen Primzahlen Reste oder Nichtreste sind. 
Diese Induction kann leicht mittelst der Tafel II durchgeführt werden. 

Bei nur einiger Aufmerksamkeit wird jedermann bemerken, dass von 
diesen Primzahlen diejenigen, welche von der Form 4» +1 sind, mit 
positivem, diejenigen aber, welche von der Form 4» +3 sind, mit negativem 
Vorzeichen behaftet sind. 


131. 


Wir werden bald beweisen, dass das, was wir hier durch Induction ge- 
funden haben, allgemein richtig ist. Bevor wir uns aber dieser Mühe unter- 
ziehen, wird es nötig sein, alles, was aus jenem Satze folgt, sofern er als 
richtig angenommen wird, anzugeben. Den Satz selbst sprechen wir fol- 
gendermassen aus: 

Ist » eine Primzahl von der Form 4%» +1, so wird +p, ist 
dagegen p eine solche von der Form 4» +35, so wird —p Rest 
oder Nichtrest jeder Primzahl sein, welche, positiv genommen, 
Rest oder Nichtrest von p ist. 

Da fast alles, was sich über die quadratischen Reste sagen lässt, auf 
diesem Satze beruht, so wird die Bezeichnung „Fundamentalsatz“, die wir 
im Folgenden gebrauchen werden, für denselben nicht unpassend sein. 

Um unsere Schlüsse so kurz wie möglich darstellen zu können, werden 
wir mit a, a, @',... Primzahlen von der Form 4» +1, mit.b, d, b",... 
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Primzahlen von der Form 4» + 3, ferner mit A, 4/, 4”, ... beliebige Zahlen 
von der Form 4»--1 und mit B, B’, B”’, ... beliebige Zahlen von der 
Form 4» +3 bezeichnen. Schliesslich soll der zwischen zwei Grössen ge- 
setzte Buchstabe R andeuten, dass der erste Rest des folgenden ist, und der 
Buchstabe N soll die entgegengesetzte Bedeutung haben. Z. B. bedeutet 
+5Rll, &2N5, dass + 5 Rest von 11, +2 oder — 2 Nichtrest von 5 ist. 
Hält man nun den Fundamentaisatz mit den Sätzen des Artikel 111 zu- 
sammen, so leitet man leicht folgende Sätze ab: 


Ist so ist 
1. & aRa + «Ra 
2 = aNa = «Na 
+ ab | 
DD] —- 2) 
7 SR aNb [ —_ bRa 
+aNDd | 
/ \ — ıhN 
4. REN] bNa 
-—- a.Rb 
FR — 7, 
0%: bRa | a 
ee —+aNb 
6. = DbNa | N 
7 oh \ Fr b' Nb 
: und | \— b’Rb 
m. DNND, | f+5bRb 
— bRb | \—b'Nb 
139: 


Hierin sind alle Fälle, welche bei der Vergleichung zweier Primzahlen 
vorkommen können, enthalten; das Folgende bezieht sich auf beliebige 
Zahlen, doch liegen die Beweise dafür nicht so auf der Hand. 


Ist so ist 
9, & aRA = ARa 
—+ ARb 

—H > 

10. i bRA I 
m +aRB = BRa 
19, — aRB = BNa 
Er a f Dh 
id. + bRB es BND 
ER [+ BRb 
14. — bRB | \ NE 


Da die Beweise aller dieser Sätze aus denselben Prinzipien abzuleiten 
sind, wird es nicht nötig sein, alle ausführlich anzugeben; der Beweis des 
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Satzes 9, den wir anführen, kann als Beispiel dienen. Vor allem aber möge 
bemerkt werden, dass jede Zahl von der Form 4» + 1 entweder gar keinen 
Factor von der Form 4n + 3 hat oder zwei oder vier u. s. w., d.h. dass die 
Anzahl derartiger Factoren (unter denen auch gleiche sich befinden können) 
stets gerade ist, dass dagegen jede Zahl von der Form 4n + 3 stets eine 
ungerade Anzahl Factoren von der Form 4" +3 (d.h. entweder einen oder 
drei oder fünf u. s. w.) enthält. Die Anzahl der Factoren von der Form 
4n +1 bleibt unbestimmt. N 

Der Satz 9 wird folgendermassen bewiesen: Es sei A das Product aus 
den Primfactoren a’, @’,a’",...,b,b,b”,..., wo die Anzahl der Factoren 
b,b',b”,... gerade ist (doch können auch gar keine solche vorhanden sein, 
was auf dasselbe hinauskommt). Wenn nun a Rest von A ist, so wird es 
auch Rest von allen Factoren a’, a’, a”',...,b,b',b’,... sein, somit sind 
nach den Sätzen 1 und 3 des vorhergehenden Artikels diese einzelnen 
Factoren und daher auch ihr Product A Reste von a. Dasselbe muss aber 
auch — A sein. — Wenn aber —a von A und daher auch von den einzelnen 
Factoren @', @',...,b,b,... Rest ist, so werden die einzelnen Factoren 
a’, a@',... Reste von a, die. Factoren b, b’,... aber Nichtreste sein. Da 
jedoch die Anzahl der letzteren gerade ist, so ist das Product aus allen 
d.h. A Rest von a und somit auch — A. 


133. 


Wir stellen die Untersuchung noch allgemeiner an. Wir 
betrachten zwei beliebige zu einander prime ungerade Zahlen P und Q, die 
mit irgendwelchen Vorzeichen behaftet sind. Man denke sich P ohne 
Rücksicht auf sein Vorzeichen in seine Primfactoren zerlegt und bezeichne 
mit p, wie viele unter diesen sich finden, von denen Q Nichtrest ist. 
Kommt aber irgend eine Primzahl, von welcher © Nichtrest ist, mehrere 
Male unter den Factoren von p vor, so ist es auch mehrere Male zu zählen. 
Analog sei g die Anzahl der Primfactoren von Q, von denen P Nichtrest 
ist. Dann werden die Zahlen p und q in einer gewissen Beziehung zu 
- einander stehen, die von der Natur der Zahlen P, @ abhängt. Wenn 
nämlich die eine der Zahlen p, q gerade oder ungerade ist, wird die Form 
der Zahlen P, Q zeigen, ob die andere gerade oder ungerade ist. Diese 
Beziehung ist in der folgenden Tafel dargestellt. i 

Die Zahlen p, g werden gleichzeitig gerade oder ungerade sein, wenn 
die Zahlen P, @ die Formen haben: 


u +4 
2 
a A, 
= AR — B 
is EM 
+B, Bi 
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Dagegen wird von den Zahlen p, q die eine gerade, die andere ungerade 
sein, wenn die Zahlen ?, @ die Formen haben: 


7 — 4, +B 

8. — A, —B 

9, +B, + B 
10. —B, — .B'*) 


Beispiel. Die gegebenen Zahlen seien — 55 und -+1197, die zum 
vierten Fall gehören. Es ist aber 1197 Nichtrest eines einzigen Primfactors 
von 55, nämlich von der Zahl 5, — 55 aber Nichtrest dreier Primfactoren 
von 1197, nämlich von den Zahlen 3, 3, 19. 

Wenn P und @ Primzahlen bezeichnen, so gehen diese Sätze in 
diejenigen über, die wir im Artikel 131 angeführt haben. Hier können 
nämlich p und g nicht grösser werden als 1; wird daher » als gerade 
vorausgesetzt, so muss es notwendig = sein, d. h. Q ist Rest von P; ist 
aber p ungerade, so ist @ Nichtrest von P. Und umgekehrt. Schreibt 
man also hier a, b an Stelle von A, B, so folgt aus 8), dass, wenn — a 
Rest oder Nichtrest von 5b ist, — b Nichtrest oder Rest von a ist, was mit 
3) und 4) des Artikels 131 übereinstimmt. 

Allgemein aber ist klar, dass Q nur Rest von P sein kann, wenn p—= 0 
ist; ist also p ungerade, so ist @ sicher Nichtrest von 2. 

Hieraus können auch die Sätze des vorhergehenden Artikels ohne 
Schwierigkeit abgeleitet werden. 

Übrigens wird bald klar werden, dass diese allgemeine Darstellung 
mehr ist als eine unfruchtbare Spekulation, da der vollständige Beweis des 
Fundamentalsatzes kaum ohne dieselbe geführt werden kann. 


134. 


Wir gehen nun zur Ableitung dieser Sätze. 

I. Man denke sich, wie vorher, .P in seine Primfactoren mit Weglassung 
der Vorzeichen zerlegt und löse ferner auch Q@ auf irgendwelche Weise in 
Factoren auf, doch so, dass das Vorzeichen von @ in Rücksicht gezogen 
wird. Man combiniere darauf jeden einzelnen von jenen mit jedem einzelnen 
von diesen. Wenn dann s die Anzahl aller Combinationen bezeichnet, in 
welchen ein Factor von @ Nichtrest ist eines Factors von P, so werden p 
und s entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sein. Denn 
sind f, f, f‘,... die Primfactoren von P, und giebt es unter den Factoren, 
in welche @ aufgelöst ist, m, welche Nichtreste von f sind, m’ Nichtreste 
von f', m’ Nichtreste von f” u.s. w., so wird man leicht sehen, dass 


s=m+m+m'—+--- 


*) Ist 2=1, wenn beide Zahlen P, Q==3 (mod. 4) sind, sonst 7=0, 
m=]1, wenn beide Zahlen P, @ negativ sind, sonst m = 0, 
so hängt jene Beziehung von Z-+m ab. 
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ist, dass aber p ausdrückt, wie viele unter den Zahlen m, m’, m”, ... un- 
gerade sind. Hieraus geht von selbst hervor, dass s gerade sein wird, wenn 
p gerade, dagegen ungerade, wenn p ungerade ist. 

II. Dies gilt allgemein, auf welche Weise auch @ in Factoren zerlegt 
sein möge. Gehen wir jetzt zu speciellen Fällen über und betrachten wir 
zuerst die Fälle, wo die eine der Zahlen, P, positiv, die andere, Q, aber 
entweder von der Form -+ A oder von der Form — B ist. Man zerlege P 
und Q in ihre Primfactoren, erteile den einzelnen Factoren von P das 
positive Vorzeichen, den einzelnen Factoren von Q aber das positive oder 
negative Vorzeichen, je nachdem sie von der Form a oder b sind; dann 
wird offenbar @ entweder von der Form + A oder von der Form — B 
werden, wie erforderlich ist. Man combiniere die einzelnen Factoren von P 
mit den einzelnen Factoren von @ und bezeichne, wie vorher, mit s die 
Anzahl der Combinationen, in denen ein Factor von @ Nichtrest ist eines 
Factors von P, und analog mit it die Anzahl der Combinationen, in denen 
ein Factor von P Nichtrest ist eines Factors von @. Dann folgt aus dem 
Fundamentalsatze, dass jene Combinationen identisch sind mit diesen und 
daher s=tist. Schliesslich folgt aus dem soeben Bewiesenen, dass 
p=s (mod. 2), g=t(mod.2) ist, und somit wird p=g (mod. 2). 

Man erhält somit die Sätze 1), 3), 4) und 6) des Artikels 133. 

Die übrigen Sätze können auf ähnlichem Wege direct abgeleitet werden, 
doch bedürfen sie einer neuen Betrachtung. Leichter aber leitet man sie 
aus dem Vorhergehenden auf folgende Weise her. 

III. Es bezeichnen wiederum P und @ irgendwelche zu einander prime 
ungerade Zahlen, » und g die Anzahl der Primfactoren von P, Q, von 
denen respective @ oder P Nichtrest ist. Endlich sei p' die Anzahl der 
Primfactoren von P, von denen — @ Nichtrest ist (ist Q an sich negativ, 
so wird offenbar — Q eine positive Zahl bezeichnen). Man teile nun alle 
Primfaetoren von P in vier Klassen und zwar 

1. in Factoren von der Form a, deren Rest @ ist, 

2. in Factoren von der Form db, von denen ® Rest ist. Die Anzahl 
dieser sei gleich %, 
in Factoren von der Form a, von denen © Nichtrest ist. Die 
Anzahl dieser sei gleich )%, 

4. in Factoren von der Form db, von denen @ Nichtrest ist. Die 
Anzahl dieser sei gleich w. 

Dann sieht man leicht, dass py=b+o, p—=y-+! ist. 

Wenn nun P von der Form =A ist, so wird y+o und daher auch 
%—v eine gerade Zahl sein; somit wird p=p-+y—vwZ=p(mod.2) Ist 
aber P von der Form =.B, so findet man durch einen ähnlichen Schluss, 
dass die Zahlen » und »’ naclı dem Modul 2 incongruent sind. 

IV. Dies wenden wir auf einzelne Fälle an. Ist zunächst sowohl P 
als Q von der Form + A, so wird nach Satz 1) p=qg(mod.2). Es ist 
aber auch p =»p(mod. 2), daher P =g (mod. 2), was mit Satz 2) überein- 
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stimmt. — Analog wird, wenn P von der Form — A, Q@ von der Form 
+4 ist, p=q(mod.2) nach dem soeben bewiesenen Satze 2). Hieraus 
folgt, da p=p ist, auch 9 =q. Es ist somit auch Satz 5) bewiesen. 

Auf dieselbe Weise leitet man Satz 7) aus 3), Satz 8) entweder aus 
4) oder aus 7), Satz 9) aus 6) und aus demselben Satze auch Satz 10) her. 


Strenger Beweis des Fundamentalsatzes. 
139. 


Durch den vorigen Artikel sind die Sätze des Artikels 133 zwar nicht 
bewiesen, es ist aber gezeigt worden, dass ihre Richtigkeit von der Richtig- 
keit des Fundamentalsatzes, die wir für den Augenblick vorausgesetzt haben, 
abhängt. Aus der Art-der Ableitung geht aber hervor, dass jene Sätze für 
die Zahlen P, @ gelten, wofern nur der Fundamentalsatz für alle Combi- 
nationen der Primfactoren dieser Zahlen stattfindet, selbst wenn er allgemein 
nicht richtig sein sollte. Jetzt gehen wir also zum Beweise des Fundamental- 
satzes selbst über und schicken demselben folgende Erklärung voraus: 

Wir werden sagen, der Fundamentalsatz sei bis zuirgend 
einer Zahl M richtig, wenn er für zwei beliebige Primzahlen 
gilt, von denen keine M übersteigt. 

In analoger Weise hat man es zu verstehen, wenn wir sagen, dass die 
Sätze der Artikel 131, 132, 133 bis zu irgend einer Grenze richtig seien. 
Man sieht aber leicht, dass, wenn die Richtigkeit des Fundamentalsatzes 
bis zu irgend einer Grenze feststeht, auch diese Sätze bis zu derselben 
Grenze stattfinden werden. 


136. 


Dass das Fundamentaltheorem für kleine Zahlen richtig ist, lässt sich 
leicht durch Induction nachweisen und so die Grenze bestimmen, bis zu 
welcher dasselbe sicher stattfindet. Wir nehmen an, dass diese Induetion 
angestellt sei, doch ist es vollständig gleichgültig, bis wohin sie fortgesetzt 
ist, Es würde also genügen, wenn wir die Richtigkeit des Satzes nur bis 
zur Zahl 5 bestätigt hätten; dies wird aber durch eine einzige Beobachtung 
erledigt, da +5N3, &3.N5 ist. 

Wenn nun der Fundamentalsatz nicht allgemein richtig wäre, so würde 
es eine Grenze 7 geben, bis zu welcher er gilt, so jedoch, dass er bis zu 
der nächstgrösseren Zahl 7T-+-1 nicht mehr gilt. Dies ist aber dasselbe, 
als wenn wir sagen, dass es zwei Primzahlen giebt, von denen die grössere 
T-+1 ist und die mit einander verglichen dem Fundamentalsatze wider- 
sprechen, dass aber je zwei beliebige andere Primzahlen, wofern sie nur 
beide kleiner als 7-+1 sind, mit diesem Satze in Übereinstimmung sich 
befinden. Hieraus folgt, dass auch die Sätze der Artikel 131, 132, 133 bis 
zur Grenze 7 stattfinden werden. Wir werden aber jetzt zeigen, dass diese 
Annahme nicht bestehen kann. Je nach den verschiedenen Formen, welche 
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sowohl 7-1 wie auch die Primzahl, welche kleiner als 7-1 ist und die 
mit 7’-+-1 verglichen der Annahme nach dem Satze widerspricht, haben 
kann, müssen wir hierbei folgende Fälle unterscheiden. Jene Primzahl 
bezeichnen wir mit ». 

Wenn sowohl 7’-+-1 als auch » von der Form 4» +1 ist, so könnte 
der Fundamentalsatz auf zwiefache Weise unrichtig sein, nämlich wenn 
gleichzeitig wäre 
entweder ZEPYR(T+H1) und E(T+-1)N, 
oder E»N(T+1) und E(7T-+-1)Rp. 


Wenn sowohl 7T’-+-1 als auch p von der Form 4» +3 ist, so wird der 
Fundamentalsatz unrichtig sein, wenn gleichzeitig wäre 


‚entweder +pR(T+1) und — (7T+1)Np 

[oder was auf dasselbe hinauskommt: — yN(7T-+1) und + (T +1) Rp] 
oder +pN(T+1]) und -— (T+1)Rp 

[oder —pR(T-+1) und +(T+1)Np). 


Wenn 7T-+-1 von der Form 4n +1, p dagegen von der Form 4» +3 
ist, so ist der Fundamentalsatz unrichtig, wenn gleichzeitig wäre 


entweder EpR(T-+1) und + (7T+1)Ny [oder — (T-+1) Rp] 
oder =2»N(T+1) und — (7T-+1)Np [oder + (T-+ 1) Rp]. 


Wenn 7-1 von der Form 4n-+-3, » dagegen von der Form 4» +1 
ist, so ist der Fundamentalsatz unrichtig, wenn gleichzeitig wäre 


entweder +pR(T-+1) [oder -—pyN (T+-1)] und E(T+-1)M 
oder +»N(T+1) [oder —pR(T+1)] und E (T-+1) Rp. 


Wenn bewiesen werden kann, dass keiner dieser acht Fälle stattfinden 
kann, so sind wir zugleich sicher, dass die Richtigkeit des Fundamental- 
satzes keinen Beschränkungen unterliegt. Diesen Beweis nehmen wir jetzt 
in Angriff. Da aber die einen von diesen Fällen von den andern abhängig 
sind, können wir nicht dieselbe Reihenfolge, in welcher wir sie hier aufge- 
zählt haben, beibehalten. 


137. 

Erster Fall. Wenn 7T+1vonderForm a+1(=a) undp von 
derselben Form, überdies aber noch +pARa ist, so kann nicht 
taNp sein. Dieser Fall war oben der erste. 

Es sei +p=e? (mod. a) und e gerade und kleiner als « (was man 
immer erreichen kann). Dann sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Wenn e durch » nicht teilbar ist, so setze man ®=p-+-.af; dann 
wird f positiv, von der Form 4» +3 (oder von der Form .B), kleiner als 
a und durch 9 nicht teilbar sein. Ferner wirde?=p (mod. f) sein, d. h. 
es ist pARf und daher nach dem Satze 11 des Artikel 132 (weil nämlich p 
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und f kleiner als « sind und für diese jene Sätze gelten) +fRp. Es ist 
aber auch afZAp, mithin auch + ap. 

I. Wenn e durch » teilbar ist, so setze man e=gp und @—=p -+aph 
oder pg=1-+-ah. Dann ist h von der Form 4» +3 (B) und prim zu p 
und 9°. Ferner wird 29?Rh und daher auch ph, somit (nach Satz 11 Ar- 
tikel 132) + hRp. Es ist aber auch — ahRyp, weil —ah=1 (mod. p). 
Mithin wird auch + aRp sein. 


138. 


Zweiter Fall. Wenn T-+1 von der Form A"-+1(=a), p von 
der Form 4"+3und#pR (T-+1)ist, so kann nicht +(7T-+1) Np 
oder — (T+-1)Rp sein. Dieser Fall war oben der fünfte. 

Es sei wie oben =» faund e gerade und kleiner als a. 

I. Wenn e durch p nicht teilbar ist, so wird auch f durch p nicht 
teilbar sein. Überdies aber wird / positiv, von der Form 4”-+1 (oder A) 
und kleiner als a sein. Ferner ist +»pRf und daher (Satz 10 Artikel 132) 
+ fRp. Es ist aber auch + /aRp; mithin wird +aRp oder —aNp. 

I. Wenne durch p teilbar ist, so si e=pg und f=ph. Es ist da- 
her ’p—=1-+-.ha. Sodann ist h positiv, von der Form 4n-+-3 (B) und 
prim zu p und g?. Ferner + g?pRh und somit +pRh. Hiernach wird 
(Satz 13 Artikel 132) — hRp. Es ist aber — haRp, somit +aRp und 
— aNY. 


139. 


Dritter Fall. Wenn T+1vonderForm4n-+1 (=a), pvon der- 
selben Form und +pNa ist, so kann nicht +aRp sein. (Oben der 
zweite Fall). 

Man nehme irgend eine unterhalb @ liegende Primzahl an, von welcher 
-+- a Nichtrest ist; dass es solche giebt, haben wir oben bewiesen (Artikel 
125, 129). Wir müssen jedoch hier zwei Fälle gesondert betrachten, je 
nachdem diese Primzahl von der Form 4» +1 oder 4n-+3 ist; denn es 
ist nicht bewiesen worden, dass es solche Primzahlen von jeder der beiden 
Formen giebt. 

I. Es sei jene Primzahl von der Form 4» +1 und gleich «. Dann 
ist +a’Na (Artikel 131) und daher +a’pRa. Es sei also e®= «a'p (mod. a) 
und e gerade und kleiner als a. Dann sind wieder vier Fälle zu unter- 
scheiden. 

1. Wenn e weder durch p» noch durch a’ teilbar ist, so setze man 
e=a'p-+af, wobei die Zeichen so zu nehmen sind, dass f positiv wird. 
Dann ist <a, zu a und p prim und für das obere Zeichen von der 
Form 4” -+-3, für das untere von der Form 4»-+-1. Der Kürze wegen 
wollen wir durch [x, 4] die Anzahl der Primfactoren der Zahl y, von denen 
& Nichtrest ist, bezeichnen. Dann ist a’pRf und daher [a’p, f]=0. 
Hiernach wird [/, a'p] eine gerade Zahl (Satz 1 und 3 Artikel 133), d. h. 


Gauss. 7 
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entweder gleich 0 oder gleich 2. Somit wird f Rest entweder von jeder 
oder von keiner der beiden Zahlen a’, p. Jenes ist aber unmöglich, da Zaf 
Rest von a’ und +aNa’ (nach Voraussetzung) ist. Daher wird + fNa. 
Demnach muss f Nichtrest von jeder der beiden Zahlen a’, p sein. Wegen 
+afRp aber wird ZaNp, w. z. b. w. 

3. Wenn e durch p aber nicht durch «’ teilbar ist, so sei e=gp und 
gp—=«a-+ ah, wobei das Zeichen so bestimmt ist, dass % positiv wird. 
Dann ist <a, zu a', g und p prim und für das obere Zeichen von der 
Form 4n-+3, für das untere aber von der Form 4» +1. Aus der Gleichung 
gp=«+ah leitet man, nachdem sie durch p und a’ multipliciert ist, 
ohne Schwierigkeit die folgenden Relationen her: 


(a) pa’Rh; (B) zahpRa'; (y) aa'hRp. 


Aus (a) folgt: [pa, AJ=0 und daher (Satz 1 und 3 Artikel 133) 
[n, pa'] gerade, d. h. es ist ) entweder von jeder der beiden Zahlen », a’ 
Nichtrest oder von keiner. Im ersteren Falle folgt aus (ß) +apNa’ und 
da nach Voraussetzung + aNa’ ist, so wird +pRa'. Hieraus ergiebt sich 
nach dem Fundamentalsatze, welcher für die unterhalb 7-+-1 liegenden 
Zahlen p und a’ gilt, +a’Rp. Hieraus und weil ANp ist, folgt nach 
(y) ZaNp, was bewiesen werden sollte. — In letzterem Falle folgt aus 
(89) Zapka', somit +pNa', +a’Np, und hieraus schliesslich und weil 
hRp ist, ergiebt sich nach (y) = aNp. 

3. Wenn e durch a’ nicht aber durch » teilbar ist, so schreitet der 
Beweis fast auf dieselbe Weise fort, wie im vorhergehenden Falle, und 
kann keinem Schwierigkeiten bereiten, der diesen ganz durchdrungen hat. 


4. Wenn e sowohl durch a’ als durch p und daher auch durch das 
Product a'p teilbar ist (denn wir nehmen an, dass die Zahlen a’, p von 
einander verschieden sind, da sonst das, was wir beweisen wollen, nämlich, 
dass aNp ist, schon in der Voraussetzung aNa enthalten wäre), so sei 
e=ga'p und geap=1-+ah. Dann wird <a, zu a’ und p prim und 
für das obere Zeichen von der Form 4n +3, für das untere von der Form 
4n--1. Man sieht aber leicht, dass man aus jener Gleichung die folgenden 
Relationen herleiten kann: 


(a) a'pRh; (8) EahRe; (Y) =zahRrp. 


Aus (a), welches mit («) im zweiten Falle übereinstimmt, folgt wie 
dort, dass gleichzeitig entweder ARp und hRa’ oder ANp und hNa’ ist. Im 
ersteren Falle würde aber im Widerspruch mit der Voraussetzung infolge 
von (ß) aka’ sein; somit ist %Np und daher nach (y) auch aNp. 


II. Wenn jene Primzahl von der Form 4» +3 ist, so ist der Beweis 
dem vorigen so ähnlich, dass wir es für überflüssig halten, ihn herzusetzen. 
Für diejenigen, welche ihn für sich entwickeln wollen (was wir sehr 
empfehlen), bemerken wir. nur, dass es, nachdem man zu einer solchen 
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Gleichung ®= bp=af (wo b jene Primzahl bezeichnet) gekommen ist, die 
Deutlichkeit erhöhen wird, wenn jedes der beiden Vorzeichen gesondert 
betrachtet wird. 


140. 


Vierter Fall. Wenn 7+1 von der Form An+1l(=a), p von 
der Form 4»+3 und +pNa ist, so kann nicht aRp oder — aNy 
sein. (Oben der sechste Fall.) 

Auch den Beweis dieses Falles lassen wir, da er dem Beweise des 
dritten Falles durchaus analog ist, der Kürze wegen fort. 


141. 


Fünfter Fall. Wenn 7T’+1 von der Form 4n+3 (=b), p von 
derselben Form und +pRb oder —pND ist, so kann nicht +bARp 
oder —bNp sein. (Oben der dritte Fall.) 

Es sei p=e? (mod. b) und e gerade und kleiner als b. 

I. Ist e nicht durch » teilbar, so setze man e®=p-+bf. Dann wir 
f positiv, von der Form 4» +3, kleiner als b und prim zu p. Ferner wird 
pRf und daher nach Satz 13 Artikel 132: — Rp. Hieraus und aus + bfRp 
wird —bRp und daher + bNp. 

II. Ist e durch » teilbar, so sei e=p»g und 9gp—=1-+ bh. Dann wird 
h von der Form 4» +1 und prim zu p, ferner p = 92»? (mod. h) und daher 
pkh sein. Hieraus wird + hRp (Satz 10 Artikel 132) und hieraus sowie aus 
— bhRp folgt —bRp oder + bNp. 


142. 


Sechster Fall. Wenn 7-+1 von der Form a -+3(=b), p von 
der Form 4» +1 und pkRb ist, so kann nicht #bNp sein. (Oben 
der siebente Fall.) 

Den Beweis, der dem vorhergehenden vollkommen analog ist, lassen 
wir weg. 


143. 


Siebenter Fall. Wenn 7-+1 von der Form 4n-+3(=b), p von 
derselben Form und +pNb oder — pRb ist, so kann nicht + bNp 
oder — bRp sein. (Oben der vierte Fall.) 

Es sei —p=e? (mod.b) und e gerade und kleiner als b. 

I. Ist e durch » nicht teilbar, so sei — p=e?—bf. Dann wird 
positiv, von der Form 4» + 1, zu p prim und kleiner als 5 (denn es ist 
sicher e nicht grösser als 5—1 und p<b—1, daher Y=e&®+p< 
%®—bd.h. f<b—1). Ferner ist — pRf, somit (Satz 10 Artikel 132 
+ fkp und hieraus sowie aus + bfiip folgt + bRp oder — bNp. 

II. Wenn e durch » teilbar ist, so sei e=pg und gp=—1-+ bh. 
Dann wird %» positiv, von der Form 4%» -+3, zu p prim und kleiner als b. 

Zus 
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Ferner wird — pRh, somit (Satz 14 Artikel 132) +hRp. Hieraus sowie 
aus bhRp folgt + bRp oder —bNp. 


144. 


Achter Fall. Ist 7T-+1 von der Form 4-3 (=b), p von der 
Form 4" +1 und +pNb oder — pRb, so kann nicht +bAp sein. 
(Oben der letzte Fall.) 

Der Beweis schreitet ebenso fort wie im vorhergehenden Falle. 


Analoges Verfahren für den Beweis des Satzes im Artikel 114. 


145. 


In den vorhergehenden Beweisen haben wir für e stets einen geraden 
Wert angenommen (Artikel 137—144); wir bemerken, dass wir auch einen 
ungeraden Wert hätten anwenden können, doch hätten wir alsdann noch 
mehrere Unterscheidungen einführen müssen. Diejenigen, die an diesen 
Untersuchungen Gefallen finden, werden nichts Unnützliches thun, wenn 
sie ihre Kräfte an der Entwicklung dieser Fälle üben. Ausserdem hätten 
dann die auf die Reste + 2 und — 2 bezüglichen Sätze vorausgesetzt 
werden müssen. Da aber unser Beweis ohne diese Sätze durchgeführt 
worden ist, so erlangen wir dadurch ein neues Verfahren, jene Sätze zu 
beweisen. Dies ist keineswegs gering anzuschlagen, da die Methoden, deren 
wir uns oben für den Beweis des Satzes, dass +2 Rest einer jeden Prim- 
- zahl von der Form 8%» + 1 ist, bedient haben, weniger direct erscheinen 
könnten. Wir werden annehmen, dass die übrigen Fälle (welche sich auf 
die Primzahlen von den Formen 8» +3, 8» +5, 8n +7 beziehen) nach 
den oben angeführten Methoden bewiesen und jener Satz nur durch Induction 
gefunden sei; diese Induction aber wollen wir durch die nachfolgenden 
Betrachtungen zur Gewissheit erheben. i 

Wenn +2 nicht von allen Primzahlen von der Form 8» -+ 1 Rest 
wäre, so setze man die kleinste Primzahl dieser Form, von welcher & 2 
Nichtrest ist, gleich a, so dass für alle Primzahlen, welche kleiner als a 
sind, der Satz gilt. Dann nehme man irgend eine Primzahl unterhalb 4a 
an, von welcher « Nichtrest ist (dass es solche giebt, folgt leicht aus 
Artikel 129). Ist diese gleich p, so wird nach dem Fundamentalsatze pNa. 
Hieraus wird + 2pRa. — Es sei daher e=2p (mod. a), so dass e ungerade 
und kleiner als « ist. Alsdann sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Ist e nicht durch p teibar, so sei ®—=2p-+ag. Dann ist q positiv, 
von der Form 8n + 7 oder von der Form 8» +3 (je nachdem » von der 
Form 40-+1 oder 4#n-+3 ist), kleiner als « und durch » nicht teilbar. 
Jetzt teile man sämtliche Primfactoren von q in vier Klassen und zwar seien 
e von der Form 8%» -+1, f von der Form 8» +3, g von der Form 8% +5 
und % von der Form 8%» -+7; das Product aus allen Factoren der ersten 
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Klasse sei E, die Producte aus den Factoren der zweiten, dritten, vierten 
Klasse respective F, G, H.*) Nachdem dies geschehen, betrachten wir 
zuerst den Fall, wo p von der, Form 4n +1 oder g von der Form 89 +7 
ist. Dann sieht man leicht, dass 2RE, 2RH und daher pRE, pRH, und 
hieraus schliesslich ERp, HRp ist. Ferner wird 2 und daher auch p Nicht- 
rest eines jeden Factors von der Form 8%» +3 oder 8n +5; demnach ist 
jeder solcher Factor Niehtrest von p, woraus leicht folgt, dass FG Rest von 
p ist, wenn f-+-g gerade, Nichtrest dagegen, wenn f+-g ungerade ist, Es 
kann aber f-+g nicht ungerade sein, denn man erkennt leicht durch Auf- 
zählung aller Fälle, dass EFGH oder q entweder von der Form 8% +35 
oder von der Form 8n-+5 wird, wenn f-+g ungerade ist, was auch sonst 
die einzelnen e, f, 9, h sein mögen, und dies steht im Widerspruch mit der 
Voraussetzung. Es ist daher F@GRp, EFGHRp oder qKp und hieraus 
schliesslich, da agRp ist, aRp, gegen die Voraussetzung. — Ist zweitens 9 
von der Form 4n +3, so lässt sich auf ähnliche Weise zeigen, dass pRE 
und daher ERp, — pRF und daher F’Rp, schliesslich g+h gerade und 
demnach @HRp ist, woraus schliesslich im Widerspruch mit der Voraus- 
setzung folgt: qRp, ap. 

II. Ist e durch p teilbar, so lässt sich der Beweis in ähnlicher Weise 
führen und wird von Kundigen (für die allein dieser Artikel geschrieben 
ist) leicht entwickelt werden können. Wir lassen ihn der Kürze wegen fort. 


Lösung des allgemeinen Problems. 


146. 


Durch das Fundamentaltheorem und die auf die Reste —1 und +2 
bezüglichen Sätze lässt sich stets bestimmen, ob irgend eine gegebene Zahl 
Rest oder Nichtrest von einer gegebenen Primzahl ist. Es wird aber nicht 
unnützlich sein, auch das Andere, was wir oben auseinandergesetzt haben, 
hier nochmals vor Augen zu führen, damit man Alles, was zur Lösung des 
folgenden Problems nötig ist, beisammen habe. 


Aufgabe. Wenn irgend zwei Zahlen P, © gegeben sind, zu 
bestimmen, ob die eine @ Rest oder Nichtrest der andern P ist. 

Auflösung I. Es sei P= ab’ c!...,woa, b, c,... positiv genommene 
(denn P ist offenbar absolut zu nehmen) ungleiche Primzahlen bezeichnen. 
Der Kürze halber wollen wir in diesem Artikel einfach Relation zwischen 
zwei Zahlen &, y die Beziehung nennen, in welcher sie zu einander stehen, 
insofern die erste x Rest oder Nichtrest der zweiten y ist. Es hängt daher 
die Relation zwischen Q, P von den Relationen zwischen @, a;0, bPu.s.w. 
ab (Artikel 105). 


*) Wenn aus einer Klasse keine Factoren vorhanden wären, müsste man für 
das Product aus diesen 1 schreiben. 
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I. Um die Relation zwischen Q und a* (von den andern Q, BP, u.s. w. 
gilt nämlich dasselbe) kennen zu lernen, sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. Ist @ teilbar durch a, so setze man Q= Q'a‘, so dass Q’ nicht 
mehr durch a teilbar ist. Ist dann e=a oder e>a, so wird QRa’; ist 
aber e<<a und ungerade, so ist QNa”; ist endlich e<a und gerade, so 
wird Q zu a” dieselbe Relation haben wie Q' zu. a“. Es ist daher dieser 
Fall zurückgeführt auf 

2. wenn @ durch a nicht teilbar ist. Hierbei unterscheiden wir wiederum 
zwei Fälle. 

(A) wenn a=2 ist. Dann wird stets QRa’, sobald «= 1 ist; ist aber 
a=2, so ist erforderlich, dass Q von der Form 4n-+1 sei; ist endlich 
a=3 oder @«>3, so muss Q von der Form 8n--1 sein. Ist diese Be- 
dingung erfüllt, so ist Q.Ra”. 

(B) wenn a irgend eine andere Primzahl ist. Dann wird A 7 
dieselbe Relation haben, wie zu @ (vgl. Artikel 101). 

II. Die Relation irgend einer Zahl Q@ zu der (ungeraden) Primzahl « 
wird in folgender Weise ermittelt. Ist Q>a«, so substituiere man für Q 
seinen kleinsten positiven Rest nach dem Modul a*). Dieser wird zu a 
dieselbe Relation haben wie Q. 

Ferner zerlege man Q, oder die dafür genommene Zahl, in seine Prim- 
factoren 9, p',P"',..., denen noch der Factor — 1 hinzuzufügen ist, wenn 
Q negativ ist. Dann hängt bekanntlich die Relation zwischen Q und a 
von den Relationen zwischen den einzelnen Factoren », p', D\,... And@an 
Wenn nämlich unter jenen Factoren 2 Nichtreste von a sind, so wird QRa, 
wenn aber 2m +1 vorhanden sind, so wird QNa. Man sieht aber leicht, 
dass, wenn unter den Factoren », 9’, p"”, ... zwei oder vier oder sechs oder 
allgemein 2% gleiche vorkommen, diese sicher weggelassen werden können. 

IV. Kommen — 1 und 2 unter den Factoren 2.,2,2',.... NOL,:50:. kann 
deren Relation zu « aus den Artikeln 108, 112, 113, 114 bestimmt werden. 
Die Relation der übrigen zu a aber hängt von der Relation von @ zu ihnen 
ab (Fundamentaltheorem und Sätze des Artikels 131). Ist p einer von ihnen, 
so wird man finden (indem man die Zahlen «a, p ebenso behandelt wie 
vorher @ und a, die respective grösser als jene sind), dass die Relation 
von a zu p entweder nach den Artikeln 108—114 bestimmt werden kann 
(wenn nämlich der kleinste Rest von « nach dem Modul » keine ungeraden 
Primfactoren hat) oder noch überdies von der Relation von p zu gewissen 
Primzahlen, die kleiner als p sind, abhängt. Dasselbe gilt von den übrigen 
Factoren p', p",... Man sieht nun leicht, dass man durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens schliesslich zu Zahlen gelangen wird, deren Relationen 
nach den Sätzen der Artikel 108—114 bestimmt werden können, Durch 
ein Beispiel wird dies deutlicher werden, 


*) Rest in der Bedeutung des Artikel 4. — Häufig ist es besser, den absolut 
kleinsten Rest zu nehmen, 


Lineare Formen der Primteiler von x? — 4. 103 


Beispiel. Man sucht die Relation der Zahl + 453 zu 1236. Es ist 
1236 —4-3-103; +453 B4 nach II. 2. (A); +453 R3 nach U. 1. Es 
bleibt also noch die Relation von +453 zu 103 zu ermitteln. Sie wird 
dieselbe sein wie die, welche + 41 (= 453 (mod. 103)) zu 103 hat. Diese 
wieder ist (nach dem Fundamentalsatz) dieselbe wie die von + 103 zu 
41 oder von —20 zu 41. Es ist aber — 20 R41; denn es ist 
90a 19-255 — 1 RAl Artikel: 108) und 5 Bil deshalb, 
weil 4Al=1 und daher Rest von 5 ist (nach dem Fundamentalsatze). 
Hieraus folgt + 453 R103 und hieraus schliesslich + 453 R1236. In der 
That ist 458 = 297? (mod. 1236). 


Über die linearen Formen, welche sämtliche Primzahlen 
enthalten, von denen eine beliebige gegebene Zahl Rest oder 
Nichtrest ist. 


147. 


Ist eine beliebige Zahl A gegeben, so kann man bestimmte Formeln 
angeben, unter denen alle zu A primen Zahlen, von denen A Rest ist, 
enthalten sind, oder alle Zahlen enthalten sind, die Teiler der Zahlen von 
der Form ©?— A (wo x? ein unbestimmtes Quadrat bezeichnet) sein 
können.*) Der Kürze halber wollen wir nur diejenigen Teiler in Rücksicht 
ziehen, welche ungerade und prim zu A sind, da auf diese die übrigen 
Fälle leicht zurückgeführt werden können. 

Es sei zunächst A entweder eine positive Primzahl von der Form 
An-+1 oder eine negative von der Form 4" —1. Dann werden dem 
Fundamentalsatze zufolge alle Primzahlen, welche positiv genommen Reste 
von A sind, Teiler von «— A, alle Primzahlen aber (mit Ausnahme der 
Zahl 2, welche immer Teiler ist), welche Nichtreste von A sind, Nichtteiler 
von ©? —- A sein. Es seien alle Reste von A, welche kleiner als A sind, 
(mit Ausschluss der Null) bezeichnet mit r, r', r’, ..., alle Nichtreste 
dagegen mit n, n’, n’, ... Dann wird jede Primzahl, welche in einer der 
Formen Ak+r, Ak+r', Ak+r", ... enthalten ist, Teiler von x? — 4, 
jede Primzahl aber, die in einer der Formen Ak+n, Ak-+m, Ak+m",... 
enthalten ist, Nichtteiler von «?— A sein, wobei % eine unbestimmte ganze 
Zahl bezeichnet. Jene Formen nennen wir Formen der Teiler, 
diese aber Formen der Nichtteiler von «2— A. Die Anzahl jeder 
der beiden Arten ist gleich 4(A— 1). Ist ferner B eine zusammengesetzte 
ungerade Zahl und ARB, so werden alle Primfactoren von B und daher 
auch B in irgend einer der ersteren Formen enthalten sein. Daher ist 
jede in der Form der Nichtteiler enthaltene ungerade Zahl Nichtteiler der 


*) Derartige Zahlen werden wir einfach Teiler von x”— A nennen, woraus von 
selbst hervorgeht, was Nichtteiler sind, 
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Form x®— A. Diesen Satz darf man aber nicht umkehren ; denn wenn .B 
ein zusammengesetzter ungerader Nichtteiler der Form &?— A ist, wird es 
unter den Primfactoren von B einige Nichtteiler geben, und wenn die 
Anzahl dieser gerade ist, wird sich trotzdem B in irgend einer Form der 
Teiler vorfinden. Vgl. Artikel 99. 

Beispiel. Auf diese Weise findet man für A=— 11 als Formen der 
Teiler von x? + 11 die folgenden: 11% + 1, 3, 4,5, 9; die Formen der Nicht- 
teiler aber sind: 11% +2, 6, 7, 8, 10. Es wird daher — 11 Nichtrest aller 
ungeraden Zahlen, welche in irgend einer der letzteren Formen enthalten 
sind, Rest aber von allen zu irgend einer der ersteren Formen gehörigen 
Primzahlen sein. 

Derartige Formen giebt es für die Teiler und Nichtteiler von =? — 4, 

welche Zahl auch A bezeichnen möge. Man sieht aber leicht, dass man 
nur diejenigen Werte von A zu betrachten braucht, welche durch keine 
Quadratzahl teilbar sind; denn offenbar werden, wenn A=424' ist, alle 
Teiler*) von «? — A auch Teiler von &?— 4’ sein, und dasselbe gilt von 
den Nichtteilern. — Wir werden aber drei Fälle unterscheiden: 1. wenn A 
von der Form + (4» +1) oder — (4n — 1) ist; 2. wenn A von der Form 
— (4n +1) oder +(4n—1) ist; 3. wenn A gerade oder von der Form 
+ (4n + 2) ist. 


148. 


Erster Fall, wenn A von der Form + (4n-+1) oder — (4n—1) 
ist. Man zerlege A in seine Primfactoren und erteile denen, welche von 
der Form 42-1 sind, das positive, denen aber, welche von der Form 
4n— 1 sind, das negative Vorzeichen (wodurch das Product gleich A wird). 
Diese Factoren seien a, b, c,d,.... Man verteile ferner sämtliche Zahlen, 
welche kleiner als A und prim zu A sind, in zwei Klassen und zwar nehme 
man in die erste Klasse sämtliche Zahlen, welche entweder von keiner oder 
von zweien oder von vieren oder allgemein von einer geraden Anzahl der 
Zahlen a, db, c, d,.... Nichtreste sind, in die zweite Klasse aber diejenigen, 
welche entweder von einer oder von dreien oder allgemein von einer ungeraden 
Anzahl der Zahlen a, db, c, d,... Nichtreste sind. Die ersteren bezeichne 
man mit 9, 7’, 7’, ...., die letzteren mit n, », nm”, ... Dann werden die 
Formen Ak-+r, Ak+r', Ak-+r", ... die Formen der Teiler von 22 — 4, 
die Formen Ak+n, Ak+m, Ak-+n’, ... dagegen die Formen der Nicht- 
teiler von # — A sein (d.h. jede Primzahl ausser 2 wird Teiler oder 
Nichtteiler von 2 — A sein, je nachdem sie in irgend einer der 
ersteren oder der letzteren Formen enthalten ist). Denn wenn p 
eine positive Primzahl und von irgend einer der Zahlen 0,5, 6%... Dat 
oder Nichtrest ist, so wird diese Zahl selbst Rest oder Nichtrest von p san 
(nach dem Fundamentalsatz). Wenn es daher unter den Zahlen ERLRERE: 


*) Welche nämlich”prim zu A sind. 


Lineare Formen der Primteiler von @® — A. 105 


m Zahlen giebt, von denen p Nichtrest ist, so wird es ebenso viele Nicht- 
reste von » geben, und daher wird, wenn p in einer der ersteren Formen 
enthalten ist, m gerade und AARp, wenn es aber in einer der letzteren 
enthalten ist, » ungerade und A.Np sein. 

Beispiel. Es si A=+105 = —3>x<+5x<—7. Dann sind die 
Zahlen r, r', r", .... die folgenden: 1, 4, 16, 46, 64, 79 (welche Nichtreste 
von keiner der Zahlen 3, 5, 7 sind); 2, 8, 23, 32, 53, 92 (welche Nicht- 
reste der Zahlen 3, 5 sind); 26, 41, 59, 89, 101, 104 (welche Nichtreste 
der Zahlen 3, 7 sind); 13, 52, 73, 82, 97, 103 (welche Nichtreste der Zahlen 
5, 7 sind). — Die Zahlen n, »', n”, ... aber sind die folgenden: 11, 29, 
44, 11, (4, 865.22, 37, 43, 98, 67,.885°.19, 31, 34, :61, 76, 945 17, 5% 86 
62, 68, 83. Die sechs ersten sind Nichtreste von 3, die sechs ferneren 
Nichtreste von 5; dann folgen die Nichtreste von 7, schliesslich diejenigen, 
welche Nichtreste von allen dreien zugleich sind. 

Aus der Lehre von den Combinationen und aus den Artikeln 32 und 
96 leitet man leicht her, dass die Anzahl der Zahlen r, r’, r", ... gleich 


ID 20 DU DU 
(7, DL Veen, 


die Anzahl der Zahlen n, m, %’, ... gleich 


Ei et 2) eh 
(+ 9.3 Veh ) 


ist, wobei Z die Anzahl der Zahlen a, b, c, ... bezeichnet, 


aD en: 


ist und jede der beiden Reihen soweit fortzusetzen ist, bis sie abbricht. 

FRE RR N me.» 
(Es giebt nämlich 2 Zahlen, welche von allen Zahlen a, b, c,..., TNS 
Zahlen, welche Nichtreste von zweien sind, u. s. w., doch gestattet das 
Streben nach Kürze nicht, diesen Beweis weitläufiger zu entwickeln). Die 
Summe jeder der beiden Reihen*) aber ist gleich 2’°”!. Die erste nämlich 
geht aus der folgenden 


Da 
1.2 Gr 


ir gene 


hervor, wenn man das zweite und dritte, das vierte und fünfte, u. s. w. 
Glied zusammennimmt, die letztere aber aus eben derselben Reihe, wenn 
man das erste und zweite, das dritte und vierte, u. s. w., Glied vereinigt. 


*) Nach Fortlassung des Factors t£. 
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Es giebt daher ebenso viele Formen der Teiler, wie Formen der Nichtteiler 
von #2 — A, nämlich (a — 1)(b—1)(c—1)... 


149. 


Den zweiten und dritten Fall können wir hier gleichzeitig be- 
trachten. Es kann nämlich hier stets A entweder gleich (— 1) @ oder 
gleich (+ 2) @ oder gleich (— 2) ® gesetzt werden, wo Q eine Zahl von 
der Form +(4n +1) oder — (4»— 1), die wir im vorigen Artikel be- 
trachtet haben, bezeichnet. Es sei allgemein A=«a0W, so dass a entweder 
gleich — 1 oder gleich #2 ist. Dann ist A Rest aller Zahlen, von denen 
entweder jede oder keine der beiden Zahlen « und @ Rest ist, Nichtrest 
dagegen von allen Zahlen, von denen nur die eine der beiden Zahlen « und 
@Q Nichtrest ist. Hieraus leitet man leicht die Formen der Teiler und Nicht- 
teiller von @ — A her. Ist «@—=—1, so verteile man sämtliche Zahlen, 
welche kleiner als 44 und prim dazu sind, in zwei Klassen und zwar setze 
man in die erste Klasse diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form der 
Teiler von «2 — Q und zugleich in der Form 4» + 1 enthalten sind, und 
ferner diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form der Nichtteiler von 
x? — Q und zugleich in der Form 4» + 3 enthalten sind, in die zweite Klasse 
aber die übrigen. Sind die ersteren », r',r”, ..., die letzteren n, »,®w' ..., 
so ist A Rest von allen Primzahlen, welche in irgend einer der Formen 
4Ak + r, 4Ak+r', 4Ak+r", ... enthalten sind, Nichtrest dagegen von 
allen Primzahlen, welche in einer der Formen 4Ak—+n, 44Ak-+-w, ... ent- 
halten sind. — Ist «= + 2, so verteile man sämtliche Zahlen, welche kleiner 
als 80 und prim dazu sind, in zwei Klassen und zwar setze man in die 
erste diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form der Teiler von #2 — ® 
und zugleich in einer der Formen 8» +1, 8n +7 für das obere Zeichen 
oder in einer der Formen 8% +3, 8%» +5 für das untere Zeichen enthalten 
sind, und ferner diejenigen, welche in irgend einer Form der Nichtteiler 
von x? — @ und zugleich in einer der Formen 8% +3, 8” +5 für das obere 
Zeichen oder in einer der Formen 8» —-1, 8%» +7 für das untere Zeichen 
enthalten sind; in die zweite Klasse aber die übrigen. Bezeichnet man so- 
dann die Zahlen der ersten Klasse mit r, r’, r", ..., die der zweiten mit 
n,W, %W',..., so wird +2@ Rest aller Primzahlen sein, welche in irgend 
einer der Formen SQk +r, 8Qk + r', 8Qk+r", ... enthalten sind, Nicht- 
rest dagegen von allen Primzahlen, welche in irgend einer der Formen 
8Qk-+n, SOk + m, 8Q0k + m”, ... enthalten sind. Übrigens lässt sich leicht 
beweisen, dass es auch hier ebenso viele Formen der Teiler wie der Nicht- 
teiller von 22 — A giebt. 


Beispiel. Auf diese Weise findet man, dass +10 Rest von allen in 
irgend einer der Formen 40% +1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39 enthaltenen 
Primzahlen, dagegen Nichtrest von allen Primzahlen ist, welche in einer 
der Formen 40% +7, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 33 enthalten sind, 
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’ 


150. 


Diese Formen haben mehrere ziemlich bemerkenswerte 
Eigenschaften, von denen wir jedoch nur eine anführen. Wenn 
B eine zusammengesetzte zu A prime Zahl ist, unter deren Primfactoren 
sich 2m befinden, welche in irgend einer Form der Nichtteiler von &2— 4A 
enthalten sind, so wird B in irgend einer Form der Teiler von 2? — 4A 
enthalten sein; wenn dagegen die Anzahl der Primfactoren von B, welche 
in irgend einer Form der Nichtteiler von &?— A enthalten sind, ungerade 
ist, so wird auch B in einer Form der Nichtteiler enthalten sein. Den 
Beweis, der nicht schwierig ist, lassen wir fort. Hieraus folgt aber, nicht 
nur dass jede Primzahl, sondern auch, dass jede zusammengesetzte ungerade 
zu A prime Zahl, welche in irgend einer Form der Nichtteiler enthalten 
ist, ein Nichtteiler ist; denn notwendigerweise muss irgend ein Primfactor 
einer solchen Zahl ein Nichtteiler sein. 


Über die Arbeiten Anderer bezüglich dieser Untersuchungen. 


151. 


Das Fundamentaltheorem, welches sicherlich zu den elegantesten Ent- 
deckungen auf diesem Gebiete zu rechnen ist, ist in derselben einfachen 
Form, in der wir es oben gegeben haben, bisher von Niemand ausgesprochen 
worden. Dies ist um so mehr zu verwundern, da gewisse andere aus ihm 
fliessende Sätze, von denen man leicht wieder zu jenem hätte zurückgelangen 
können, schon Euler bekannt waren. Dass es gewisse Formen giebt, in 
denen alle Primzahldivisoren der Zahlen von der Form &2— A enthalten 
sind, und andere, in denen alle primen Nichtteiler der Zahlen von derselben 
Form enthalten sind und zwar so, dass diese jene ausschliessen, hatte er 
gewusst und ein Verfahren ermittelt, jene Formen zu finden; doch sind 
alle seine Versuche, zu einem Beweise zu gelangen, stets vergeblich 
gewesen und hatten nur jene durch Induction gefundene Wahrheit noch 
wahrscheinlicher gemacht. Zwar scheint er in einer Abhandlung, Novae 
demonstrationes circa divisores numerorum formae x? ny?, welche in den 
Schriften der Akademie zu Petersburg unterm 20. November 1775 erwähnt 
und nach dem Tode des ausgezeichneten Mannes im ersten Bande der 
Nova Acta dieser Akademie auf Seite 47 u. ff. aufbewahrt worden ist, 
geglaubt zu haben, dass der Beweis ihm geglückt sei; doch hat sich hier 
ein Irrtum eingeschlichen, da er Seite 65 stillschweigend annimmt, 
dass derartige Formen der Teiler und Nichtteiler existieren,*) woraus es 

*) Nämlich dass es Zahlen r, r', r", ...,.n, mn, m" ... giebt, die alle ver- 
schieden, kleiner als 44 und von solcher Beschaffenheit sind, dass alle primen Teiler 
von z=°— A unter irgend einer der Formen 4AAk+r, 4Ak+r', ..., alle primen 
Nichtteiler dagegen unter irgend einer der Formen 4Ak+n, 4Ak+n, ... ent- 
halten sind (wo k eine unbestimmte Zahl bezeichnet). 


108 Vierter Abschnitt, [Art. 151. 152] 


nicht schwierig war abzuleiten, welcher Art sie sein mussten. Die 
Methode aber, deren er sich zur Glaubhaftmachung jener Annahme bediente, 
scheint nicht zweckentsprechend zu sein. In einer andern Abhandlung: 
De criterüs aequationis fx? + gy?—= h2? uwirumque resolutionem admittat necne, 
Opusc. Anal. T. I (wo f, 9, h gegebene, x, y, z unbestimmte Zahlen sind) 
fand er durch Induction, dass, wenn die Gleichung für irgend einen Wert 
h=s auflösbar ist, dieselbe auch für jeden andern mit s nach dem Modul 
4fg congruenten Wert, wofern derselbe eine Primzahl ist, auflösbar ist, ein 
Satz, aus welchem die in Rede stehende Annahme ohne Schwierigkeit 
bewiesen werden kann. Aber auch der Beweis dieses Satzes spottete allen 
seinen Anstrengungen*), was nicht zu verwundern ist, da man nach unserer 
Meinung vom Fundamentaltheorem ausgehen musste. Übrigens wird die 
Richtigkeit dieses Satzes aus dem, was wir im folgenden Abschnitt darlegen 
werden, von selbst sich ergeben. 


Nach Euler beschäftigte sich Legendre mit demselben Gegenstande 
in der ausgezeichneten Abhandlung Recherches d’analyse indetermince, Hist. 
de l’Ac. des Sc. 1785, p. 465 u. f. Er gelangt hierin (Seite 465) zu dem 
Satze, der, was die Sache selbst betrifft, mit dem Fundamentaltheorem 
identisch ist, nämlich dass, wenn p und q zwei positive Primzahlen be- 

ya: BL, 
zeichnen, die absolut kleinsten Reste der Potenzen p ? undg ° nach den 
Moduln q, p respective entweder beide + 1 oder beide — 1 sind, wenn 
entweder p oder q von der Form 4» + 1 ist; dass aber, wenn sowohl » 
als auch q von der Form 4%» +3 ist, der eine absolut kleinste Rest +1, 
der andere —- 1 ist, woraus nach Artikel 106 folgt, dass die Relation (in 
der im Artikel 146 angenommenen Bedeutung) von p zu q und von q zu p 
dieselbe ist, wenn entweder p oder q von der Form 4n +1 ist, dagegen 
entgegengesetzt, wenn sowohl p als auch q von der Form 4» + 3 ist. 
Dieser Satz ist unter den Sätzen des Artikel 131 enthalten; er folgt auch 
aus den Sätzen 1, 3, 9 des Artikels 133; umgekehrt aber lässt sich auch 
das Fundamentaltheorem daraus ableiten. Legendre hat auch den Beweis 
versucht, über den wir, da er äusserst geistreich ist, im folgenden Abschnitt 
weitläufiger sprechen werden. Da er aber in demselben manches ohne 
Beweis angenommen hat (wie er Seite 520 selbst gesteht: Nous avons 
suppose seulement etc.), was zum Teil bisher noch von Niemand bewiesen 


*) Wie er selbst gesteht, a. a. 0. S. 216: „Hujus elegantissimi theorematis de- 
monstratio adhuc desideratur, postquam a pluribus jamdudum frustra est investigata ... 
Quocirca plurimum is praestitisse censendus est, cui successerit demonstrationem haus 
theorematis invenire“. — Mit welcher Begier der unsterbliche Mann nach dem Beweise 
dieses Satzes und anderer, welche nur specielle Fälle des Fundamentaltheorems sind, 
verlangt hat, ist aus vielen anderen Stellen der Opuse. Analyt. zu ersehen. Vgl. 
Additamentum ad diss. VIII, T. I und diss. XIII, T. II und mehrere Abhandlungen 
in den Comment, Ac. Petrop., die wir bereits erwähnt haben. 
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worden ist, zum Teil, nach unserer Ansicht wenigstens, ohne das Fundamental- 


theorem nicht bewiesen werden kann, so scheint der von ihm eingeschlagene 
Weg nicht zum Ziele führen zu können und muss daher unserer Beweis 
für den ersten gehalten werden.”) — Übrigens werden wir weiter unten 
zwei andere Beweise desselben höchst wichtigen Satzes mitteilen, die 
von dem vorigen und unter sich völlig verschieden sind. 


Uber die nichtreinen Congruenzen zweiten Grades. 


152. 


Bisher haben wir die reine Congruenz x?” A (mod. m) behandelt und 
gezeigt, wie man entscheiden kann, ob sie lösbar ist. Die Ermittlung 
der Wurzeln selbst ist durch Artikel 105 auf den Fall zurückgeführt 
worden, wo m entweder eine Primzahl oder die Potenz einer Primzahl ist, 
der letztere Fall aber durch Artikel 101 wiederum auf den, wo m eine 
Primzahl ist. Für diesen Fall aber umfasst das, was wir in dem 
Artikel 61 u. ff. mitgeteilt haben, zusammen mit dem, was wir im fünften 
und achten Abschnitt darlegen werden, beinahe alles, was sich durch 
direete Methoden ermitteln lässt, Diese sind aber, wo sie überhaupt an- 
wendbar sind, meistens unendlich viel weitläufiger als die indireeten, die 
wir im sechsten Abschnitt auseinandersetzen werden, und daher. nicht 
sowohl wegen ihres praktischen Nutzens als vielmehr wegen ihrer Schönheit 
bemerkenswert. 

Die nichtreinen Congruenzen zweiten Grades lassen sich 
leicht auf reine zurückführen. Ist die Congruenz 


ar +be+c=0, 


welche nach dem Modul m gelöst werden soll, vorgelegt, so ist mit derselben 
die folgende äquivalent: 


4a2x2 + 4abx + Aac=0 (mod. dam), 


d.h. jede Zahl, welche der einen genügt, wird auch der andern genügen. 
Diese lässt sich aber folgendermassen darstellen: 


(2ax + b)? = b? — 4ac (mod. dam), 


woraus alle Werte von 2a& + b, welche kleiner als dam sind, wenn es deren 


„ 


giebt, gefunden werden können. Bezeichnet man dieselben mit», #', 7", ..., 


*) Vgl. die Zusätze am Schlusse der Disqwsitiones. 
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so werden alle Lösungen der gegebenen Congruenz sich aus den Lösungen 
der Congruenzen 


2aaer—b, 2aezr —b,.... (mod. 4am), 


die wir im Abschnitt II finden lehrten, ergeben. Übrigens bemerken wir, 
dass die Auflösung meistenteils durch verschiedene Kunstgriffe zusammen- 
gezogen, z. B. an Stelle der gegebenen Congruenz eine mit ihr gleich- 
bedeutende 


a2 +- cc = 


gefunden werden kann, in welcher «' in m aufgeht; doch gestattet die Kürze 
nicht, dies hier weitläufiger zu entwickeln, und kann man darüber den letzten 
Abschnitt vergleichen. 


Fünfter Abschnitt. 


Von den Formen und unbestimmten 
Gleichungen zweiten Grades. 


NER 


Gegenstand der Untersuchung; Definition der Formen und 
Bezeichnung. 


153. 


In diesem Abschnitte werden wir insbesondere von den Functionen 
zweier Unbestimmten x, y von folgender Form 


ax? + 2bay + cy?, 


wo a, b, ce gegebene ganze Zahlen sind, handeln und werden dieselben 
Formen zweiten Grades oder einfach Formen nennen. Diese Unter- 
suchung gipfelt in der Lösung des berühmten Problems, alle Lösungen 
irgend einer unbestimmten Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten 
zu finden, sei es nun, dass diese Unbekannten ganze oder nur rationale 
Werte erhalten sollen. Dieses Problem ist zwar schon von Lagrange 
gelöst und vieles auf die Natur der Formen Bezügliche sowohl von diesem 
grossen Geometer als auch von Euler teils zuerst gefunden, teils, nachdem 
es von Fermat gefunden, bewiesen worden. Bei einer gründlichen Unter- 
suchung der Formen hat sich uns aber so viel Neues dargeboten, dass es 
der Mühe wert erschien, den ganzen Gegenstand von Neuem vorzunehmen, 
um so mehr, als das von jenen Männern Gefundene an vielen Stellen zerstreut 
und nach unserer Erfahrung nur wenigen bekannt geworden ist, sodann 
weil die Art der Behandlung dieses Gegenstandes zum grössten Teil uns 
eigen ist, endlich weil das von uns Herrührende ohne neue Darlegung des 
 Früheren kaum verständlich sein würde. Doch dürfte es nicht zweifelhaft 
sein, dass noch vieles Ausgezeichnete in dieser Beziehung verborgen geblieben 
ist, an dem andere ihre Kräfte üben können. Übrigens werden wir das auf 
die Geschichte der hervorragendsten Eigenschaften Bezügliche stets an der 
geeigneten Stelle anführen. 
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Die Form ax? + 2bay + cy? werden wir, sobald es sich nicht um die 
Unbestimmten x, y handelt, durch (a, b, ce) bezeichnen. Dieser Ausdruck 
wird also unbestimmt die Summe dreier Teile bezeichnen, nämlich des 
Products der gegebenen Zahl a in das Quadrat einer beliebigen Unbestimmten, 
des doppelten Products der Zahl b in diese Unbestimmte und in eine andere 
Unbestimmte und endlich des Products der Zahl ce in das Quadrat dieser 
zweiten Unbestimmten. Z. B. wird (1, 0, 2) die Summe eines Quadrates und 
eines doppelten Quadrates darstellen. Obwohl ferner die Formen (a, b, c) 
und (c, b, a) dasselbe bezeichnen, wenn wir nur auf die Teile selbst 
Rücksicht nehmen, so werden sie sich doch unterscheiden, wenn wir über- 
dies auf die Reihenfolge der Teile achten. Wir werden sie daher in der 
Folge sorgfältig unterscheiden; was wir daraus für Vorteil haben, wird aus 
dem Nachstehenden hinreichend klar werden. 


Darstellung der Zahlen; die Determinante. 


154. 

Wirsagen, irgend eine gegebene Zahl werde durch eine ge- 
gebene Form dargestellt, wenn den Unbestimmten der Form solche 
ganzzahligen Werte beigelegt werden, dass der Wert der Form 
der gegebenen Zahl gleich wird. Hier haben wir den folgenden 


Satz. Wenn sich die Zahl M so durch die Form (a, b, c) dar- 
stellen lässt, dass die Werte der Unbestimmten, durch welche 
dies bewirkt wird, prim zu einander sind, so wird b?—.ac quadra- 
tischer Rest der Zahl M sein. 


Beweis. Sind die Werte der Unbestimmten m, n, also 
am? + 2bmn + en®= M, 


und nimmt man zwei Zahlen p», v von. solcher Beschaffenheit an, dass 
pm + vn = 1 ist (Artikel 40), so zeigt man durch Entwicklung leicht, dass 


(am? + 2bmn + cn?) (av? — 2bpv + cp?) = [y. (mb + ne) — v(ma + nb)]? 


— (b? —ac) (mp. + nw)? 
oder 


M (av? — 2buv + cu?) = [p(mb + nc) — v(ma + nb)]? — (b? — ac) 
ist. Daher ist: 
b? — ac = [p. (mb + nc) — v(ma + bn)]? (mod. AT), 


d. h. es ist 52 — ac quadratischer Rest von M. 

Die Zahl b5?—.ac, von deren Beschaffenheit, wie wir im Folgenden 
zeigen werden, die Eigenschaften der Form (a, b, c) hauptsächlich alb- 
hängen, werden wir die Determinante dieser Form nennen. 


Werte des Ausdrucks Vb?— ae (mod. M) u. s. w. 113 


Die Werte des Ausdrucks yb?—.ac (mod. M), zu welchen die 
Darstellung der Zahl M durch die Form (a, , c) gehört. 


155. 
Es ist somit 
u. (mb + nc) — v(ma + nb) 


ein Wert des Ausdrucks 
yb? — ac (mod. M). 


Bekanntlich aber können auf unzählig viele Weisen Zahlen p, v derart 
bestimmt werden, dass um + vn = 1 ist, so dass andere und andere Werte 
jenes Ausdrucks sich ergeben werden. Wir wollen zusehen, in welchem 
Zusammenhang diese unter einander stehen. Es sei nicht nur um + m—=1, 
sondern auch wm +v’n=1, und man setze: 


p(mb + nc) — v(ma + nb)=v, w(mb + ne) — v’(ma + nb)=v. 


Multiplieiert man die Gleichung pm-+-wn—=1 mit p, die andere 
Wm-+-vn=1 mit p, und subtrahiert sie, so wird "— p—=n(w'v— u’), 
und analog wird, wenn man jene mit v’, diese mit v multiplieiert und sub- 
trabiert: ’—v=m(pV— wv). Hieraus folgt sogleich: 


v— v= (wv — ww’) (am? + 2bmn + en?) = (Wv— wy)M 


oder ” =v(mod. M). Auf welche Art also auch y, v bestimmt sein mögen, 
die Formel p.(md + nc) — v(ma + nb) kann keine verschiedenen (d. i. 
incongruenten) Werte des Ausdrucks yb?— ac (mod. M) ergeben. Wenn 
daher v irgend ein Wert jener Formel ist, so werden wir sagen, die Dar- 
stellung der Zahl M durch diejenige Form ax? + 2bxy + cy?, in welcher 
z=m, y=nist, gehöre zum Werte v des Ausdrucks yb?— ac (mod. M). 
Übrigens kann man leicht zeigen, dass, wenn » irgend ein Wert jener 


I — 


«Formel und ” =v (mod. M) ist, man an Stelle der Zahlen y., v, welche v 
geben, andere p', v’ nehmen kann, welche v geben. Denn macht man: 


so wird 
Pm+VYn=um+-wm-—1, 


' 


der aus pw‘, v’ sich ergebende Wert der Formel aber wird den aus p, v 
hervorgehenden um die Grösse (w'v— pv’) M, welche gleich (um + vn) (0’—v) 
—v— v wird, übersteigen, d. h. jener Wert wird gleich v’ sein, 

Gauss. 8 


Fünfter Abschnitt. [Art. 156. 157] 


156. 
Wenn man zwei Darstellungen derselben Zahl M durch dieselbe Forn 
(a, b, c) hat, in welchen die Unbestimmten zu einander prime Werte 
haben, so können dieselben entweder zu demselben Werte des Ausdrucks 


M = am? + Ybmn + en?—= am’? 2bm’'n’ + em’? 
und 
um +-wmn=l, WmM+vn=], 


so wird offenbar, wenn 


(mb -+ nc) — v(ma + nb) = p' (m’b + n’c) — v’ (m’a + n’b) (mod. M) 
war, diese Congruenz stets bestehen bleiben, welche andern passenden 
Werte für w, v; p’, v’ auch genommen werden; in diesem Falle werden 
wir sagen, dass beide Darstellungen zu demselben Werte des Ausdrucks 
yb? — ac (mod. M) gehören. Wenn aber jene Congruenz für irgend welche 
Werte von p, v; p’, v’ nicht stattfindet, so wird sie überhaupt für keine 
stattfinden und dann werden die Darstellungen zu verschiedenen Werten 
gehören. Und wenn 


u. (mb -+ nc) — v (ma + nb) = — |’ (m’b + n’e) — v’ (mia + n’b)] 


ist, so soll gesagt werden, dass die Darstellungen zu entgegengesetzten 
Werten des Ausdrucks y®— ac gehören. Aller dieser Benennungen werden 
wir uns auch bedienen, wenn es sich um mehrere Darstellungen derselben 
Zahl durch verschiedene Formen, die jedoch dieselbe Determinante 
haben, handelt. 

Beispiel. Die gegebene Form sei (3, 7, — 8), deren Determinante 
gleich 73 ist. Mit Hülfe dieser Form hat man folgende Darstellungen der 
Zahl 57: 

3.132? +14-13-5 —8:25; 3-592+14-5-9—8-9. 


Für die erste kann man a—=2, v=—.1 setzen und erhält dadurch als 
Wert des Ausdruckes y73 (mod. 57), zu welchem die Darstellung gehört: 


23.17-20.89) 13. = 


Auf ähnliche Weise findet man, indem man . —=2, v=—.1 setzt, dass die 
zweite Darstellung zum Werte + 4 gehört. Daher gehören die beiden Dar- 
stellungen zu entgegengesetzten Werten, 

Bevor wir weiter gehen, bemerken wir, dass dieFormen, deren De- 
terminante gleich Null ist, von den folgenden Untersuchungen 
ganz ausgeschlossen werden, da sie nur die Kürze der Sätze stören 
würden und daher eine gesonderte Behandlung erfordern. 
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Form, welche eine andere enthält oder unter einer anderen 
enthalten ist; Transformation, eigentliche und uneigentliche. 


157. 
Wenn eine Form F, deren Unbestimmten x, y sind, in eine andere 7”, 
deren Unbestimmten «', y' sind, durch Substitutionen von der Form 


ma +ßy, ya, 
in denen «, ß, y, © ganze Zahlen sind, übergeführt werden kann, so werden 


wir sagen, dass die erstere die letztere enthalte oder dass die 
letztere unter der ersteren enthalten sei. Ist F die Form: 


ax? + 2bxy + cy2, 
die Form F’ aber die folgende: 
ac? + 2a y + cy?, 
so hat man folgende drei Gleichungen: 


a = aa? + 2bay + cy?, 
b’ = aaß+ b(aö + Pr) + erh, 
ce = aß? + 288 + cÖ2. 


Multiplieiert man die zweite Gleichung mit sich selbst, die erste mit 
der dritten und subtrahiert, so erhält man nach Weglassung der sich auf- 
hebenden Teile: 

b? — dc = (b? — ac) (ad — By)? 


Hieraus folgt, dass die Determinante der Form F’ durch die Determinante 
der Form F' teilbar und der Quotient ein Quadrat ist; offenbar werden 
also diese Determinanten dasselbe Vorzeichen besitzen. Wenn 
daher überdies die Form F’ durch eine ähnliche Substitution in die Form F 
verwandelt werden kann, d. h. wenn sowohl F’ unter F als auch F unter 
F' enthalten ist, werden die Determinanten der Formen einander gleich *) 
und (aö — PyJ?=1 sein. In diesem Falle nennen wir die Formen äquivalent. 
Demnach ist zur Äquivalenz der Formen die Gleichheit der Deter- 
minanten unerlässliche Bedingung, obwohl jene aus dieser allein 
keineswegs folgt. Die Substitution = ax’ + ßy', y=yx'+ öy' werden 
wir eine eigentliche Transformation nennen, wenn aö—Py eine 
positive Zahl, und eine uneigentliche, wenn aö—ßy eine negative 
Zahl ist; von der Form F’ werden wir sagen, sie sei eigentlich 
oder uneigentlich unter der Form F' enthalten, wenn F sich durch 
eine eigentliche oder uneigentliche Transformation in die 

*) Aus vorstehender Analyse geht hervor, dass dieser Satz auch für Formen, 
deren Determinante gleich Null ist, gilt. Aber die Gleichung (ad — By? —=1 darf 
nicht auf diesen Fall ausgedehnt werden. 


g* 
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Form F’ verwandeln lässt. Wenn daher die Formen F und F 
äquivalent sind, so ist (aö — By)?=1 und daher, wenn die Transformation 
eine eigentliche ist, @—ßy—=+1, wenn sie eine uneigentliche ist, 
a —ßy—=—1. — Wenn mehrere Transformationen zu gleicher Zeit 
eigentlich oder zu gleicher Zeit uneigentlich sind, so werden wir sie 
gleichartig nennen, eine eigentliche und eine uneigentliche dagegen sollen 
ungleichartig heissen. 


Äquivalenz, eigentliche und uneigentliche. 


158. 

Wenn die Determinanten der Formen F, F’ einander gleich 
sind und F’ unter F enthalten ist, so wird auch F' unter F’ ent- 
halten sein und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem 
F' unter F eigentlich oder uneigentlich enthalten ist. 

Es möge F in F’ übergehen, wenn man setzt: 


aa +ßy, yarad+öy. 
Dann wird F’ in F übergehen durch 
= —dy, Y=—1a+y, 


denn offenbar wird durch diese Substitution aus 7’ dasselbe, was aus F' 
wird, wenn man setzt: 

«= ale — By) +Bl- rt), y=rla— By) + dl—1e +0) 
oder 

= (a — Pr)e, y= (ad — Py)Y. 
Hiernach wird aus F offenbar (a — By)?F, d.i. wiederum F’ (nach vorigem 
Artikel). Es ist aber ersichtlich, dass die letztere Transformation eigentlich 
oder uneigentlich ist, je nachdem die erstere eigentlich oder uneigentlich ist. 

Wenn sowohl F’ unter F als auch F unter F’ eigentlich 
enthalten ist, werden wir die Formen eigentlich äquivalent, wenn 
sie aber uneigentlich unter einander enthalten sind, uneigent- 
lich äquivalent nennen. — Im Übrigen wird man den Nutzen dieser 
Unterscheidungen bald kennen lernen. 

Beispiel. Die Form 2x? — 82xy + 3y? geht durch die Substitutionen 
2— 2x +y, y=3« +2y' über in die Form: — 13#'? — 12x'y' — 2y? 
und diese wieder in jene, wenn man setzt: "= 2x — y, Y = — 3% + 2y. 
Daher sind die Formen (2, —4, 3) und (— 13, —6, —2) eigentlich 
äquivalent. 

Die Probleme, an deren Behandlung wir jetzt gehen, sind die 
folgenden: 

I. Wenn irgend zwei Formen mit derselben Determinante gegeben 
sind, so soll man ermitteln, ob sie äquivalent sind oder nicht, ob eigentlich 
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oder uneigentlich äquivalent oder beides zugleich, denn auch dieses ist 
möglich. Wenn sie aber verschiedene Determinanten haben, so soll man 
zusehen, ob nicht wenigstens die eine die andere, eigentlich oder uneigentlich 
oder in beiderlei Weise, enthält. Schliesslich soll man alle, eigentlichen so- 
wohl wie uneigentlichen, Transformationen der einen in die andere finden. 

II. Wenn irgend eine Form gegeben ist, so soll man finden, ob eine 
gegebene Zahl durch sie dargestellt werden kann, und soll alle Dar- 
stellungen angeben. Da aber hierbei die Formen mit negativer Determinante 
ein anderes Verfahren erfordern als die Formen mit positiver Determinante, 
so wollen wir zunächst das angeben, was beiden gemeinsam ist, und darauf 
‘die Formen jeder Art gesondert betrachten. 


Entgegengesetzte Formen. 


159. 
Wenn die Form F die Form F’ und diese wiederum die Form 
F" enthält, so wird die Form F ebenfalls die Form F” ent- 
halten. 
Es seien die Unbestimmten der Formen F\, F’, F" respective @, 9; 


’ 


x, y'; x, y', und es möge Fin F’ übergehen, wenn man setzt: 
a4 ßy, ya Sy), 
und F’ in F’, wenn man setzt: 
d=aX'+ßy, yayı+oy. 

Dann wird sich offenbar F in F’ verwandeln durch 

«= al HB) HR HYN), yar aa’ +PyN) +8 Ey") 
oder: 
x = (aa + By)’ + (af + BE) y", ya). 


Somit wird F auch F’” enthalten. 


Da 
(aa’+ By’) (rB'+ 88’) — (aß'-+ 86’) (ra’+ 7) = (ad — Pr) (a — PY’) 
und daher positiv ist, wenn entweder «ö — ßy und «’6’— ß’y’ beide positiv oder 


beide negativ sind, dagegen negativ, wenn eine dieser Zahlen positiv, die 
andere negativ ist, so wird die Form F die Form F” eigentlich oder 
uneigentlich enthalten, je nachdem F’ die Form F’ und F’ wieder die 
Form F'" auf einerlei oder auf verschiedene Weise enthalten. 

Hieraus folgt, dass, wenn man beliebig viele Formen F, F’, F”, Be 
hat, von denen jede die folgende enthält, die erste die letzte enthalten 
wird, und zwar eigentlich, wenn die Anzahl der Formen, welche die ihnen 
folgende uneigentlich enthalten, gerade, uneigentlich, wenn jene Anzahl 
ungerade ist. 
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Wenn die Form F der Form F’ und diese wieder der Form 
F" äquivalent ist, so wird die Form F der Form F’ äquivalent 
sein, und zwar eigentlich, wenn die Form F der Form F’ in 
derselben Weise äquivalent ist, wie die Form F’ der Form F”, 
uneigentlich aber, wenn letzteres in verschiedener Weise der 
Fall ist. 

Denn da die Formen F, F’ respective den Formen F’, F” äquivalent 
sind, so werden nicht nur jene diese respective enthalten und daher auch 
F' die Form F”, sondern auch diese jene. Daher werden F und F’” 
äquivalent sein. Aus dem Vorhergehenden aber folgt, dass F die Form F’” 
eigentlich oder uneigentlich enthält, je nachdem F der Form F’ und F” 
der Form F’” auf dieselbe oder auf verschiedene Weise äquivalent ist; 
ebenso wird auch F" die Form F enthalten. Daher werden im ersteren 
Falle # und F” eigentlich, im letzteren uneigentlich äquivalent sein. 


Die Formen (a, —b, c), (c, 5, a), (e, —b, a) sind der Form 
(a, b, ec) äquivalent, und zwar die beiden ersten uneigentlich, 
die letzte eigentlich. 

Denn ax? + 2bay + cy? geht in ax’? — 2bx’y'+ cy'? über, wenn man 
setzt = +0.y, y=0-2—y, und diese Transformation ist un- 
eigentlich wegen 1-(—1)—0-0=—1. In die Form ex’? + 2br’y'+ cy'? 
aber geht sie über durch die uneigentliche Transformation: = 0-x-+y, 
y=&+0:.y', und in die Form «x? — 2bx’'y+ ay'’? durch die eigentliche 
Transformatin <= 0-2 —y, y=c+0:y. 

Hieraus ist klar, dass jede Form, welche der Form (a, b, c) äquivalent 
ist, entweder dieser selbst oder der Form (a, — b, c) eigentlich äquivalent 
ist, und ebenso dass, wenn irgend eine Form die Form (a, b, c) enthält oder 
unter ihr enthalten ist, dieselbe entweder die Form (a, b, c) oder die Form 
(a, —b, c) eigentlich enthält, oder unter einer von beiden eigentlich enthalten 
ist. Die Formen (a,b, c) und (,—b,c) werden wir entgegengesetzte 
nennen. 


Benachbarte Formen. 


160. 


Wenn die Formen (a, b, c) und (a’, d’, c') dieselbe Determinante haben 
und überdies c=«’ und b=— b’ (mod.c) oder b+b’==0 (mod. c) ist, so 
werden wir diese Formen benachbarte Formen nennen, und zwar soll, 
wenn eine genauere Bestimmung nötig ist, die erste der letzteren nach 
links benachbart, die letztere der ersteren nach rechts benachbart 
heissen. 

So ist z.B. die Form (7,3, 2) der Form (3,4, 7) nach rechts benachbart, 
die Form (3,1,3) der zu ihr entgegengesetzten Form (3,— 1,3) aber nach 
beiden Seiten benachbart. 
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Benachbarte Formen sind stets eigentlich äquivalent. Denn 
die Form ax? + 2bxy + cy? geht in die benachbarte Form ca’? + Way’ + c'y'? 


! 


N: b 
über durch die Substitutiin = —y, y=x+ y (welche wegen 


C 
0-—— —1:.(— 1)=1 eine eigentliche ist), wie man durch Entwicklung 


N 
mit Zuhülfenahme der Gleichung ?— ac—=b'?— cc leicht beweist; a. 
aber ist nach Voraussetzung eine ganze Zahl. — Übrigens gelten diese 
Erklärungen und Folgerungen nicht, wenn ce=«’ —=0 ist. Dieser Fall kann 
jedoch nur bei Formen eintreten, deren Determinante eine Quadratzahl ist. 
Die Formen (a, b,c) und (a,b, c') sind eigentlich äquivalent, wenn 
a=a,b=b (mod.a) ist. Denn: die Form (a, b,c) ist (mach vorigem 
Artikel) der Form (c, — b, a) eigentlich äquivalent, letztere aber ist der Form 
(a’, U’, c') nach links benachbart. 


Gemeinschaftliche Teiler der Coeffiecienten der Formen. 


161. 

Wenn die Form (a,b, c) die Form (a, d', c') enthält, so ist jeder 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, b, c auch ein Teiler der 
Zahlen a, d, cC, und jeder gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
a, 2b, c auch ein solcher von a’, 2, c. 

Wenn nämlich die Form ax? + 2bxy + cy? durch die Substitutionen 
2 oa +By, y=ya'-+öy in die Form a’? + 2 a’y' + c'y? übergeht, 
so hat man folgende Gleichungen: 


aa? +2bay + c?=« 
aaß + bad + By) + eri=b 
aß? + 208° + cc? —= cd, 


woraus der Satz sogleich folgt (wenn man für den zweiten Teil desselben 
an Stelle der zweiten Gleichung die folgende anwendet: 2aaß + 2b(ad + By) + 
2cyd = 2b ) 

Hieraus geht hervor, dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
a, b (2b), ce zugleich auch in dem grössten gemeinschaftlichen Teiler der 
Zahlen a, b' (2b'), c' aufgeht. Wenn nun überdies die Form (a,b', c) die 
Form (a, b, c) enthält, d. h. wenn die Formen äquivalent sind, so wird der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, b (2b), c dem grössten ge- 
meinschaftlichen Teiler der Zahlen a’, b’(20’), c' gleich sein, da alsdann 
sowohl dieser in jenem, wie jener in diesem aufgehen muss. Wenn daher 
in diesem Falle die Zahlen a, b (2b), c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, d. h. wenn der grösste gemeinsame Teiler gleich 1 ist, so werden 
auch die Zahlen a’, b’ (2b'), c' keinen gemeinschaftlichen Teiler besitzen. 
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Zusammenhang zwischen sämtlichen gleichartigen Trans- 
formationen einer gegebenen Form in eine gegebene Form. 
162. 

Aufgabe Wenn die Form 

AX?+2BXY-+CY? oder F 
die Form 
ax? + 2bxy + cy? oder f 
enthält und irgend eine Transformation jener in diese gegeben 
ist, so soll man aus dieser alle andern ihr gleichartigen Trans- 
formationen ableiten. 

Auflösung. Die gegebene Transformation sei die folgende: X= ax + By, 
Y=7%-+ öy, und es werde zunächst angenommen, dass eine 
andere dieser gleichartige, nämlich X = a'x + ß'y, Y’=Y2. 40% 
gegeben sei, um zuzusehen, was hieraus folgt. Setzt man die Deter- 
minanten der Formen F, f gleich DD, dudda — = e, «do — 
so wird (nach Artikel 157) d= De?2= De’? und, da die Grössen e und e' 
nach Voraussetzung dasselbe Vorzeichen haben, e=e. Man hat aber die 
folgenden sechs Gleichungen: 


[1] Aa? +2Bay +07? = a, 

[2] Aa? + 2Ba'y'+ OyY?= a, 

[3] Aaß + Blaö + Py) + Oi=), 

[4] AB’ + Bad’ +PByY) + Yd=b, 

[5] AB? + 2Bß8 + 082 =, 

[6] AB? + 2BB + O?=c. 

Bezeichnen wir der Kürze wegen die Zahlen 
Aao’+ B(ay'+ ya) + Oyy), 
Alaß’+ Ba’) + B(aö’+ By’+ YB’+ da’) + O(yd’+ Sy), 

APB'+ .B(Bß8’+ SB’) + 0766 


mit a’, 2b’, c’, so leiten wir aus vorstehenden Gleichungen die folgenden her*): 
[7] a? — D(ay— ya’)? = a}, 
[8] 205 — D(ay'— 10’) (aö’-+ By'— yB— da’) = 2ab, 

46"? — D[(aö’+ By’ — 1B’— da’)? + 2ee'] = 252 + 2ac, 


*) Diese Gleichungen entstehen folgendermassen: [7] entsteht aus [1]-[2] 
(d. h. wenn die Gleichung [1] mit der Gleichung [2] multiplieiert wird, oder viel- 
mehr, wenn die linke Seite jener mit der linken Seite dieser und die rechte Seite 
jener mit der rechten Seite dieser multiplieiert wird und die Producte gleichgesetzt 
werden); [8] entsteht aus [1]-[4]+[2]- [3], die folgende nicht numerierte aus 
11]-[6)+[2]-[5]+[3]- [4] + [3]- [4]; die folgende nicht numerierte aus [3] - [4], 
[11] aus [3]- [6]+[4]- [5]; [12] aus [5]-[6]. Einer ähnlichen Bezeichnung wie hier 
werden wir uns auch im Folgenden immer bedienen. Die Entwicklung müssen wir 
aber dem Leser überlassen. 
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und hieraus wird, wenn man 2.Dee'—= 2d = 2b? — 2ac addiert: 
[9] 4b’? ee D(ad’ + By BP — da)? DER 402, 
ad — D(a8'’— yB’) (By — 0a’) = b?, 


und aus dieser wird, wenn man D(aö — By) (a’° — By’) = b? — ac subtrahiert: 


[10] ac — D (ay'— ya) (Bö’— OB’) = ac, 
1] We — Died’ + By 18 — du) (Br — IP) — be, 
[12] cd? — D(B0’— SP)? = c*. 


Man nehme nun an, dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der 
Zahlen a, 2b, c gleich m sei und dass die Zahlen Y, B, & so bestimmt 
seien, dass 

Ya +28 +C&c=m 


wird (Artikel 40); man multipliciere sodann die Gleichungen [7], [8], [9], 
[10], [11], [12] respective mit 4, 2UB, B?, 2AC, 28C, C? und addiere 
die Producte. Setzt man noch der Kürze halber: 


[13] Ua + 28V’ + CcC—=T 

[14] Ale — ra) + Bla’ + BY’ —YP’— 8a’) + EB — 8) = U, 

wo 7’'und U augenscheinlich ganze Zahlen sind, so erhält man die Gleichung: 
T? — DU? —= m?. 


Wir sind daher zu folgendem eleganten Schlusse gelangt, nämlich 
dass sich aus irgend zwei gleichartigen Transformationen der 
Form F in f die Auflösung der unbestimmten Gleichung 
2? — Du?—= m? in ganzen Zahlen, nämlich =T, uU; 'orgioche 
Da wir ferner bei unsern Schlussfolgerungen nicht angenommen haben, dass 
die Transformationen verschieden seien, so muss sogar eine einzige Trans- 
formation zweimal angewendet eine Lösung darbieten. Dann wird aber 
wegen a —a, B=ß,...auche =, bb, d=cunddaher T=m, Ü=WE 
eine Lösung, die unmittelbar auf der Hand liegt. 

Jetzt wollen wir die erste Transformation und die Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung als bekannt betrachten 
und zusehen, wie man daraus die andere Transformation ableiten könne, 
oder in welcher Weise a’, ß’, y', ö von «a, ß, y, 6, 7, U abhängen. Zu dem 
Zwecke multipliciere man zunächst die Gleichung [1] mit 6«’— By’, [2] mit 
08 — yB’, [3] mit ay'— ya’, [4] mit ya’— ay’ und addiere die Producte. Da- 
durch entsteht die Gleichung: 


[15] (e + e)a = (ad’ — By’— PB’ + da’)a. 

Auf analoge Weise entsteht aus 

(88° — 82) (1112) + (ad — BY —1ß + 80°) ([13]-+[AD) + (ar — 1a’) ([5]—[6]) 
die Gleichung: 

[16] 2(e+ e)b’= 2(aö’— BY’ — yß’ + Sa’)b. 
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Endlich geht aus 
(BP — 88°) (13) — [E)) + (aö’— BP’) [5] + a — By’) [6] 
die Gleichung hervor: | 
[17] (e+ e)e= (ad — By’ — 1B’+ da’). 
Substituiert man die Werte [15], [16], [17] in [13], so wird: 
(e+e) T= (ad — By'—yP'+ 0a’) (Aa + 28b + Ce) 
oder: 
[18] 2eT = (ad — By'— yB’+ Sa’)m, 
woraus 7' viel leichter abgeleitet werden kann als aus [13]. — Verbindet 
man diese Gleichung mit [15], [16], [17], so erhält man: ma’ = Ta, 
2mb'= 2Tb, mc'—= Te. Werden diese Werte von a’, 2b’, c’ in die Gleichungen 
[7] bis [12] eingesetzt und wird an Stelle von 7? geschrieben m? + .DU?, 
so gehen jene Gleichungen nach den gehörigen Änderungen über in die 
folgenden: 
(ay’— ya)? m? = a?U? 
(ay'’— ya’) (aö’-+- By'— YB’— 6a’) m? = 2abU? 
(aö’+ By'’— YB’— 8a’)?m? = 4b?U? 
(ay'— 6a’) (Bö’— OB’)m? = acU? 
(aö’+ By’ — y8’— da’) (B9’— 08’) m? = 2be U? 
(B’— Sß')ın? = U? 


Hieraus leitet man mit Hülfe der Gleichung [14] und der Gleichung 
Ua + 2Bb + Gc=m leicht her (indem man einmal die erste, zweite und 
vierte, sodann die zweite, dritte und fünfte, schliesslich die vierte, fünfte 
und sechste bezüglich mit X, B, & multipliciert und die Producte addiert): 


(ay'’— ya’)Um? = maU? 
(ad’+ By’ — YB’— da’)Um? — 2mbU? 
(B8’— 58’) Um? = meU?, 


und hieraus, indem man durch mÜ dividiert:*) 


[19] aU = (a — 1a')m 
[20] 2DU = (aö’+ By’ — BP’ — da’) m 
[21] U = (Bo'— Dp'ym, 


und aus irgend einer dieser Gleichungen lässt sich U viel leichter ableiten 
als aus [14]. — Zu gleicher Zeit folgt hieraus, dass, wie immer auch W, 
DB, & bestimmt sein mögen (was auf unendlich viele Arten geschehen 
kann), sowohl 7’ als auch U denselben Wert erhalten. 


*) Dies würde nicht gestattet sein, wenn U=0 wäre; dann würde aber die 
Richtigkeit der Gleichungen [19], [20], [21] sogleich aus der ersten, dritten und 
sechsten der vorstehenden Gleichungen sich ergeben. 
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Multiplieiert man nun die Gleichung [18] mit «, [19] mit 28, [20] mit 
— a, so ergiebt sich durch Addition: 


IueT + 2 (Ba — ab)U = 2(ad — Pr) am = 2ea'm. 
Auf analoge Weise wird aus B-[18] + B-[20] — 2a-[21]: 

Bet + 2(ßb — ac) U= 2(ad — By) Bm = 2eß'm. 
Ferner wird aus y-[18] + 25 - [19] — y [20]: 

2yeT + 2(da — yb) U= 2(ad — Py)y'm = 2ey'm. 
Schliesslich ergiebt sich aus ö- [18] + 8 - [20] — 27 - [21]: 

2eT + 2(8b — Ye) U = 2(ad — By) dm = 2eö'm. 


Werden in diesen Formeln für a, b, c ihre Werte aus [1], [3], [5] 
gesetzt, so folgt: 
«m—=aT — (aB+yO)U 
Bm =BT—(BB-+ÖC)U 
Yvm=YT+ (aA+yB)U 
öm—=dT + (BA -+ 6B)U.*) 


Aus der vorstehenden Untersuchung folgt, dass es keine der gegebenen 
gleichartige Transformation der Form F in f giebt, die nicht unter der 
Formel 


1 1 
x— [et — (aB+YÖ)ule + ren (BB+6C)u] y, 


(I) 1 1 
= [it + (aA + YB)ule+ [+ (BA + dB)u]y 


enthalten wäre, wobei ? und « unbestimmt alle ganzen Zahlen bezeichnen, 
welche der Gleichung ?— Du?—= m? genügen. Hieraus können wir jedoch 
noch nicht schliessen, dass sämtliche Werte von £, «, welche jener Gleichung 
genügen, in die Formel (I) substituiert passende Transformationen geben. 
Es kann jedoch mit Hülfe der Gleichungen [1], [3], [5] und der Gleichung 
i? — Du? —= m? durch Entwicklung leicht bestätigt werden: 

1. dass die Form F durch eine aus irgend welchen Werten von ti, % 
hervorgegangene Substitution stets in die Form f transformiert werden kann. 
Die mehr weitläufige als schwierige Rechnung unterdrücken wir der Kürze 
halber. 

2. Jede aus der Formel abgeleitete Transformation ist der gegebenen 
gleichartig. Denn es ist: ‚ 


*) Hieraus folgt leicht: AeU= (öy'— yd')m, 
2BeU = (ad’— da'+ 18’— By’)m, 
CeU = (Ba’— aß’)m. 
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1 
m 


1 \ 1 
es [2 — (BB + 80) u] x m + (aA + yb)u] 


[ai — (aB +10) u] = [öt+ (BA + 2B)u] 


— (ad — By) (? — Du?) = ad — Pr. 

3. Besitzen die Formen F' und f ungleiche Determinanten, so kann 
es geschehen, dass die Formel (I) für irgend welche Werte von i und % 
Substitutionen ergiebt, welche Brüche enthalten, und die daher verworfen 
werden müssen. Alle andern aber werden passende Transformationen sein, 
und andere ausser ihnen giebt es nicht. 

4. Wenn aber die Formen F’ und f dieselbe Determinante besitzen und 
daher äquivalent sind, so wird die Formel (I) keine Transformationen 
ergeben, welche Brüche enthalten, und wird somit in diesem Falle die voll- 
ständige Lösung der Aufgabe darstellen. Jenes aber wird folgendermassen 
bewiesen: 

Aus dem Satze des vorigen Artikels folgt in diesem Falle, dass m zu 
gleicher Zeit gemeinschaftlicher Teiler der Zahlen A, 2B, C ist. Da 
1? — Du? = m? ist, so wird #?— B?u? = m?— A0u?; somit ist #? — B?u? durch 
m? teilbar und hiernach um so mehr 44? — 4B?u?, und somit ist auch (weil 
2B durch m teilbar ist) 44? durch m? und folglich 24 durch m teilbar. 


: an 2 f 
Hiernach sind 1 (£+ Bu) und = (£— Bu) ganze Zahlen und zwar (da die 
; 5 : 4 ' A s 
Differenz zwischen ihnen Pu gerade ist) entweder beide gerade oder beide 
ungerade Wenn beide ungerade wären, würde auch ihr Product ungerade 

. : 1 Ra 
sein, welches aber als Vierfaches der Zahl 5 — ‚B?u?), die, wie wir eben 
gezeigt haben, eine ganze Zahl ist, notwendig gerade ist. Daher ist 


. 


aD 
dieser Fall unmöglich; also sind ui + Bu), ei (£— Bu) immer gerade und 


1 1 
daher wert (t-+ Bu), n- Bu) immer ganz. Hieraus leitet man aber ohne 


Mühe her, dass alle vier Coeffieienten in (I) stets ganze Zahlen sind. 

Aus dem Vorstehenden schliesst man, dass, wenn man sämtliche 
Lösungen der Gleichung ??— Du?—= m? hat, sich daraus alle Trans- 
formationen der Form (A, .B, ©) in die Form (a, b, c), welche der gegebenen 
Transformation gleichartig sind, ableiten lassen. Jene werden wir aber im 
Folgenden finden lehren. Hier bemerken wir nur, dass die Anzahl der 
Lösungen stets endlich ist, wenn D negativ oder positiv und zugleich eine 
Quadratzahl ist, dass sie aber unendlich gross ist, wenn D eine positive 
nichtquadratische Zahl ist. Wenn dieser Fall stattfindet und zugleich D 
nicht gleich d ist (oben 3), müsste man überdies untersuchen, auf welche 


Weise man diejenigen Werte von £, «, welche von Brüchen freie Sub- 
® 
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stitutionen ergeben, von vornherein von denjenigen unterscheiden könne, 
welche gebrochene Substitutionen hervorbringen. Indessen werden wir für 
diesen Fall unten eine andere Methode auseinandersetzen, welche von diesem 
Übelstande frei ist (Artikel 214). 

Beispiel. Die Form x? -+ 2y? geht durch die eigentliche Substitution 
z—= 2 +7Ty, y=x&+5y in die Form (6, 24, 99) über; es werden alle 
eigentlichen Transformationen jener Form in diese gesucht. Hier ist 
D=—2, m=3 und daher die zu lösende Gleichung ? + 2u?=9. Dieser 
geschieht auf sechs verschiedene Arten Genüge, nämlich wenn man setzt: 
—=3,—3,1,—1,1,—1; u=0,0, 2,2, — 2, — 2 respective. Die dritte 
und sechste Lösung geben Substitutionen in gebrochenen Zahlen und sind 
daher zu verwerfen; aus den übrigen ergeben sich vier Substitutionen: 


2% + 7y' x + 5y' 

— 20" — 7y' — x — dy' 

BT Ay) g) Wr ’ en 
— 22 — 9y x + 5y 

2% + 9y' — 1 —3y', 


deren erste die gegebene ist. 


Ambige Formen. 


163. 

Bereits oben haben wir oberflächlich erwähnt, dass es möglich sei, dass 
irgend eine Form F' eine andere F’ sowohl eigentlich als auch uneigentlich 
enthält. Offenbar tritt dies ein, wenn zwischen die Formen F, F" eine 
andere @ von der Beschaffenheit eingeschoben werden kann, dass F' die 
Form @ und @ die Form F’ enthält und @ sich selbst uneigentlich äqui- 
valent ist. Denn wenn man annimmt, dass F die Form @ eigentlich oder 
uneigentlich enthalte, so wird, da @ die Form @ uneigentlich enthält, F 
die Form @ bezüglich uneigentlich oder eigentlich enthalten und daher in 
beiden Fällen sowohl eigentlich als auch uneigentlich (Artikel 159). In 
derselben Weise leitet man hieraus ab, dass, wie man auch immer annehmen 
möge, dass @ die Form F’ enthalte, F immer F’ sowohl eigentlich als auch 
uneigentlich enthalten muss. — Dass es aber solche Formen giebt, welche 
sich selbst uneigentlich äquivalent sind, ersieht man aus dem ganz auf der 
Hand liegenden Falle, wo das mittlere Glied der Form gleich Null ist. 
Eine solche Form ist sich nämlich selbst entgegengesetzt (Artikel 159) und 
daher uneigentlich äquivalent. Allgemeiner besitzt jede Form (a, d, c), in 
welcher 2b durch «a teilbar ist, diese Eigenschaft. Dieser wird nämlich die 
Form (ec, b, a) nach links benachbart (Artikel 160) und daher eigentlich 
äquivalent sein; (c, db, a) aber ist nach Artikel 159 der Form (a, b, c) n- 
eigentlich äquivalent; somit ist (a, D, c) sich selbst uneigentlich äquivalent. 
Derartige Formen (a, b, c), in denen 2b durch a teilbar ist, 
werden wir ambige Formen nennen. Wir haben daher folgenden 
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Satz. Die Form F wird eine andere Form F’ sowohl eigent- 
lich als uneigentlich enthalten, wenn man eine ambige Form 
finden kann, welche unter F' enthalten ist und F” enthält. 

Dieser Satz lässt sich aber auch umkehren, nämlich: 


Satz betreffend den Fall, wo eine Form unter einer andern 
zugleich eigentlich und uneigentlich enthalten ist. 


164. 
Satz. Wenn die Form 


Ax? + 2Bxy + Cy? oder F 
eine andere Form 
A'x'? + 2B’xy'+ O'y? oder F’ 


sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthält, so lässt sich 
immer eine ambige Form finden, welche unter der Form F ent- 
halten ist und die Form F’ enthält. 
Wir nehmen an, dass die Form F in die Form F’ sowohl durch die 
Substitution 
a=w+ßy, yara+oy 


als auch durch die folgende jener ungleichartige 


=au+ßhy, yard-+ ty 
übergehe. Bezeichnet man dann die Zahlen «ad — By, «a’’— B’y’ bezüglich 
mit e, e', so wird B?— A'’C’= e? (B?— A0) = e'?(B?— AO), und hieraus 
e?—=e'? und, da nach Voraussetzung e und e’ entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, e=—.e oder e+e=0. Wenn man nun in F’ für « setzte 
Sa’— By" und für Y:—ya'"-+ a'y’, so würde offenbar dieselbe Form 


entstehen, als wenn man in F' schriebe 


entweder 1) für 2: a(da"— By") + B(— ya’-+ u) 
d.i. (aö’— By’ ı X + (Ba'-— aß’) y'' 
und für y: ya" — By ’ +6(— Ya’+ a'y") 
di; Ci’ — oyY)e" + la yP)y" 
oder 2) für & (a — By") +B(— Ya’+ay’) di. e 
und für yz Ya’ — By’) + ok Ya’ Hay’) di. ey". 


Bezeichnet man daher die Zahlen aö’— By’, Ba'’— aß’, 18’— öy', 6a’— ß’ mit 
a, b, c, d, so wird die Form F durch die botden Substitutionen 


= a +by", yza'ı-dy'; a—ea", y=ey' 


in dieselbe Form verwandelt, wodurch man die drei folgenden Gleichungen 
erhält: 
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[1] Aa? + 2Bac + 0c? = Ae'” 
[2] Aab + B(ad + be) + Ocd = Be’? 
[3] Ab? + 2Bbd + Cd? —= (e”. 
Aus den Werten von a, b, c, d aber findet man: 
[4] da—b=e=— = —e”. 


Hiernach wird aus d- [1] — e-[2]: 


(Aa + Be) (ad — be) = (Ad — Be) 

und daher: 

Ala-+d)=0. 
Ferner wird aus (a +d): [2] —b-[1]— c-[3]: 

[Ab + B(a-+d) + Ce] (ad — be) = [— Ab + B(a +d)— Ce] ed’? 

und daher: 

B(a+d)=!. 
Endlich wird aus a-[3] —b-[2]: 


(Bb + Cd) (ad — be) = (— Bb + Ca) e? 
und daher: 


Cla+d=0. 
Da nun nicht alle drei Grössen A, B, C gleich Null sein können, 
wird notwendig a +d=0 oder «= —d sein. 


Aus a-[2] —d-[1] folgt: 


(Ba + Ce) (ad — be) = (Ba — Ab) e'®, 
somit: 


[5] Ab — 2Ba — Ce=0. 
Aus den Gleichungen e+ed=0, a+d=0 oder 
a Bra By—0, a By + 0 
folgt: a +HA)E+Ö)=BHP)H+Y) oder: 
He): HHNM-RHNM:CH?). 


Das Verhältnis, welches diesem Verhältnis“) in kleinsten Zahlen aus- 
gedrückt gleich ist, sei m:», so dass m und » prim zu einander sind, und 
man nehme p, v derart an, dass um + m=1 ist. Ferner sei r der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, b, c, dessen Quadrat somit auch in 

*) Wenn alle Grössen «-+@, y-+y' B-+38', 6-+8’ gleich Null wären, würde 
das Verhältnis unbestimmt und daher die Methode nicht anwendbar sein. Aber geringe 
Aufmerksamkeit lehrt, dass dies mit unsern Annahmen nicht verträglich ist. Denn 
es würde sein: a — By= ad’ —P'y' d. i. e=e' und daher, weil e= — eE ist, e=e 
—0(. Hieraus würde auch B”? — 4'C' d. h. die Determinante der Form F” gleich 
Null werden, welche Formen wir ganz und gar ausgeschlossen haben. 


128 Fünfter Abschnitt. [Art. 164] 


a? + be oder be— ad oder e? aufgehen wird, so dass r auch ein Teiler von 
e ist. Hat man dies alles so gemacht und nimmt man an, dass die 
Form F durch die Substitution 


ve e 
a yant— u 
in die Form Mt? + 2Ntu + Pu? oder @ übergeht, so wird diese ambig sein 


und die Form 7’ enthalten. 


Beweis. I. Damit ersichtlich werde, dass die Form @ ambig 
ist, werden wir zeigen, dass 


M (by? — 2ayıy — cv?) = 2Nr 


; ; 1 ; 
ist, wonach, da r in.a, b, c aufgeht, 5 (bu? — 2apıv — cv?) eine ganze Zahl 


und somit 2N ein Vielfaches von M wird. Es ist aber: 
[6] M= Am? + 2Bmn + On?, Nr = [Amv — B(my. — nv) — Ong] e. 
Ferner bestätigt man durch Entwicklung leicht, dass 
+ Ba—=e—ed+0-d=(—-)E+N-B-P)ı-+Y) 
2d=(a+a) —-P)— (a— a) (B+P) 
ist. Hieraus folgt, da m y+Y)=n(a+ wa), m + )=n(ß +’) ist: 


m (2e + 2a) —= — 2nb oder: 
[7] me + ma + nb=(0. 


Auf analoge Weise ist: 
ee —- a=e—-e—-a+d=(la +) - N) —- B+P)Y—Y) 
LEN NEHN-A+N)E-9), 
und hieraus folgt n (2e — 24) = — 2me oder: 
[8] ne - na +me—\. 
Wenn man nun zu m? (bu? — 2ayv — cv?) den Ausdruck 


(1 — my — nv) [mv(e — a) + (mp. + 1)b] + (me + ma + nb) (mpv + v) 


+ (ne — na + mc) mw?, 
welcher wegen 


1— m. —w=0, me+ma-+nb—=(0, ne — na + me —= 0 


offenbar gleich Null ist, addiert, so erhält man, nachdem man die Produete 
der Regel nach entwickelt und die sich aufhebenden Teile weggelassen hat, 
2mve + b.. Demnach ist: 


[9] m? (bu? — 2apıy — cv?) = Imve + b. 
Addiert man in analoger Weise zu mn (bp? — 2apv — cv?) den Ausdruck: 


(1 — mp — nv)[(nv — mp)e — (1 + mp + nv)a] — (me + ma + nb)mp.? 
+ (ne — na + mc) nw?, 
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so findet man: 
[10] mn (bu? — 2apy — cv?) = (nv — my)e — 0. 
Addiert man endlich zu »?(bu? — 2ayv — cv?) den Ausdruck: 


(my. + nv — 1)[np.(e + a) + (vn + 1)e] — (me + ma + nb) ny? 


— (ne — na + me) (nv -F ), 
so wird: 


[11] n? (bu? — Day — 0?) = — Inne — c. 
Aus [9], [101, [11] ergiebt sich nun: 
(Am? + 2Bmn + On?) (by? — 2apıy — cv?) 
= 2e[Amv + B (nv — my.) — Ony)] + Ab — 2Ba — Ce 


oder wegen [6]: 
M (bu? — 2ayv — cv?) = 2Nr. 


I. Um zu beweisen, dass die Form @ die Form F’ enthält, 
werden wir zeigen, erstens dass @ in F’ übergeht, wenn man setzt: 


Y r 
Semi tr ödy, = (mm) + nB—md)y', 


: Y Y R & 
zweitens dass 5 na — my) und S (nß — md) ganze Zahlen sind. 


1. Da Fin @ übergeht, wenn man setzt: 
e e 
2= mt + U, yant— u, 


so wird @ durch die Substitution (S) in dieselbe Form transformiert werden, 
in welche F' transformiert wird, wenn man setzt: 


= m[(pa + vy)a + (uB + vö)y/] + vIma— my)y' + (nß — m6)y'] 
= a (mp + nv)a + Blmp + nv) y' = ax + By, 
und y=n[(pa + vy)&' + (BB + vö)y’] — [na — my)’ + (nß — mo) y'] 
= y(nv + mp)@ + $(nv + mu)y' = ya + &y'. 
Durch diese Substitution geht aber F' in F’ über; daher wird durch 
die Substitution (‚S) auch G in F’ übergehen. 
2. Aus den Werten von e, b, d findet man a'e+yb— ad=0 oder wegen 


d=—a: nae+maa-+nyb=0. Hieraus nach [7]: na’e + naa = mye + 
mya oder: 
[12] (na — my)a= (my — na!) e. 

Ferner wird: anb = — am(e + a), mb =— m(de+ aa) und daher: 
[13] (na — my)b = (a — a)me. 


Endlich ist YYe—ya-+ ac=0; hieraus entsteht, wenn man mit n multi- 


plieiert und für na seinen Wert aus [8] setzt: 


[14] (na — my)e=(Y— y')ne. 


Gauss. 9 
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Auf analoge Weise leitet man ab: ß’e + 8b — Bd=0 oder nßle + nöb-+ 
nda=0 und daher nach [7]: nß’e + nßa = möe -+ möa oder: 


[15] (nß — mö) a = (mö — nß')e. 
Ferner wird: ßnb = — Bm(e + a), ömb=— m(ß’e + ßa) und daher: 
[16] (nß — mö)b = (ß’— P)me. 


Schliesslich ist '’e— da -+ßce=0; hieraus entsteht, wenn man mit % 
multiplieiert und für na seinen Wert aus [8] setzt: 


[17] (nB — mö)e = (6 — Ö') ne. 


Da nun der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, b, c gleich 
‚r ist, so lassen sich ganze Zahlen U, B, & so annehmen, dass 


Ya+Bb+CG=r 
ist. Ist dies geschehen, so folgt aus [12], [13], 14]; [15], [16], 17]: 


Ulmy — na’) + Bla — a)m +&(y -Y)n= — (na — my) 


AUlmd — n$') + Bd! — Hm -+ E66 “= N > = (nß — m?); 


mithin sind T (na — my) und - (nß — mö) ganze Zahlen. 


165. 

Beispiel. Die Form 3%? + 140, — 4y? wird transformiert in die Form 

— 1202? — 18@'y' + 39y'?, sowohl eigentlich, wenn man setzt: 
= +lly, ya—— 
als auch uneigentlich, wenn man setzt: 
2—= — 74r' +89y, y—= 158 — 18y. 

Hier sind also die Zahlen a+ a, B+P, y+Yy, + 9% bezüglich: — 70, 
100, 14, — 20. Es ist aber — 70:14=100:— 20=5:—1. Wir setzen 
daher m=5, n=—1, u =0, v=—1. Als Zahlen a, b, ce findet man 
— 237, — 1170, 48, deren grösster gemeinschaftlicher Teiler gleich 3=r 
ist. Endlich wirde=3. Hiernach wird die Transformation (8) die folgende: 
z—=5t—u, y=—t, und durch diese geht die Form (3, 7, —4) über in 
die ambige Form t? — 16fu + 3u°. 


Sind die Formen F, F' äquivalent, so wird die Form G, wenn sie 
unter F enthalten ist, auch unter F’ enthalten sein. Da sie aber dieselbe 
Form auch enthält, so wird sie derselben und folglich auch der Form F 
äquivalent sein. In diesem Falle lässt sich also der Satz so aussprechen: 

Wenn die Formen F und F’ sowohl eigentlich als auch un- 
eigentlich äquivalent sind, so lässt sich eine beiden Formen 
äquivalente ambige Form finden. 
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Übrigens ist in diesem Falle e=-+1 und daher ist auch r, welches 
in e aufgeht, gleich 1. 


Dies möge hinsichtlich der Transformation der Formen im Allgemeinen 
genügen; wir gehen daher zur Betrachtung der Darstellungen über. 


Allgemeines über die Darstellungen von Zahlen durch Formen 
und deren Zusammenhang mit den Transformationen. 


166. 

Wenn die Form F die Form F' enthält, so lässt sich jede 
Zahl, welche durch F' dargestellt werden kann, auch durch F 
darstellen. 

Es seien die Unbestimmten der Formen F, F’ respective 2145 2,98 
und man nehme an, dass die Zahl M durch F' dargestellt werde, wenn 
man «=m, y—=n setzt, die Form F aber in F’ übergehe durch die 
Substitution: 

ma +hy, yard+dy. 
Dann wird offenbar, wenn man 
2 = om -+Pßn, y=Yym -+ in 


setzt, F' in M übergehen. 

Wenn M sich auf mehrere Arten durch die Form F' darstellen lässt, 
z. B. auch wenn man @= m’, y—=n’ setzt, so werden sich daraus auch 
mehrere Darstellungen von M durch F ergeben. Denn wenn sowohl 
am + Bn = am’ + Br’ als auch ym + ön = m’ + ön’ wäre, so würde entweder 
aö—Py—=0 und daher im Widerspruch mit unsrer Voraussetzung die 
Determinante der Form F gleich Null oder m—=m',n=n' sein. Hieraus 
folgt, dass M mindestens auf ebenso viele verschiedene Arten durch F 
sich darstellen lässt wie durch 7”. 

Wenn daher sowohl F’ die Form F’ als auch F’ die Form F enthält, 
d. h. wenn F', F’ äquivalent sind, und die Zahl M durch eine von beiden 
sich darstellen lässt, so lässt sie sich auch durch die andere darstellen und 
zwar durch die eine auf ebenso viele verschiedene Arten wie durch die 
andere. 

Schliesslich bemerken wir, dass in diesem Falle der grösste gemein- 
schaftliche Teiler der Zahlen m, » gleich ist dem grössten gemeinschaftlichen 
Teiler der Zahlen am +ßn, ym-+ön. Ist jener gleich A und sind die 
Zahlen p, v derart angenommen, dass um +wm=A ist, so wird: 


(pr — 1) (am + Pr) — (Br — av) (ym + ön) = (ad — By) (um + mie, 
Hiernach geht der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen am + Bn, 
im + ©n auch in A, A aber wiederum auch in jenem auf, weil es offenbar 
in am + Pn und ym + &n aufgeht. Somit muss jener notwendig gleich A 


9* 
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sein. — Wenn also m, n zu einander prim sind, werden auch am + fn, 
ym + &n zu einander prim sein. 


167. 
Satz. Wenn die Formen 
ax? +2bxzy +ey? oder F, 
ax? + 2 a'y + c'y? oder F 
äquivalent sind, ihre Determinante gleich D ist und die letztere 
in die erstere übergeht, wenn man setzt: 


= a0 + Py, yareH+ 


wenn ferner die Zahl M durch F dargestellt wird, wenn man 
2—=m, y=n macht, und daher durch F’, wenn man 


2 —= am + ßn=m, Y=ym + nm = mw 


setzt, und zwar so, dass m zu n und demnach auch m’ zu »’ prim 
ist, so werden beide Darstellungen entweder zu demselben 
Werte oder zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks 


yD (mod. M) gehören, je nachdem die Transformation der Form 
F' in F eine eigentliche oder uneigentliche ist. 
Beweis. Man bestimme die Zahlen p, v derart, dass pm + vn 1 ist 
und setze: 
Ale Sau, 
at De. 
(welche Grössen wegen aö—ßy—=-+1 ganze Zahlen sind), so wird (nach 
dem Ende des vorigen Artikels): 
wm’ vn =]. 
Ist ferner 
u(bm + en) — v(am + bn)=V, (dm + c'n’) — v(a'm' + bn)=V', 
so werden V, V’ Werte des Ausdrucks yD (mod. M) sein, zu welchen die 
erste und zweite Darstellung gehören. Werden in V’ für y, v', m‘, n' Ihre 
Werte, in V aber 
für a: a'a2 + 2’ay + c'Y? 
für b: daß + bad + By) + ey 
für c: aß? + 2 Bö + c' 
gesetzt, so findet man nach Ausführung der Entwicklung: 
= TV'(aö — By). 


Demnach ist entweder V= V’ oder V=— TV’, je nachdem &— h=+I1 
oder =— 1 ist, d. h. die Darstellungen werden zu einem und demselben 
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oder zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks yD (mod. M) gehören, 


je nachdem die Transformation der Form F’ in F eine eigentliche oder 
eine uneigentliche ist. 

Wenn man daher vermittelst einander primer Werte der Unbestimmten 
x, y mehrere Darstellungen der Zahl M durch die Form (a, b, c) hat, 


welche zu verschiedenen Werten des Ausdrucks yD (mod. M) gehören, 


so werden die entsprechenden Darstellungen durch die Form (a’, d’', c’‘) be- 
züglich zu denselben Werten gehören, und wenn es keine Darstellung der 
Zahl M durch irgend eine Form giebt, welche zu irgend einem bestimmten 
Werte gehört, so wird es auch keine zu diesem Werte gehörige Darstellung 
durch die zu jener äquivalente Form geben. 


168. 
Satz. Wenn die Zahl M durch die Form ax? + 2bxy + cy? dar- 
gestellt wird, wenn man den Unbestimmten x, y die zu einander 
primen Werte m, n beilegt, und wenn der Wert des Ausdrucks 


yD (mod. M), zu welchem diese Darstellung gehört, gleich N 
2 


A N?—D\ . Ä 
ist, so werden die Formen (a, b,c) und (m, N, nn eigentlich 
äquivalent sein. 

Beweis. Aus Artikel 155 geht hervor, dass sich ganze Zahlen », y von 
der Beschaffenheit finden lassen, dass 


mu +nv=1, (dm + en) — v(am +bn)=N 


ist. Ist dies geschehen, so geht die Form (a, b, c) durch die Substitution 
2 = me —vwy, y—=na' + yy', welche offenbar eine eigentliche ist, in eine 
Form, deren Determinante gleich D(mp. + nv)? d. h. gleich D ist, oder in 
. x \ N?—D 
eine äquivalente Form über. Setzt man diese Form gleich (m, N", ee, 


so wird: 
M'= am? + 2bmn + en =M, N'= — ma + (mu — mw)b + nac= N. 


Daher wird die Form, in welche (a, b, c) durch jene Transformation ver- 
N? — = 


wandelt wird, dargestellt durch (m, N, a 


Aus den Gleichungen 
mu +nv—=1, (mb + ne) — v(ma + nb)= N 
folgt übrigens: 


mb + ne — mN 
yz= ee) 


nN + ma -+ nb nN + ma + nb 
= en ‘) == 
M 


— am? + 2bmn zen? M 


M 


welche Zahlen somit ganze Zahlen sind. 
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Ferner ist zu bemerken, dass dieser Satz nicht gilt, wenn M = 0 ist, 


denn dann wird das Glied rn unbestimmt.*) 
169. 


Wenn man mehrere Darstellungen der Zahl M durch (a, b, ec) hat, 


welche zu demselben Werte N des Ausdrucks yD(mod. M) gehören (wobei 
wir immer die Werte von x, y zu einander prim voraussetzen), so lassen 
sich daraus auch mehrere eigentliche Transformationen der Form (a, b, c) 


oder F in die Form (m, N, 


Be 
nn oder & ableiten. Wenn nämlich 


auch aus den Werten @=m’, y=n eine solche Darstellung hervorgeht, 
so wird F auch durch die Substitution 


8, wWN—mb—nec, ,, #N+maH+tnb , 
=mao + M Y, yaENKC+ m Y 


in @ übergehen. Umgekehrt wird sich aus jeder eigentlichen Transformation 
der Form Fin @ eine Darstellung der Zahl M durch die Form F, welche 
zum Werte N gehört, ergeben. Wenn nämlich F in @ übergeht dadurch, 
dass man setzt: = me’ — vy', y=nx'+ py', so wird M dargestellt durch 
F, wenn 2=m, y=n gesetzt wird, und da hier m Hw=1 ist, so 
wird der Wert des Ausdrucks yD (mod. M), zu welchem die Darstellung 
gehört, gleich n(bm + en) — v(am + bn) d. i. N sein. Aus mehreren ver- 
schiedenen eigentlichen Transformationen aber werden ebenso viele 


folgt leicht, dass, wenn man alle eigentlichen Transformationen der Form 
Fin @ hat, aus diesen sämtliche zum Werte N gehörende Darstellungen 
von M durch F folgen. Somit ist die Aufgabe, die Darstellungen einer 
gegebenen Zahl durch eine gegebene Form zu ermitteln (in denen die 
Unbestimmten zu einander prime Werte erhalten), zurückgeführt auf die 
Aufgabe, alle eigentlichen Transformationen jener Form in eine gegebene 
äquivalente Form zu finden. 


*) Wenn wir unsere Ausdrucksweise auch auf diesen Fall anwenden wollen, 
so wird die Redeusart: N sei ein Wert des Ausdrucks V D (mod. M) oder es sei 
N?” == D(mod. M), bedeuten, dass N? — D ein Vielfaches von M und daher = 0 sei. 

*) Wenn man annimmt, dass aus zwei verschiedenen eigentlichen Trans- 
formationen dieselbe Darstellung hervorgehe, so werden jene sich folgendermassen 
verhalten müssen: 


l. em — ww, ynd+yy, 2. = ma —vy, y-nad-+ ey. 
Aus den beiden Gleichungen 
mp + nv = my + nv’, p(mb + ne) — v (ma + nb) = y (mb + ne) — v’ (ma -+ nb)) 


folgt aber leicht, dass entweder M=0 oder „—y', v=v’ ist. Der Fall M=0 ist 
jedoch ausgeschlossen. 
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Wendet man nun hierauf das an, was wir im Artikel 162 dargelegt 
haben, so ergiebt sich leicht, dass, wenn irgend eine zum Werte N gehörende 
Darstellung der Zahl M durch die Form F die folgende ist: =«, y=y, 
alsdann die allgemeine Formel, welche alle zum Werte N gehörenden Dar- 
stellungen derselben Zahl durch die Form F umfasst, die folgende ist: 


ob — (ab + Yc)u __. 16+ (aa + yb)u 
3% m EN er m \ 
wo m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen «a, 2b, e ist und 4, « 
unbestimmt alle Zahlen bedeuten, welche der Gleichung ??— Du?= m? 
genügen. 
170. 


Wenn die n A d, c) irgend einer ambigen Form äquivalent ist, also 


der Porm (21, 3, ne sowohl eigentlich als auch uneigentlich oder 


sowohl der Form Te eo a als auch der Form (a, wi 2 


eigentlich äquivalent ist, so in man mittelst der Form 7’ die Darstellungen 
der Zahl M, welche sowohl zum Werte N als auch zum Werte — N gehören. 
Und umgekehrt, wenn man mehrere Darstellungen der Zahl M durch 
dieselbe Form F’ hat, welche zu entgegengesetzten Werten N und — N des 
Ausdrucks yD (mod. M) gehören, so ist die Form F' der Form @ sowohl 
eigentlich als auch uneigentlich äquivalent, und es kann eine ambige Form 
gefunden werden, welcher F’ äquivalent ist. 

Diese allgemeinen Bemerkungen über die Darstellungen mögen an dieser 
Stelle genügen: Über die Darstellungen, in welchen die Unbestimmten zu 
einander nicht prime Werte haben, werden wir weiter unten sprechen. In 
Bezug auf andere Eigenschaften müssen die Formen mit negativer Determi- 
nante auf ganz andere Weise behandelt werden als diejenigen mit positiver 
Determinante. Daher werden wir sie von nun an gesondert betrachten und 
beginnen mit jenen als den leichteren. 


Über die Formen mit negativer Determinante. 


121, 
Aufgabe. Wenn irgend eine Form (a, b, «), deren Determi- 
nante negativ und gleich — D ist, wo D eine positive Zahl 


‘bezeichnet, gegeben ist, so soll man eine dieser eigentlich 
äquivalente Form (A, B,0) finden, in welcher A weder grösser 
als Y&D und C, noch kleiner als 2B ist. 

Auflösung. Wir nehmen an, dass in der gegebenen Form nicht alle 
drei Bedingungen gleichzeitig erfüllt sind, denn sonst brauchte man keine 
andere Form zu suchen. Es sei b’ der absolut kleinste Rest der Zahl — b 
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b?+D h j ; 
nach dem Modul «’*) und d- welches eine ganze Zahl ist, weil 
I?=b2, 4? + D=b? + DE aa =0 (mod. a’) ist. Ist nun a’ <a’, so sei 
wiederum b’ der absolut kleinste Rest von — b’ nach dem Modul «’ und «”’—= 
b"2+D i I 
mn. Ist auch hier noch a’”’<<a”’, so sei wiederum b”' der absolut 


a 
2 

kleinste Rest von — 5b’ nach dem Modul «@”’' und a’ = = nn Diese 
Operation setze man fort, bis man in der Reihe «', @’, @”, a", ... zu 
einem Gliede «+ gelangt, welches nicht kleiner ist als das ihm vorher- 
hergehende a” ; dieses muss schliesslich einmal eintreten, weil man sonst 
eine unendliche Reihe fortwährend abnehmender ganzer Zahlen haben würde. 
Dann wird die Form (a” , 5” at») allen Bedingungen genügen. 

Beweis. I. In der Reihe der Formen (a, b, a’), (a', b', a), (a, b",a"'),... 
ist jede der vorhergehenden benachbart, daher ist die letzte der ersten 
eigentlich äquivalent (Artikel 159, 160). 


II. Da 5” der absolut kleinste Rest von — 5" nach dem Modul a” 
ist, so kann er nicht grösser als 109 sein (Artikel 4). 

III. Da a” a"+D -D + 9? und a”*® nicht kleiner als a” ist, so 
wird a2 nicht grösser als D + b"? sein, und da 5°” nicht grösser als 44” 
ist, so wird a”? nicht grösser als D+ 4a”, also 3a” nicht grösser als 
D und schliesslich a” nicht grösser als /&D sein. 

Beispiel. Die gegebene Form sei (304, 217, 155), deren Determinante 
gleich — 31 ist. Hier findet man die Reihe der Formen: 

(304, 217, 155), : (155, — 62, 25), (25, 12, 7), (7, 2, 5), (&, —2,.2). 
Die letzte ist die gesuchte. — In derselben Weise findet man für die Form 
(121, 49, 20), deren Determinante gleich — 19 ist, die äquivalenten Formen: 
(20, —9, 5), (d&, —1, 4), (4, 1, 5); somit ist (4, 1, 5) die gesuchte Form. 

Derartige Formen (A, B, C), deren Determinante negativ und 


ist, werden wir reducierte Formen nennen. Somit kann zu jeder Form 
mit negativer Determinante eine eigentlich äquivalente reducierte Form ge- 
funden werden. 


172. 


Aufgabe. Die Bedingungen zu finden, unter denen zwei nicht 
identische reducierte Formen mit derselben Determinante —D, 
(a, b, c) und (a', b', €), eigentlich äquivalent sein können. 


*) Man bemerke, dass, wenn das erste oder letzte Glied a oder a’ einer Form 
(a, b, a’) gleich O ist, die Determinante derselben ein positives Quadrat ist; somit 
kann jenes im vorliegenden Falle nicht stattfinden. — Aus ähnlichem Grunde können 
die äusseren Glieder a, a’ einer Form mit negativer Determinante nicht entgegen- 
gesetzte Zeichen haben. 
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Auflösung. Nehmen wir, was erlaubt ist, an, dass « nieht grösser 
als a sei und dass die Form ax? + 2bxy + cy? in die Form aa? + 2b’ a’y' 
+ c'y'? durch die eigentliche Substitution x = ax’+ By’, y= #'+ öy’ über- 
gehe, so haben wir die Gleichungen: 


[1] aa? + 2bay + cf? =« 
[2] aß +b(ö +) +ei=d 
[3] a —Py =1. 


Aus [1] folgt aa’= (aa + by)? + Dy?, somit ist aa’ positiv, und da ac 
—=D-+b:, dd=D-+b"? ist, so sind auch ac oder «a’c' positiv. Demnach 
haben alle Zahlen a, a’, c, ec’ dasselbe Vorzeichen. Da nun sowohl a als 
auch a’ nicht grösser als ysD ist, so ist aa’ nicht grösser als $D und so- 
mit kann um so weniger Dy? (welches gleich ad — (aa + by)? ist) grösser 
als $#D sein. Hiernach ist y entweder gleich Null oder gleich #1. 


I. Ist y=0, so folgt aus [3], dass entweder a=1,ö=1 oder 
«a=—1,ö=-—1ist. In beiden Fällen wird aus [1]: @=a und aus [2]: 
b’—b=-+ßa. Nun ist aber 5 nicht grösser als 4a und Db’ nicht grösser 
als 4a’ und somit auch nicht grösser als da. Demnach kann die Gleichung 
b’—b=+ßa nur dann bestehen, wenn 

2 2 

entweder b = b’ ist; dann würde hieraus = . -_ i n =e 
folgen, es würden mithin im Widerspruch mit der Voraussetzung die Formen 
(a, b, c) und (a, b’, c’) identisch sein. 

oder db=—b—=-+4a ist; in diesem Falle ist C=c und die Form 
(ad, b', c') geht in (a, —b, c) d. i. in die der Form (a, b, c) entgegen- 
gesetzte über. Zugleich erhellt, dass diese Formen ambig sind, da 2? == ist. 

1. It y= =], so wird aus [1]: a® +c— «—==2ba. Da aber c 
nicht kleiner als « und daher nicht kleiner als a’ ist, so ist aa +c— « 
oder 2da sicher nicht kleiner als aa. Somit wird, da 25 nicht grösser ist 


als @, « nicht kleiner als a?; und hieraus folgt notwendig a=0 oder 
al, 


1. It a=0, so wird aus [1] @=c, und da a weder grösser als c 
noch kleiner als a’ ist, so wird notwendig —=a=c. Weiter wird aus [3]: 
By= — 1 und somit aus 2:5 +’ = +öic—=+Öa. Hieraus folgt in 
ähnlicher Weise wie in I, dass 

entweder b=b’ ist, in welchem Falle die Formen (a, b, c), (@, b', ce’) 
gegen die Voraussetzung identisch sein würden, 

oder d6=—b’ ist, in welchem Falle die Formen (a, b, c), (a, d, c’) 
entgegengesetzt sind: i 

2. Ita==#]1, so folgt aus [1]: #2 >=a-+c—a, und da weder a 
noch c kleiner als a’ ist, so wird 2b nicht kleiner als « und nicht kleiner 
als c sein. Es ist aber auch 25 nicht grösser als « und nicht grösser als 
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c; daher ist notwendig #2b=a=c und somit infolge der Gleichung + 2% 
=qa-+c—.a auch gleich «. Es wird also aus [2] 
b’ = a(aß + yö) + b(ad + Py) 
oder wegen @— By =1: 
b—b=al(aß + 6) + 287 = alaß + Yd + Py), 
daher notwendig wie vorher 

entweder bD=b’, wonach die Formen (a, b, c), (a, V’, c') gegen die 
Voraussetzung identisch sein würden; 

oder d&»=—b’, wo dann jene Formen entgegengesetzt sind. Gleichzeitig 
sind in diesem Falle wegen «= +25 die Formen ambig. 

Aus allem diesem folgt, dass die Formen (a, b, c) und (a d’ c') nur 
dann eigentlich äquivalent sein können, wenn sie entgegengesetzt sind und 
gleichzeitig entweder ambig sind oder a=c=«a=(d ist. Dass in diesen 
Fällen die Formen (a, b, c) und (a, b’, c') eigentlich äquivalent sind, hätte 
man auch von vornherein leicht sehen könnnn. Denn wenn die Formen 
entgegengesetzt sind, müssen sie uneigentlich, und, wenn sie überdies 
ambig sind, auch eigentlich äquivalent sein. Ist aber a=c, so wird die 


Form (= na “ za 


‚„a—b, a) der Form (a, b, c) benachbart und somit 


5 ne D — b)? 
äquivalent sein. Wegen D+b?=ac= a? ist aber = £ ) — 2a — 2b 


und die Form (24 — 2b, a—b, a) ist ambig. Mithin wird die Form (a, b, e) 
der zu ihr entgegengesetzten auch eigentlich äquivalent sein. 

Ebenso leicht kann man nun entscheiden, wann zwei nicht entgegen- 
gesetzte reducierte Formen (a, b, c) und (a’, b’, c’) uneigentlich äquivalent 
sein können. Sie werden nämlich uneigentlich äquivalent sein, wenn 
(a, b, ce) und (@, —D’, c’), welche nicht identisch sein werden, eigentlich 
äquivalent sind, und umgekehrt. Hieraus geht hervor, dass die Bedingung, 
unter welcher jene uneigentlich äquivalent sind, die ist, dass sie identisch 
sind und überdies entweder ambig sind oder = ist. — Redueierte Formen 
aber, welche weder identisch noch entgegengesetzt sind, können weder 
eigentlich noch uneigentlich äquivalent sein. 


173. 


Aufgabe. Wenn zwei Formen F und F’ mit derselben nega- 
tiven Determinante gegeben sind, so soll man ermitteln, ob sie 
äquivalent sind. 

Auflösung. Man suche die beiden reducierten Formen f, f’, welche 
den Formen F, F’ respective eigentlich äquivalent sind. Wenn dann die 
Formen /, f’ eigentlich oder uneigentlich oder auf beiderlei Weise äquivalent 
sind, werden es auch F, F’ sein. Wenn aber f, f’ auf keinerlei Weise 
äquivalent sind, werden es auch F, F’ nicht sein. 
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Dem vorigen Artikel zufolge kann es vier Fälle geben: 

1. Wenn f, f’ weder identisch noch entgegengesetzt sind, so können 
F, F' auf keine Weise äquivalent sein. 

2. Wenn f, f' erstens entweder identisch oder entgegengesetzt sind 
und zweitens entweder ambig sind oder je gleiche äussere Glieder haben, so 
werden F, F’ sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent sein. 

3. Wenn f, f’ identisch, aber nicht ambig sind und auch keine 
gleichen äusseren Glieder haben, so werden F) F’ nur eigentlich äquiva- 
lent sein. 

4. Wenn f, f’ entgegengesetzt, aber weder ambig sind noch auch gleiche - 
äussere Glieder haben, so werden F, F’ nur uneigentlich äquivalent sein. 


Beispiel. Für die Formen (41, 35, 30), (7, 18, 47), deren Determinante 
gleich —5 ist, erweisen sich die reducierten Formen (1, 0, 5), (2, 1,3) als 
nicht äquivalent. Daher sind jene in keiner Weise äquivalent. — Den Formen 
(23, 38, 63), (15, 20, 27) aber ist dieselbe reducierte Form (2, 1, 3) äqui- 
valent und, da diese gleichzeitig ambig ist, so werden die Formen (23, 38, 63), 
(15, 20, 27) sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent sein. — Den 
Formen (37, 53, 78) und (53, 73, 102) sind die reducierten Formen (9, 2, 9), 
(9, —2, 9) äquivalent, und da diese entgegengesetzt und ihre äusseren 
Glieder gleich sind, so werden die gegebenen Formen sowohl eigentlich als 
auch uneigentlich äquivalent sein. 


174. 

Die Anzahl aller reducierten Formen, welche eine gegebene 
Determinante — D haben, ist stets endlich und im Verhältnis zur 
Zahl D nur mässig gross. Diese Formen selbst aber können auf 
doppelte Weise gefunden werden. Wir wollen die reducierten Formen 
der Determinante — D unbestimmt mit (a, b, c) bezeichnen, wo somit alle 
Werte von a, b, c bestimmt werden sollen. 


Erste Methode. Man nehme für a alle Zahlen, sowohl positive als auch 
negative, welche nicht grösser als y&D sind und von denen —D quadra- 
tischer Rest ist, und für die einzelnen @ setze man b der Reihe nach gleich 
allen sowohl positiv wie negativ genommenen Werten des Ausdrucks y-D 


(mod. a), welche nicht grösser als 4a sind; c aber werde für die einzelnen 
2 


bestimmten Werte von a, b gleich gesetzt. Wenn auf diese Weise 


irgend welche Formen entstehen, in denen e <a ist, so sind diese zu ver- 
werfen; die übrigen werden aber offenbar reduciert sein. 

Zweite Methode. Man nehme für 5 alle Zahlen, sowohl positive wie 
negative, welche nicht grösser als 4y3D oder y4D sind, zerlege für die 
einzelnen b den Ausdruck b?-+ D auf alle nur möglichen Weisen (auch mit 
Berücksichtigung der Verschiedenheit der Vorzeichen) in je zwei Factoren, 
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die beide nicht grösser als 2b sind, und setze den einen Factor, und zwar, 
wenn die Factoren ungleich sind, den kleineren gleich a, den andern gleich c. 
Da a nicht grösser als ysD ist, so werden offenbar ‘alle auf diese Weise 
sich ergebenden Formen redueierte sein. — Schliesslich ist klar, dass es 
keine reducierte Form geben kann, die nicht durch jede der beiden Me- 
thoden gefunden würde. 
Beispiel. Es sei D=85. Hier ist die Grenze der Werte von a gleich 
340 
3 
1 und 10 (einschliesslich), deren Rest — 85 ist, sind: 1, 2, 5, 10. Hieraus 
erhält man die zwölf Formen: ’ 


dl, 0, 85), (2, 1, 43), (2,—1,43), (5,0, 17), (10, 5,11), (10,—5, 11); gr 0,—85), 
(2,1, —43), (—2, —1, —43), (—5, 0, — 17), (—10, 5,—11), (—10,—5,—11). 


‚ welche zwischen 10 und 11 liegt. Die Zahlen aber zwischen 


Nach der andern Methode erhält man als Grenze für die Werte von db 


85 A 
die Zahl Ye welche zwischen 5 und 6 liegt. Für b=0 entstehen die 


Formen: (1, 0, 85), (—1,.0, —85), 65,0, 19, 95, 0, — 17); für 
db=-+1 die folgenden: (2, #1, 43), (—2, #1, —8). Fürrd=-+2 
erhält man keine, da sich 89 nicht in zwei Factoren, die beide nicht 
kleiner als 4 sind, zerlegen lässt. Dasselbe gilt von +3, #4. Schliesslich 
entstehen aus bD=-+5 die folgenden Formen: (10, #5, 11), (—10, #5, —11). 


175. 


Wenn man aus allen reducierten Formen einer gegebenen Determinante 
von je zwei Formen, welche, wenn auch nicht identisch, doch eigentlich 
äquivalent sind, die eine oder die ‘andere weglässt, so besitzen die übrig 
bleibenden Formen die ausgezeichnete Eigenschaft, dass jede beliebige 
Form mit derselben Determinante irgend einer von ihnen eigentlich 
äquivalent ist und zwar nur einer einzigen (denn sonst würden unter ihnen 
einige eigentlich äquivalent sein). Hieraus geht hervor, dass alle Formen 
mit derselben Determinante in ebenso viele Klassen verteilt 
werden können, als Formen übriggeblieben sind, indem man 
nämlich die derselben redueierten Form eigentlich äquivalenten Formen zu 
derselben Klasse rechnet. So bleiben z. B. für D=85 die Formen: 


(1, 0,85), (2, 1, 48), @, 0, 17)... 49, 5, ID, 
oo 1, 0, — 85), De 2, 1; — 43), Gr d, 0, SER 17), \ 10, 5, il), 


so dass also alle Formen mit der Determinante — 85 in acht Klassen 
verteilt werden können, je nachdem sie der ersten, zweiten, u. s. w. Form 
äquivalent sind. Es ist aber ersichtlich, dass die in dieselbe Klasse gesetzten 
Formen eigentlich äquivalent sind, dass dagegen Formen aus verschiedenen 
Klassen nicht eigentlich äquivalent sein können. Doch werden wir diesen 
Gegenstand der Klassifikation der Formen unten weit ausführlicher behandeln. 
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Hier fügen wir nur eine einzige Bemerkung hinzu. Schon oben haben 
wir gezeigt, dass, wenn die Determinante einer Form (a, b, e) negativ, 
gleich — D, ist, a und ce dasselbe Zeichen haben (weil nämlich ac=b?+D 
und somit positiv ist). Aus demselben Grunde erkennt man leicht, dass, 
wenn die Formen (a, b, c), (a, b, c') äquivalent sind, alle Grössen a, c, 
a’, c' dasselbe Zeichen haben werden. Denn wenn die erstere in die letztere 
durch die Substitution z=axX+ßy, y=yx+ öy übergeht, so ist 
aa? + 2bay + cy?—=a' und hieraus aa’ (aa + by)? + Dy? und somit sicher 
nicht negativ. Da aber weder a noch a’ gleich Null sein kann, so wird aa’ 
positiv sein und mithin werden die ‚Zeichen von a, a' dieselben sein. 

Hiernach ist klar, dass die Formen, deren äussere Glieder positiv sind, 
von denen, deren äussere Glieder negativ sind, vollständig separiert sind, 
und es reicht hin, von den reducierten Formen nur diejenigen zu betrachten, 
welche positive äussere Glieder haben, da die übrigen in gleicher Anzahl 
vorhanden sind und aus jenen entstehen, wenn man den äusseren Gliedern 
entgegengesetzte Zeichen giebt; und eben dasselbe gilt von den Formen, 
welche von den reducierten wegzulassen und beizubehalten sind. 


176. 


Man sieht hier für gewisse negative Determinanten eine Tafel der 
Formen, nach denen alle übrigen Formen mit derselben Determinante in 
Klassen geschieden werden können. Den Bemerkungen im vorigen Artikel 
gemäss setzen wir aber nur die Hälfte her, nämlich diejenigen, deren 
äussere Glieder positiv sind. 


D 

Tel Cl, 050) 

2|(1,0, 2) 

3|(1,0,3), 2, 1,2) 

4 1»(1,.0, 4),.(2, 0,12) 

5 CH, 0, 5), (2, 1, 3) 

61(1,0,6), (2, 0, 3) 

7 u 0 0,02 1,4) 

8 | (1, 0,8), (2, 0, 4), (3, 1, 3) 
91(,0,9, &, 1,5) 8 0, 3) 

10. #1, 0, 10), (2,00) 

11 (1, 0, HH) (2, 1, 6), (3, 1, 4), (8, 4, 4) 
12 | (1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, 2, 4). 


Es würde überflüssig sein, diese Tafel hier weiter fortzusetzen, da wir 
unten eine viel zweckmässigere Einrichtung derselben zeigen werden. 

Offenbar also wird jede Form mit der Determinante — 1 der Form 
«2 + y?, wenn die äusseren Glieder derselben positiv sind, dagegen der 
Form — 2? — y2, wenn sie negativ sind, eigentlich äquivalent sein. Jede 
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Form ferner mit der Determinante — 2, deren äussere Glieder positiv sind, 
wird der Form x? -+ 2y?, ebenso jede Form mit der Determinante — 11, 
deren äussere Glieder positiv sind, irgend einer der Formen x? + 112, 
20° + 22y+6y?, 30° + 22y +4y2, 32? — 2xy+ 4y? eigentlich äquivalent sein. 


177, 


Aufgabe. Man hat eine Reihe von Formen, von denen jede 
der vorhergehenden nach rechts hin benachbart ist; gesucht 
wird irgend eine eigentliche Transformation der ersten in eine 
beliebige Form der Reihe. 

Auflösung. Die gegebenen Formen seien: 


(a, b, a’) u # (a, b', a') es Mr (a Da a”) „ar ma, (a, DV: a7) ae PER 


: ; b en b’ b’-L db” Du Di 
Die Grössen a ae neh 


mögen bezüglich mit %’, Rh”, "”,... 


a 
bezeichnet werden, und die Unbestimmten der Formen F\ F’, F’,... seien 
respective ©, y; a, y; x, y";.... Ferner nehme man an, dass F übergehe 


in F’, wenn man setzt: =!!! + y, y=y «+0 y 

in 5 “ 3 r R = a'' go! Zi ß” Y", Yy a eh a’ u DR Yy" 

in ER, R „ x . = a'’'x ME By R, Yy = ya + N 
us. w. 


Dann leitet man, weil 


F in F’ übergeht, wenn man setzt: = — y, y=&x + 
F' in TUN bi ” R „ : x Pr. = —y", Yy en a’ L, h" y 
F' in TE u n . a" = —y", > EL Be pe 
T Ss. W. (Artikel 160), 
leicht folgenden Algorithmus her (Artikel 159): 
ß ih Be 
B% N!" B’ —d, 
Be == LEN M'" B” 2 a’ S BEER. DE o' les; 
; —h 
, vB 0 N oe — MO 
u. 8. W, 


U 


ß’ Tone 1, ö 

ß” 22 h““ N} ou 

DM ae N m N FR ß’ < a 
SR 2} 

Ber BT — Bi, Ö 


uU.8.W. 


BEURSZEN [ZAZINGZZI 
2 OR 


Dass alle diese Transformationen eigentliche sind, kann ohne Mühe sowohl 

aus der Bildung derselben als auch aus Artikel 159 abgeleitet werden. 
Dieser höchst einfache und zur Rechnung bequeme Algorithmus ist dem 

im Artikel 27 dargelegten Algorithmus analog und lässt sich auch auf 
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diesen zurückführen*), Übrigens ist diese Auflösung nicht auf Formen mit 
negativer Determinante beschränkt, sondern sie erstreckt sich auf alle Fälle, 
wofern nur keine der Zahlen a’, @’, «”, ... gleich Null ist. 


178. 

Aufgabe. Wenn zwei eigentlich äquivalente Formen F, f 
mit derselben negativen Determinante gegeben sind, so soll 
man irgend eine eigentliche Transformation der einen Form 
in die andere finden. 

Auflösung, Wir nehmen an, dass die Form F’ sei (A, B, 4’) und 
dass man nach der Methode des Artikels 171 die Reihe der Formen 
(4',.B', 4"),.(A", PB", 29), ...,a9, BR, 4”), welche letztere ro- 
dueiert sei, gefunden habe; ebenso dass die Form f sei (a, b, a’) und dass 
man nach derselben Methode die Reihe der Formen (a, b’, a”), 
(a, dv", a"), ..., (a®, 99, a"TV), welche letztere reduciert sei, gefunden 
habe. Dann können zwei Fälle stattfinden. 

I. Die Formen (4, B®, am+D), (a, 09, a"*D) sind entweder 
identisch oder entgegengesetzt und zugleich ambig. Dann werden 
die Formen (AM=», BD, 4) und (a, — 0" ”®, a®P) penachbart sein 
(wenn AMD das vorletzte Glied der Reihe A, 4’, 4”,..., A” bezeichnet 
und BD, „r=D, 9”=D ähnliche Bedeutung haben). Denn es ist 4” 
= am, BT) = _ 8) (mod. 4m), 99 = — 5 (mod. a” oder A”), 
somit BD _ pr =p® _B® und daher = 0, wenn die Formen 
(Am, Bm, amd), (a, 9”, a"+») identisch sind, und =25® und so- 
mit = 0, wenn sie entgegengesetzt und ambig sind. Daher ist in der 
Reihe der Formen 


(EBANNA DE AT BR 2. 
Br INTER 
jede Form der vorhergehenden benachbart, und somit kann nach vorigem 


Artikel eine eigentliche Transformation der ersten Form Fin die letzte f 
gefunden werden. 


*) Es wird nämlich in den Zeichen des Artikel 27: 

Bm EaRE — [—%”, a Aue Be BE En 7], 
wo die doppelt gesetzten Zeichen — —, — +, + —, + + sein müssen, je nach- 
dem n von der Form 4& +0, 1, 2, 3 ist; und 

Bm m, MR EN, 

wo die doppelten Zeichen in der Zusammenstellung + —, ++, — —, — + 
genommen werden müssen, je nachdem n von der Form 4k+0, 1, 2, 3 ist. Doch 
gestattet uns die Kürze nicht, dies, das übrigens jeder leicht selbst bestätigen kann, 
weitläufiger zu entwickeln. 
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II. Die Formen (A, B®, am+P), (a, 5”, a”*") sind nicht 
identisch, sondern entgegengesetzt und zugleich A” — at 


— a9 — aD, Dann wird die Reihe der Formen 


(A, B, A’), (A, B', AN), ee, 
BR, I, ER, 9)... (0 (ab, 0) 


dieselbe Eigenschaft besitzen. Denn es ist AP+D — a9, und B9 9 — 


— (9 +99) ist durch a” teilbar. Somit lässt sich nach dem vorigen 
Artikel eine eigentliche Transformation der ersten Form F' in die letzte f 
finden. 


Beispiel. So hat man für die Formen (23, 38, 63), (15, 20, 27) die 
Reihe: 


(23, 38, 63), (63, 25, 10), (10, 5, 3), (3, 1, 2), (2, —7, 27), (27, — 20, 15), 
(15, 20, 27). 
Daher ist: 
W— i, M— 3, NM"— 2, eg 3, HamBZu 1, W—O,. 


Hieraus leitet man als Transformation der Form 23x? + 76xy + 63y? in 
1522 + 40tu + 27u2 die folgende ab: = — 13t— 18u, y=8t-+ 11u. 

Aus dieser Auflösung folgt ohne Mühe die Auflösung der Aufgabe: 
Wenn die Formen F, f uneigentlich äquivalent sind, so soll 
man eine uneigentliche Transformation der Form Fin f finden. 
Denn ist f= at? + 2btu + a'u?, so ist die entgegengesetzte Form ap? — 2bpq 
+.a’g? der Form F' eigentlich äquivalent. Man suche eine eigentliche 
Transformation der Form F' in jene, nämlich = ap -+ßg, 9 = yp + %9, 
so wird offenbar F' in f übergehen, wenn man setzt: = di Bu, 
y=yt— du, und diese Transformation wird uneigentlich sein. 

Wenn also die Formen F, f sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent 
sind, so lässt sich immer sowohl eine eigentliche als auch eine uneigent- 
liche Transformation finden. 


179. 
Aufgabe. Wenn dieFormen F, fäquivalent sind, so soll man 
sämtliche Transformationen von Fin f finden. 


Auflösung. Wenn die Formen F\, f nur auf eine einzige Art, d.h. nur 
eigentlich oder nur uneigentlich, äquivalent sind, so suche man dem vorigen 
Artikel gemäss eine Transformation der Form F’ in f; dann ist klar, dass 
es andere Transformationen als solche, die dieser gleichartig sind, nicht 
geben kann. Wenn aber die Formen F, f sowohl eigentlich als uneigent- 
lich äquivalent sind, so suche man zwei Transformationen, eine eigentliche 
und eine uneigentliche. Ist nun die Form F—= (4A,B, 0), ferner. B?— AC=—D 
und der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, 2B, C gleich m, 
so folgt aus Artikel 162, dass im ersteren Falle sämtliche Transformationen 
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der Form Fin f aus einer Transformation, im letzteren Falle alle eigent- 
lichen Transformationen aus der eigentlichen und alle uneigentlichen Trans- 
formationen aus der uneigentlichen hergeleitet werden können, wofern man 
nur sämtliche Lösungen der Gleichung ??+ Du? —= m? hat. Sind diese 
also gefunden, so ist die Aufgabe gelöst. 

AC 


Man hat aber D= AC— B2, AD=4AC— 4B?, somit ist _ — ee 


2B\? 
>= N eine ganze Zahl. Wenn nun 


4D | \ \ 

Ze >4 ist, so ist D>m?, daher muss in 2? -+ Du? = m? not- 
wendig «= 0 sein, und somit kann ? keine andern Werte als + m oder — m 
haben. Wenn daher F, f nur auf eine einzige Weise äquivalent sind und 
irgend eine Transformation 


= +ßy, yard+ oy 
ist, so kann es ausser dieser, welche aus = m entsteht (Artikel 162), und 


der folgenden 
= — a y, y-— ld dy 


keine Transformationen weiter geben. Wenn aber PF, f sowohl eigentlich 
als auch uneigentlich äquivalent sind, und man irgend eine eigentliche 
Transformation 

zw +ßyV, yya+ öy' 
und eine uneigentliche 


Sr, 


= dc +Py, yzyac+oy 
hat, so wird es ausser jener (aus {= m entstehenden) und der folgenden (aus 
= — m entstehenden) 
= — w— By, y=— 1a—oy 
keine eigentliche und in analoger Weise keine uneigentliche Transformation 
weiter geben ausser 
’ 


= dm By, y=YyxX+ öy'; und 2— — un — By, y=—yYd—y. 


4 5 5 
2. Ist 4 oder D=m?, so lässt die Gleichung i? ++ Du? — m? 


vier Lösungen zu, nämlich: £, u —= m, 0; — m, 0; 0,1; 0,— 1. Wenn demnach 
F, f nur auf eine einzige Weise äquivalent sind, und irgend eine Trans- 
formation lautet: 
a=au+ßy, yıd+ öy, 
so giebt es im Ganzen vier Transformationen: 
= te tßy, y=tyaetöy 


s3aD a BB+öC , aD, 
= m ER Mm 20 m 2 Mm 


Gauss. 10 


A-+6B 
Dar IR 


146 Fünfter Abschnitt. [Art. 179. 180] 


Wenn dagegen F, f auf zwei Arten äquivalent sind oder es ausser jener 
gegebenen Transformation noch eine andere ihr ungleichartige giebt, so 
wird diese ebenfalls vier jenen ungleichartige Transformationen hervor- 
bringen, so dass man acht Tansformationen hat. — Übrigens kann man 
leicht beweisen, dass in diesem Falle F, f stets wirklich auf zwei Arten 
äquivalent sind. Denn da D=m?—= AU — B? ist, so geht m auch in B 
m =, ist gleich — 1, daher ist die 
Form entweder der Form (1,0,1) oder der Form (— 1,0, — 1) äquivalent. 
Man sieht aber leicht, dass durch dieselbe Transformation, durch welche 

4B 6 
die Form = Fe a in (+1, 0, &1) übergeht, auch (A, B, 0) in (Em, 0, +m), 
welche ambig ist, übergeht. Daher ist die Form (A, B,C), da sie einer 
ambigen Form äquivalent ist, jeder ihr überhaupt äquivalenten Form sowohl 
eigentlich als auch uneigentlich äquivalent. 


auf. Die Determinante der Form ( 


3.0 1et = — 3 oder 4D = 3m?, so ist m gerade, und sämtliche Lösungen 
der Gleichung ??+ Du?—= m? sind die folgenden sechs: 
u, u=m, 0; —m, 0; 4m, 1; —3m, — 1; dm, —1; — 4m, 1. 
Hat man daher zwei ungleichartige Transformationen der Form F in f: 
aa +ßy, y= 1 + öy' 
ea +ßy, yara+ ty, 
so hat man zwölf Transformationen, nämlich sechs der ersteren gleich- 
artige: 
- ta; yetrwör, 


aA-+ =) + (B ßA + 8B 
2 


y-=+(#— m m 


und sechs der letzteren gleichartige, welche aus den vorstehenden erhalten 

werden, wenn man für «a, ß, y, © respective a’, ß’, y', © setzt. 

Dass aber in diesem Falle stets F, f auf beide Arten äquivalent sind, 
3A 2B 20 


wird folgendermassen bewiesen: Die Determinante der Form ( So —) 


2 : 4D ze 
ist gleich 1 ee 3, und demnach ist diese Form (Artikel 176) entweder 


der Form (+1, 0, #3) oder der folgenden Form (+2, +1, #2) äquivalent, 
Hieraus ist leicht ersichtlich, dass die Form (A, B, C) entweder der Form 
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+ 3m, 0, 3m) oder der Form (+ m, 4m, + m)*), welche beide ambig 
sind, äquivalent und somit jeder ihr überhaupt äquivalenten Form auf beide 
Arten äquivalent ist. 


2 2B\? 
4. Nimmt man an, dass ı sei, so wird (=) 0 2 und 
Mm m m 


daher =2(mod. 4). Da aber kein Quadrat = 2 (mod. 4) sein kann, so kann 
dieser Fall nicht stattfinden. 


5. Nimmt man an, dass .ı sei, so wird 41 
Mm m Mm 
—=— l(mod.4). Da dies aber unmöglich ist, so kann auch dieser Fall 
nicht stattfinden. 
Da ferner D weder gleich Null noch negativ ist, so kann es andere 


Fälle als die aufgezählten nicht geben, 


180. 


Aufgabe. Man soll alle Darstellungen einer gegebenen Zahl 
M durch die Form a@x?+2bxy-+cy? oder F mit der negativen 


Determinante —D finden, in denen x, y unter einander prime 
Werte erhalten. 


Auflösung. Aus Artikel 154 geht hervor, dass M auf die gewünschte 
Art nur dargestellt werden kann, wenn —D quadratischer Rest von M ist. 
Man suche daher zunächst alle verschiedenen (d. h. incongruenten) Werte 


des Ausdrucks Y— .D (mod. M), welche N —N, N,—N', N", —N"... 


’ 
seien. Damit die Rechnung möglichst einfach werde, können alle NN 
so bestimmt werden, dass sie nicht grösser als 4 M sind. Da nun jede 
Darstellung zu irgend einem dieser Werte gehören muss, mögen die einzelnen 
Werte gesondert betrachtet werden. 


12 
Wenn die Formen F und (m, N, 2 nn ) nicht eigentlich äquivalent 


sind, so kann es keine Darstellung von M geben, welche zum Werte N ge- 
hört (Artikel 168). Sind sie dagegen eigentlich äquivalent, so suche man 
eine eigentliche Transformation der Form F in 


DAN? 
Ma’? + 2Na'y' + - Yy, 


welche 
=.ar +ßy, y= ya + 8y’ 


sein möge, so ist —=a, y= die zu N gehörige Darstellung der Zahl M 
durch F. Es sei der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, 2B, C 
gleich m und man unterscheide drei Fälle (vgl. vorigen Artikel): 


*) Man kann zeigen, dass die Form (A, B, C) notwendig der letzteren äquivalent 
ist; doch ist dies hier nicht nötig. 


10* 


148 Fünfter Abschnitt. [Art. 181. 182] 


4D 2 ; 
1. Ist — >4, so kann es andere zu N gehörige Darstellungen nicht 
m? ) 


geben als die folgenden beiden ae, y-= 5; =, y——1 (Artikel 
169,179). 


4D BR 
2. Ist ve — 4, so hat man die vier Darstellungen: 


B+y0C aA B 
=Z.a, y==H Y5 — na a N 
Mm E Mm 


3. Ist a 3, so hat man die sechs Darstellungen: 


= 0, y=EY 


B+yC 
a y-+(41 Hr - 


mM 


aB+y0 
erg) IT 


In derselben Weise sind die zu den Werten — N, N’, — 
hörigen Darstellungen zu suchen. 


131. 


Die Ermittelung der Darstellungen einer Zahl M durch 
die Form F, in welchen «, y einander nicht prime Werte 
haben, lässt sich auf den bereits betrachteten Fall leicht 
zurückführen. Man möge eine solche Darstellung erhalten, wenn man 
setzt 2= pe, y=pf, wo „. der grösste gemeinschaftliche Teiler von.pe und 
wf ist, d.h.e und f zu einander prim sind. Die Substitution =e, y=f 


M 
wird aber die Darstellung der Zahl — na durch die Form F' sein, in welcher 


x, y zu einander prime Werte haben. Wenn daher M durch keine Quadrat- 
zahl (ausser 1) teilbar ist, z. B. wenn es eine Primzahl ist, so giebt es 
keine solche Darstellungen ie M. Wenn aber M quadratische Teiler 
enthält, so mögen diese 1, v, n?, ... sein. Man suche zunächst alle 


Darstellungen der Zahl m durch die Form (A, B, C), in denen #, y zu 


einander prime Werte haben: diese Werte werden, mit p. multipliciert, 
alle Darstellungen von M ergeben, in welchen der grösste gemeinschatftliche 
Teiler von x, y gleich p ist. In ähnlicher Weise werden alle Darstellungen 


von 7, in denen die Werte von ©, y prim zu einander sind, alle Dar- 


stellungen von M ergeben, in welchen der grösste gemeinschaftliche Teiler 


von x, y gleich v ist, u. 8. w. 
Es ist daher klar, dass durch die vorstehenden Regeln sämtliche Dar- 


stellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form mit negativer 
Determinante gefunden werden können. 
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Specielle Anwendungen auf die Zerlegung der Zahlen in 
zwei Quadrate, in ein einfaches und ein doppeltes und in 
ein einfaches und ein dreifaches Quadrat. 


182. 

Wir gehen zu einigen besonderen Fällen über einmal wegen ihrer 
hervorragenden Eleganz, sodann weil sich Euler mit ihnen eingehend be- 
schäftigt hat, wodurch sie gewissermassen klassisches Ansehen erhalten 
haben. 

I. Durch die Form &°?-+9? kann so, dass x zu y prim ist, keine Zahl 
dargestellt (oder in zwei zu einander prime Quadrate zerlegt) werden, von 
welcher nicht — 1 quadratischer Rest ist; dagegen ist dies auch bei allen 
solchen, positiv genommenen, Zahlen wirklich möglich, Es sei M eine 
solche Zahl und es seien N — N, N, — N’, N”, — N”, .... die sämt- 


Nr 
Mm 
z=axX +Py, y=1rxe + Oy irgend eine eigentliche Transformation dieser 
Form in jene, so sind die zu N gehörigen Darstellungen der Zahl M 
durch die Form #2 +92 die folgenden vier”): = +, y-tyjı=7rFYy 
y=Zzo. 

Da die Form (1, 0, 1) ambig ist, so wird offenbar auch die Form 


die Form (a, N, ) der Form (1, 0, 1) eigentlich äquivalent. Ist 


N?+1 i ; u 3 ä \ 
(m, —.N, ) derselben eigentlich äquivalent sein und jene eigent- 


M 
lich in diese transformiert werden, wenn man setzt: x = ax’ — By", 
y=— y«+ öy. Hieraus ergeben sich vier zu —.N gehörende Dar- 


stellungen von M, nämlich ze tt, y= Fri; 2 =, yetı' Bi 
somit klar, dass es acht Darstellungen von M giebt, von denen die eine 
Hälfte zu N, die andere Hälfte zu — N gehört; aber alle diese stellen nur 
eine einzige Zerlegung der Zahl M in zwei Quadrate dar: M= 2 +7}, 
wofern man nämlich nur die Quadrate selbst, nicht aber auch ihre Reihen- 
folge oder die Vorzeichen ihrer Wurzeln in Betracht zieht. 

Wenn es daher keine andern Werte des Ausdrucks Yy-1ı (mod. M) 
ausser N und — N giebt, was z. B. der Fall ist, wenn M eine Primzahl 
ist, so lässt sich M nur auf eine einzige Weise in zwei zu einander prime 
Quadrate zerlegen. Da nun — 1 quadratischer Rest einer jeden Primzahl 
von der Form 4» + 1 ist (Artikel 108) und eine Primzahl in zwei zu ein- 
ander nicht prime Quadrate offenbar nicht zerlegt werden kann, so haben 
wir den Satz: 

Jede Primzahl von der Form 4na-+1 kann in zwei Quadrate 
zerlegt werden und zwar nur auf eine einzige Weise, 


*) Offenbar nämlich ist dieser Fall unter Artikel 180, 2 enthalten. 
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Soist:1=0+1,5=1+4 3=4+9, 7=1+16, 29 =4+ 25, 
37=1+356, 414=16+25, 593=4+49 61=253+3, 73=9I-+64, 
Id ra N—=IEHEL,.... 


Dieser höchst elegante Satz war schon Fermat bekannt, doch wurde 
er zuerst von Euler bewiesen: Comm. nov. Petr. T. V für die Jahre 1754, 
1755 8. 3 u. f. Im vierten Bande S. 3 u. ff. findet sich eine denselben 
Gegenstand betreffende Abhandlung, doch hatte er damals die Sache noch 
nicht vollständig erledigt, vgl. besonders Artikel 27. 


Wenn daher irgend eine Zahl von der Form 4n + 1 entweder auf mehrere 
Arten oder gar nichtin zwei Quadrate zerlegt werden kann, so ist sie sicher 
keine Primzahl. 

Umgekehrt aber wird es, wenn der Ausdruck y-—ı (mod. M) ausser 
N und — N noch andere Werte hat, auch noch andere zu diesen Werten 
gehörende Darstellungen von M geben. In diesem Falle wird also M auf 
mehrere Arten in zwei Quadrate zerlegt werden können, z. B. 65=1-- 64 
=16-+ 49, 221 = 25 + 196 = 100 + 121. 

Die übrigen Darstellungen, in welchen x, y zu einander nicht prime 
Werte erhalten, können nach unserer allgemeinen Methode leicht gefunden 
werden. Wir bemerken nur, dass, wenn irgend eine Zahl, welche Factoren 
von der Form 4» +53 enthält, von diesen durch keine Division durch ein 
Quadrat befreit werden kann (was der Fall ist, wenn einer oder mehrere 
dieser Factoren in ungerader Potenz vorkommen), diese auf keine Weise 
in zwei Quadrate zerlegt werden kann“). 


H. Durch die Form x@?-+ 2y? lässt sich keine Zahl, von welcher — 2 
Nichtrest ist, so darstellen, dass x zu y prim ist, während dies bei allen 
andern möglich ist. Ist — 2 Rest der Zahl M und N irgend ein Wert des 
Ausdrucks (= 2 (mod. M), so werden nach Artikel 176 die Formen (1,0, 2) 

N?+2\.. ; N Ä ee 
und (M, IN, a eigentlich äquivalent sein. Geht jene eigentlich in 
diese über, wenn man setzt z=a«"+Pßy', y=yxc-+Öy', so wird z=a, 
y=y die zu N gehörige Darstellung der Zahl M sein. Ausser dieser und 
der folgenden = —o, y=— y gehören keine andern zu N (Artikel 180). 


*) Ist die Zahl M= 2 Sa®bPcl ..., so dass a, b, c,... ungleiche Primzahlen von 
der Form 4n + 1 sind und S das Product aus allen Primfactoren von M von der Form 
4n-+- 3 ist (auf welche Form jede positive Zahl reduciert werden kann, wenn man, 
falls M ungerade ist, »—0 und, falls M keine Factoren von der Form 4n-+3 ent- 
hält, $S=1 setzt), so kann M auf keine Weise in zwei Quadrate zerlegt werden, 
wenn nicht 8 ein Quadrat ist. Ist aber $ ein Quadrat, so giebt es J(a+1)(B-+]1) 
(+1)... Zerlegungen von M, falls eine der Zahlen a, ß, y, ... ungerade ist, oder 
da +) B+D(Y+D----+4, falls a, B, y, ... sämtlich gerade sind (wofern man 
nur die Quadrate selbst in Betracht zieht). Wer in der Combinationsrechnung einiger- 
massen geübt ist, wird den Beweis dieses Satzes (bei dem wir uns, ebenso wie bei 
anderen Einzelheiten, nicht aufhalten können) aus unserer allgemeinen Theorie ohne 
Schwierigkeit ableiten können. 
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Analog wie oben erkennt man, dass die Darstellungen <==+a, 
y=y zum Werte — N gehören. Alle diese vier Darstellungen aber 
ergeben nur eine einzige Zerlegung von M in ein Quadrat und das Doppelte 
eines Quadrats, und wenn es ausser N und — N keine andern Werte des 
Ausdrucks Y- 2 (mod. M) weiter giebt, so giebt es auch keine andern 
Darstellungen von M. Hieraus leitet man mit Hülfe des Satzes in Artikel 116 
leicht den Satz her: 

Jede Primzahl von der Form 8Sn+1 oder 8n +3 lässt sich 
in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat zerlegen und zwar 
nur auf eine einzige Weise. 

Sitz Bl=1+0,3=1-+2, 11=9+2, 7=9-+3, 19=1+18, 
4=9+32, 3=25+18, 599=9+50, 697=49 +18, 3=1173 
3—=81+23, 9-81 +8, 7=25 +72, u 8 W. 


Auch diesen Satz, wie mehrere ähnliche, kannte Fermat, doch gab 
Lagrange zuerst einen Beweis. Suite des recherches d’Arithmetique, Nowv. 
Mem. de l’Ac. de Berlin 1775, p. 323 u. f. Manches auf diesen Gegenstand 
Bezügliche hatte schon Euler erledigt, Specimen de usw observationum in 
mathesi pura, Comm. nov. Petr. T. VI, p. 185 u. ff, aber der vollständige 
Beweis des Satzes spottete stets seinen Bemühungen. Vergleiche auch die 
Abhandlung in T. VIII (zu den Jahren 1760, 1761): Supplementum quo- 
rundam theorematum arithmeticorum, am Schluss. 


II. Auf ähnlichem Wege beweist man, dass jede Zahl, von welcher 
— 3 quadratischer Rest ist, sich darstellen lässt entweder durch die Form 
#2 + 3,2 oder durch die folgende: 2x2 + 2xy + 2y? und zwar so, dass der 
Wert von x prim zum Werte von y ist. Da nun — 3 Rest aller Primzahlen 
von der Form 3%» + 1 ist (Artikel 119) und durch die Form 22? + 2ay + 2? 
augenscheinlich nur gerade Zahlen dargestellt werden können, so hat man 
wie oben den $atz: 

Jede Primzahl von der Form 3n-+ 1 lässt sich inein Quadrat 
und ein dreifaches Quadrat zerlegen und zwar nur auf eine 
einzige Weise. 

So it . B 1=1+0, 7=4+3, 3=1+12, 19=16+35, 
1=4+47, 7=35+12, 3=16+297, 1=49 +12, 7=64+3, 
73=25 +48, u. 8 W. 

Den Beweis dieses Satzes hat zuerst Euler angegeben in der eben 
erwähnten Abhandlung, Comm. nov. Petrop. T. VIIL, p. 105 u. fl. 

In ähnlicher Weise könnten wir weiter gehen und z. B. zeigen, dass 
jede Primzahl von der Form 20» +1 oder 20%» +3 oder 20» + 7 oder 
20» +9 (von denen nämlich — 5 Rest ist) durch eine der beiden Formen 
«2 + 5y2, 202 + 2y +3y? dargestellt werden kann und zwar dio Prim- 
zahlen von der Form 20%» +1 und 20» + 9 durch die erstere, die Prim- 
zahlen von der Form 20n +3, 20» +7 durch die letztere Form; ferner 
das Doppelte der Primzahlen von der Form 20» +1, 20» +9 durch die 
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Form 22? + 2xy + 3y?, das Doppelte der Primzahlen von der Form 20n + 3; 
20n +7 aber durch die Form x? + 5y2. Indessen wird jeder diesen Satz 
und unzählig viele andere specielle Sätze aus dem Vorhergehenden und 
dem, was weiter unten auseinandergesetzt werden wird, leicht selbst ableiten 
können. — Wir gehen daher zu den Formen mit positiver Determinante 
über, und da deren Natur eine ganz andere ist, je nachdem die Determinante 
eine Quadratzahl oder eine nichtquadratische Zahl ist, so schliessen wir 
hier zunächst die Formen mit quadratischer Determinante aus und werden 
dieselben später gesondert betrachten. 


Von den Formen mit positiver nichtquadratischer 
Determinante. 


183. 

Aufgabe. Wenn eine beliebige Form (a, b, a) gegeben ist, 
deren positive nichtquadratische Determinante gleich D ist, 
so soll man eine dieser eigentlich äquivalente Form (4,340) 
finden, in welcher B positiv und kleiner als yDist, Adagegen, 
falls es positiv ist, oder — A, falls A negativ ist, zwischen 
VD+B und YD—B liegt. 

Auflösung. Wir nehmen an, dass in der gegebenen Form noch nicht 
beide Bedingungen erfüllt seien, denn sonst brauchten wir eine andere 
Form nicht zu suchen. Ferner bemerken wir, dass in einer Form mit 
nichtquadratischer Determinante das erste bapt letzte Glied nicht gleich 
Null sein kann (Artikel 171, Anm.). Es sei D’= — d (mod. a’) und zwischen 


den Grenzen yD und yDr«a gelegen (wo das obere Zeichen genommen 


wird, wenn a’ positiv, das untere, wenn es negativ ist). Dass dies möglich 

ist, od man leicht in ähnlicher Weise, wie in Artikel 3. Man setze 
v2: ) 

sodann ni —=a«”, welches eine ganze Zahl ist, da #2? —- D=W—D 


= aa =0 (mod. «) ist. Ist nun a’<a’, so sei wiederum "= — d' (mod. a”) 


und zwischen YD und YD=.a" (je nachdem a’ positiv oder neeatiy ist 
J 8 

b''2 Bee ; \ h 

gelegen und ferner Pla =.«'. Ist hier wiederum a'”’<a”, so sei 


b"= — b’ (mod. a”) und zwischen yD und yD= @'" gelegen und 
v2 _ 


—=.«'". Diese Operation setze man fort, bis man in der Reihe @, 


m 


‚a'”,... zu einem Gliede a" gelangt, welches nicht kleiner ist 
als das vorhergehende am was endlich eintreten muss, weil man sonst eine 
unendliche Reihe beständig abnehmender ganzer Zalıten haben würde. Setzt 
man dann a” —A, m B, dl, so wird die Form (A, B, 0) 
allen Bedingungen genügen. 
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Beweis. I. Da in der Reihe der Formen (a,b, a’), (a',b',a”), (a’,b",a'"),... 
eine jede der vorhergehenden benachbart ist, wird die letzte (4A, B, C) der 
ersten (a,b, a’) eigentlich äquivalent sein. 


Il. Da B zwischen YD und VD= A liegt (wo stets das obere Zeichen, 
wenn A positiv, das untere, wenn A negativ ist, zu nehmen ist), so werden 
offenbar, wenn man YD—B=p, B— (YD=FA)=q setzt, diese Grössen 
p, q positiv sein. Nun bestätigt man leicht, dass g?-+ 2pg + 2pYD= 
D-+ A? — B? ist; somit wird D-+ A?— B? eine positive Zahl sein, die wir 
gleich r setzen. Hiernach wird, da D= B? — AC ist, r—= A?— AO, und 
demnach ist A?— AC eine positive Zahl. Weil aber nach Voraussetzung A 
nicht grösser ist als CO, so kann jenes offenbar nicht anders stattfinden, als 
wenn AO negativ ist und daher die Vorzeichen von A und C entgegen- 


gesetzt sind. Hieraus folgt BB= D+ AC<D und somit B< yD. 

IH. Da ferner — AU= D— B? ist, so wird AC<<D und daher (weil 
A nicht grösser als CO) A< yD. Somit ist Dr A positiv, also auch 5, 
welches zwischen den Grenzen YD und yDrA gelegen ist. 

IV. Somit ist umsomehr yD+Bz4 positiv, und da yYD—-BF4= -q 
negativ ist, so ist = A zwischen YD+ B und YD—B gelegen. 

Beispiel. Ist die Form (67, 97, 140), deren Determinante gleich 29 
ist, gegeben, so findet man hier die Reihe der Formen: (67, 97, 140), 
(140, — 97, 67), (67, — 37, 20), (20, — 3, — 1), (—1,5,4). Die letzte ist 
die gesuchte. 

Derartige Formen (A, B,C) mit der positiven nichtquadra- 
tischen Determinante D, in welchen A, positiv genommen, 
zwischen YD+B und YD—B liegt, B aber positiv und kleiner 


als YD ist, werden wir redueierte Formen nennen. Die reducierten 
‚Formen mit positiver nichtquadratischer Determinante unterscheiden sich 
daher etwas von den reducierten Formen mit negativer Determinante; wegen 
der grossen Analogie zwischen diesen und jenen aber wollten wir keine 


verschiedenen Benennungen einführen. 


184. 


Wenn die Äquivalenz zweier reducierten Formen mit positiver Deter- 
minante ebenso leicht beurteilt werden könnte, wie bei den Formen mit 
negativer Determinante (Artikel 172), so würde man die Äquivalenz zweier 
beliebigen Formen mit derselben positiven Determinante ohne Mühe 
erkennen können. Aber hier verhält sich die Sache bei weitem anders, 
und es ist möglich, dass sehr viele redueierte Formen unter einander 

. äquivalent sind. Bevor wir daher an diese Aufgabe herantreten, müssen 
wir erst tiefer in die Natur der reducierten Formen (mit positiver nicht- 
quadratischer Determinante, was man hier immer hinzudenken muss) ein- 
dringen. 
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1. Ist (a, b, c) eine reducierte Form, so haben a und c ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Denn setzt man die Determinante der Form 
gleich D, so ist ace—= b?— D und daher negativ, weil b< yD ist, 


9. Die Zahl ce ist ebenso wie a, positiv genommen, zwischen 


20 28 —b? 
yD+bundyD—b gelegen. Denn es ist m; daher liegt c, 


; , D—b: = 
abgesehen vom Vorzeichen, zwischen — — “=. d.h 2wischen 


yD+ 
yD—b und YD-+b. 

3. Hieraus geht hervor, dass auch (c, b, a) eine reducierte 
Form ist. 

4. Sowohl a wie ce ist kleiner als 2//D. Jedes der beiden näm- 
lich ist kleiner als YD-+b und daher umsomehr kleiner als 2yD. 

5. Die Zahl b liegt zwischen yD und yDra (wo das obere 
Zeichen bei positivem a, das untere bei negativem « zu nehmen ist). Denn 
da -+a zwischen YD +b und YD-— b liegt, so ist #a — (yD—b) oder 
b— (Dr a) positiv; b— yD aber ist negativ; mithin liegt b zwischen 
yD und VD= a. — Ganz auf dieselbe Weise wird bewiesen, dass b zwischen 
yD und YDFe (je nachdem c positiv oder negativ ist) liegt. 

6. Jeder reducierten Form (a, b, c) ist nach jeder der beiden 
Seiten hin eine und nur eine reducierte Form benachbart. 

Ist @=c, !’=—b (mod. a’) und zwischen YD und YDF«*) ge- 
legen, ferner = a so ist die Form (a,b',c’) der Form (a, b,c) nach 
rechts hin benachbart und zugleich ist klar, dass, wenn es irgend eine 
reducierte der Form (a, b,c) nach rechts hin benachbarte Form gäbe, 
dieselbe von (a, b’, c’) nicht verschieden sein kann. Dass aber diese 
wirklich reduciert ist, beweisen wir folgendermassen. 

A) Setzt man 

yD+ bra=p, Zd— (yD— b) en. vD— D==r, 
so sind diese Zahlen p, g, r nach (2) oben und nach der Erklärung der 
reducierten Form positiv. Setzt man ferner 


’— (YyDza)=gd), yP—-t=r, 
so sind g’,r' positiv, da D’ zwischen yD und YD= a' liegt. Ist endlich 
b+b—=-+ ma‘, so ist m eine ganze Zahl. Nun ist offenbar p+ J=b-+V 


und daher d-+D oder +ma’ und somit auch m positiv. Hieraus folgt, 
dass m — 1 sicher nicht negativ ist. Ferner wird: 


*), Wo Doppelzeichen vorkommen, gilt stets das obere, wenn « positiv, das 
untere, wenn «' negativ ist. 
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r+ tm = %+a ode W=r+gdtlm— 1a, 
mithin sind 2’ und D’ notwendig positiv; und dd V’+ r= vD, so ist 
= y.D, 
B) Ferner wird: 


Ya ma'—= yD +b, odr rt (m— 1) d= yP+ bE«, 


mithin ist yD +b'=F.a positiv. Hieraus und weil +d--(yD-v) — gq 
und somit positiv ist, folgt, dass + a’ zwischen yD +b' und yD — D' liegt. 
— Demnach ist (a’, b’, c’) eine reducierte Form. 

Auf dieselbe Art beweist man, dass, wenn ’e=a, 'b=— b(mod.’ec) 

: — bA=r. Di: 

ist und zwischen y.D und yD +’c liegt, ferner 'a — n5 ist, die Form 
(’a, 'b, 'c) eine reducierte ist. Offenbar aber ist diese Form der Form 
(a, b, c) nach links hin benachbart und eine andere reducierte Form ausser 
(’a, ’b, ’c) kann diese Eigenschaft nicht besitzen. 


Beispiel. Der reducierten Form (5, 11, — 14), deren Determinante 
gleich 191 ist, ist nach rechts hin die reducierte Form (— 14, 3, 13), nach 
links hin aber die folgende (— 22, 9, 5) benachbart. 

7. Wenn der reducierten Form (a, b, c) die reducierte Form (a’, d’, €’) 
nach rechts hin benachbart ist, so wird der reducierten Form (c, db, a) die 
Form (c', b’, «') nach links hin benachbart sein; und wenn der reducierten 
Form (a, b, c) die Form (’a, 'b, ’c) nach links hin benachbart ist, so wird 
die reducierte Form (e, ’b, ’a) der reducierten Form (c, db, a) nach rechts 
hin benachbart sein. Ferner werden auch die Formen (—'a, 'b, —'e) 
(—a,b, — co), (a, db, —c') reducierte sein und zwar ist die zweite der 
ersten, die dritte der zweiten nach rechts hin oder die erste der zweiten, 
die zweite der dritten nach links hin benachbart, und ähnlich verhält es 
sich mit den drei Formen (- cd, db, — a’, (— sb, — a), (-—c 'b, —a). 
Dies ist so klar, dass es einer Auseinandersetzung nicht bedarf. 


185. 


Die Anzahl aller reducierten Formen mit gegebener Deter- 
“ minante D ist stets eine endliche; sie selbst aber können 
auf zwiefache Weise gefunden werden. Wir wollen unbestimmt 
alle reducierten Formen mit der Determinante D durch (a, b, c) bezeichnen, 
so dass sämtliche Werte von a, b, c bestimmt werden müssen. 


Erste Methode. Man nehme für « alle Zahlen (sowohl positiv als 
negativ), welche kleiner als 2yD sind und von denen D quadratischer 
Rest ist, und setze für jedes einzelne « die Zahl d gleich sämtlichen positiven 
Werten des Ausdrucks YD (mod. a), welche zwischen YD und yD=+a 
liegen, ce aber setze man für die einzelnen bestimmten Werte von a, b gleich 


N 
Fünfter Abschnitt. [Art. 186. 187] 


- 


dieselben zu verwerfen. 
Zweite Methode. Man nehme für b alle positiven Zahlen, welche kleiner 


als V D sind, zerlege für die einzelnen b den Ausdruck D?— D auf alle mög- 
lichen Weisen in zwei Factoren, welche absolut genommen zwischen V D+b 


und yD — b liegen und setze den einen gleich @ den andern gleich c. Offen- 
bar giebt jede einzelne Zerlegung in Factoren zwei Formen, weil jeder der 
beiden Factoren sowohl gleich « wie gleich e gesetzt werden muss. 

Beispiel. Ist D=179, so werden die Werte von a die folgenden zwei- 
undzwanzig sein: F1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 15. Hieraus findet man 
neunzehn Formen: 


(1, ea 15), (2, dr 15), (8, ee 5); (3, , Er 10), (5, Ger 3), (5, er 6), 

(6, 1. EN 9), (6, 5, Sn 9), % 4, FEN, 9), (7, 3, RR, 10), (9 9, FR 6), (9, A Im ) 

(10, T, San 3), (10, 8, FR 7), (13, 1, SA 6), (14, 3, IE 9), (15, 8, IN DD (15, 7% m 2), 
(15, 2 SR 5), 


und ebenso viele andere, welche aus diesen entstehen, wenn man die Vor- 
zeichen der äusseren Glieder ändert, nämlich (— 1, 8, 15), (— 2,7, 15),...-, 
so dass es im ganzen achtunddreissig giebt. Von diesen sind aber sechs 
zu verwerfen, namlich (13, 1,568), 14, 3,5) C+15,23, 5); die 
übrigen zweiunddreissig umfassen sämtliche reducierten Formen. Nach der 
zweiten Methode ergeben sich dieselben Formen in folgender Reihenfolge”). 


CE T, 3, Bi 10), (= 10, 3, Ar 2 (eE 7, 4, Ar 9), (e& J, 4, Fr n), (e 6, d, Fr 9), 

+9, 5,76), (+3, ,F15), +3, 210, &5, 76), (#6, 7,5), 

(+10, 7,3), 15,7, #2), (#181), (#3, 8,#95), (#583), 
(ei, 18): 


186. 

Es sei F eine reducierte Form mit der Determinante D und dieser sei 
nach rechts hin die reducierte Form 7”, dieser wieder nach rechts hin die 
reducierte Form F"', dieser nach rechts hin die reducierte Form F"” u. s. w. 
benachbart. Dann sind offenbar sämtliche Formen F’, F", F"”', ... voll- 
ständig bestimmt und sowohl unter einander als auch der Form F' eigent- 
lich äquivalent. Da aber die Anzahl aller reducierten Formen mit gegebener 
Determinante eine endliche ist, so ist klar, dass nicht alle Formen in der 
unendlichen Reihe F, F’, F", ... von einander verschieden sein können. 
Nehmen wir 7” und F”+” als identisch an, so werden F*" und FTD 


*) Für 5=1 lässt sich — 78 nicht in zwei Factoren zerlegen, die ohne Rück- 
sicht auf das Vorzeichen zwischen y’9+l, und Vai liegen ; daher ist dieser Wert 


und aus demselben Grunde auch die Werte 2 und 6 zu verwerfen. 
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reduciert, derselben reducierten Form nach links hin benachbart und daher 
identisch sein; somit werden ebenso F"? und F"+”"2 u. s. w., schliesslich 
Fund F” identisch sein. Daher wird in der Reihe F, F’, F”,...., wenn 
sie nur weit genug fortgesetzt wird, notwendig einmal die erste Form F 
wiederkehren, und wenn wir annehmen, dass F® die erste mit F identische 
Form ist, oder dass alle F’, F”, ..., F”=D yon F verschieden seien, SO 
ist leicht ersichtlich, dass alle F, F', F",...., P*”" von einander ver- 
schieden sind. Den Complex dieser Formen nennen wir die Periode 
der Form F. Wenn daher die Reihe über die letzte Form der Periode hinaus 
fortgesetzt wird, so werden dieselben Formen F, F’, F”, ... immer von 
Neuem entstehen und die ganze unendliche Reihe wird aus dieser unendlich 
oftmal wiederholten Periode der Form F' gebildet sein. 

Die Reihe F, F’, F”,... kann auch rückwärts fortgesetzt werden, indem 
man der Form F' die reducierte Form ’F, welche ihr nach links hin 
benachbart ist, dieser wiederum die reducierte Form ”’F, welche ihr nach 
links hin benachbart ist, u. s. w. vorsetzt. Man erhält auf diese Weise die 
nach beiden Seiten unendliche Reihe von Formen 


we VAR u Be N HER DA RR 


und sieht leicht, dass ’F mit F*"V, "F mit F"”2 u. s. w. identisch ist 
und somit die Reihe auch nach links hin aus der unendlich oftmal wieder- 
holten Periode der Form F’ besteht. 

Wenn man den Formen FF", F"'....“P' EP, .., die Indices. 0,1,2,..., 
—1,—2,... respective und allgemein der Form F” den Index m, der 
Form ®F den Index — m beilegt, so werden offenbar irgend zwei 
Formen der Reihe identisch oder verschieden sein, je nachdem 
die Indices derselben nach dem Modul » congruent oder in- 
congruent sind. 

Beispiel. Als Periode der Form (3, 8, — 5), deren Determinante gleich 79 
ist, findet sich die folgende: (3, 8, —5), (— 5, 7, 6), (6, 5, — 9), (— 9, 4, 7), 
(7,3, — 10), (— 10,7,3). Nach der letzten Form ergiebt sich wiederum 
(3,8,— 5). Hier ist also » = 6. 


187. 
Im Folgenden geben wir einige allgemeine Bemerkungen 
über diese Perioden. 


1. Wenn die Formen #, #",F",..., B'"'P”"P,... folgendermassen 
dargestellt werden: 


(5, —a), (-«a,0,d'), (@,0',—a")..., (-a'b,a) ('a,'b, —a), 
(—'"a, iD: 2a), vn 


sorswerden: alle, Grössen @. a, al au... a Ca. "a... dasselkbre 
3 & ’ , ’ ’ ’ 3 


Vorzeichen haben (Artikel 184, 1), alle 5, 5, ®',..., 'b, '"b,... aber 
werden positiv sein. 
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2. Hieraus geht hervor, dass die Zahl » (die Anzahl der Formen, aus 
denen die Periode der Form F' besteht) stets gerade ist. Denn das erste 
Glied irgend einer Form F” aus dieser Periode wird offenbar dasselbe 
Vorzeichen besitzen, wie das erste Glied « der Form F', wenn m gerade, 
das entgegengesetzte aber, wenn m ungerade ist. Somit wird, da F® und F 
identisch sind, » notwendig gerade sein. 


3. Der Algorithmus, durch welchen die Zahlen d’, d", d", 
. gefunden werden, ist nach Artikel 184, 6 folgender: 


m 


Qa , 


'=—b (mod.a’) zwischen den Grenzen yP und VD=%; ad = 


Bd umla)  N . YDund Deal; a" = — 


=" (molar). 2 2.220202 2 YDund YDra”; a 
u. 8. W., 


wobei in der zweiten Kolonne die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen 
sind, je nachdem a, «, a”, ... positiv oder negativ sind. Anstatt der 
Formeln in der dritten Kolonne können auch die folgenden genommen 
werden, welche bequemer sind, falls D. eine grosse Zahl ist: 


od 
= — —(b —b) +a 


BD 7 
vr db") gl 


ber Hit i 
N Ei (b"— b'"') en a 


uU.sS. W 


4. Jede Form F®, welche in der Periode der Form 7 enthalten ist, 
wird im Wesentlichen dieselbe Periode haben wie F. Jene Periode wird 
nämlich sein: FM, Fr .. FD, Er, ... F"®, und in dieser 
kommen dieselben Formen und in derselben Reihenfolge vor, wie in der 
Periode der Form F, und sie unterscheidet sich von letzterer nur in Bezug 
auf den Anfang und das Ende. 


5. Hieraus folgt, dass allereducierten Formen mit derselben 
Determinante D in Perioden verteilt werden können. Man nehme 
nach Belieben irgend eine dieser Formen F und suche deren Periode F, 
er. 0, ae, die mit P bezeichnet sein möge. Wenn diese noch 
nicht alle reducierten Formen mit der Determinante D umfasst, so sei 
irgend eine in ihr nicht enthaltene Form @ und @ die Periode dieser, 
Dann ist klar, dass P und © keine Form gemeinschaftlich haben können, 
denn sonst würde G auch in P enthalten sein müssen und die Perioden 
würden überhaupt zusammenfallen. Wenn P und ® noch nicht alle 
reducierten Formen erschöpfen, so wird eine der nicht darin vorkommenden 
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H eine dritte Periode R ergeben, welche weder mit P noch mit Q eine 
Form gemeinsam hat. Auf diese Weise kann man fortfahren, bis alle 
redueierten Formen erschöpft sind. So verteilen sich z. B. alle reducierten 
Formen mit der Determinante 79 auf sechs Perioden: ° 


1. (l, 8, — 15), Ger 15, 7, 2), (2, dr 15), er 15, 8, 1). 

a 
II. (3, 8, 5), (mm 5, T, 6), (6, 5, BD 9), (7 9, 4, 9), (7, dr 10), Sg 10, , 3). 
IV. (— 3, 8, 5), (5, 7, — 6), (— 6, 5, 9), (9, 4, — D), (— 7, 3, 10), (10,7, — 3). 
V. 5, 8, zur 3), ee 3, 1, 10), (10, 3, 1% 7), 0 , 4, 9), (9, 5, BER 6), er 6, t, 5). 
VI nn 5, 8, 3), (8, [ee 10), (4 10, 3, 7), (7, u 9), Ge 9,9, 6), (6, 5). 


6) Wir werden associierte Formen solche Formen nennen, welche 
aus denselbenaber in umgekehrter Reihenfolge stehenden Glie- 
dern bestehen, z. B. (a,b, — a), (—«,b, a). Dann ist aus Artikel 
184,7 leicht ersichtlich, dass, wenn die reducierte Form 7 die Periode hat 
PB N, F"-D, ferner der Form F die Form f und den Formen 
Fed Per, 7, respective die Formen fi fl, ..., I 
associiert sind, die Periode der Form fdie folgende ist /, f, f", ---, are 
f*® und somit aus ebenso vielen Formen besteht, wie die Periode der 
Form F. Die Perioden associierter Formen werden wir associierte 
Perioden nennen. So sind in unserm Beispiel die Perioden III und VI 
und ebenso IV und V assocüert. 

7). Es ist aber auch möglich, dass die Form f selbst in der ihr asso- 
ciierten Form F' vorkommt, wie in unserm Beispiel in der Periode I und 
II, und dass somit die Periode der Form F' mit der Periode der Form f 
übereinstimmt oder dass die Periode der Form F’sich selbst associiert ist. 
So oft dies der Fall ist, kommen in dieser Periode zweiambige Formen 
vor. Nehmenwir nämlich an, dass die Periode der Form F'aus2n Formen bestehe 
oder dass F und F@” identisch seien, und ist ferner 2m + 1 der Index der 
Form fin der Periode der Form F*) oder sind F®"+V und F associiert, 
so sind offenbar auch F’ und F®”, ebenso F” und F®”-V u. s. w. und 
daher auch F) und F+D associiert, Ist FM — (a, dm, — at"), 
pet) = (= ern, Ben. a) so wird 2) ei ed —y (mod. ar; 
nach der Erklärung der associierten Formen ist aber 5) — d”"*» und so- 
mit "+ = 0 (mod. a"+®), oder die Form F"+V ist ambig. — Ebenso 
sind F@+D und F®®, somit auch PR"+? und FF", ferner F®”+® und 
F@*-2 u.5. w. und schliesslich Ft” und Ft" assoeiiert; von diesen 
ist aber die letztere ambig, wie durch ähnliche Schlüsse leicht bewiesen 
wird. Da aber m +1 und m -+n-+-1 nach dem Modul 2» incongruent 


*) Der Index ist hier notwendig ungerade, weil offenbar die ersten Glieder der 
Formen F, f entgegengesetzte Zeichen haben. (Vgl. oben unter 2). 
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sind, so sind die Formen F”+D und 7*”*+D nicht identisch (Artikel 186, 
wo n dasselbe bezeichnet, wie hier 2%). So finden sich in I die ambigen 
Formen (1, 8, —15), @, 7, — 15), in II die Formen (— 1,8, 15), 
(— 2, 7, 15). 5 

8. Umgekehrt ist jede Periode, in welcher eine ambige Form 
vorkommt, sich selbst associiert. Denn man sieht leicht, dass, wenn 
F®») eine ambige reducierte Form ist, die ihr associierte Form (welche 
ebenfalls reduciert ist) ihr zugleich nach links hin benachbart ist, d.h. dass 


F”V und F® associiert sind. Dann ist aber die ganze Periode sich 
selbst associiert. — Hieraus geht hervor, dass es nicht möglich ist, 
dass nur eine einzige ambige Form in irgend einer Periode 
enthalten ist. 

9, Es können aber auch nicht mehr wie zwei in derselben 
Periode vorkommen. Nehmen wir nämlich an, dass es in der aus 2» 


Formen bestehenden Periode der Form F drei ambige Formen FR, F Bw F" 
gebe, welche respective zu den Indices A, p, v gehören, so dass A, »,v un- 
gleiche zwischen den Grenzen O0 und 2» — 1 (einschliesslich) liegende Zahlen 
sind, so sind die Formen FD und F® und ebenso FF? und F*P uü.s.w. 
und schliesslich F und F*"» assoeiiert. Aus demselben Grunde sind F 
und FD sowie auch F und F’ associiert. Demnach sind IN 
FD, P@®V identisch und die Indices A— 1,2» —1,»—1 sind nach 
dem Modul 2%» congruent, mithin auch A=p=v (mod, n). Dies ist aber 
absurd, weil offenbar zwischen den Grenzen 0 und 2» — 1 drei verschiedene 
nach dem Modul » eongruente Zahlen nicht liegen können. 


188. 


Da alle Formen aus derselben Periode eigentlich äquivalent sind, so 
entsteht die Frage, ob nicht auch Formen aus verschiedenen Perioden 
eigentlich äquivalent sein können. Bevor wir aber zeigen, dass dies 
unmöglich ist, müssen wir Einiges über die Transformation reducierter 
Formen auseinandersetzen. 

Da wir im Folgenden sehr häufig von der Transformation der Formen 
handeln müssen, so werden wir uns, um Weitläufigkeiten soviel wie möglich 
zu vermeiden, von hier ab stets der folgenden abgekürzten Schreibweise 
bedienen. Wenn die Form ZX? +2MXY-+ NY? durch die Substitution 
X=oxr+ßy, Y=ye+6y in die Form 1x? + 2mxy + ny? transformiert 
wird, so werden wir einfach sagen, (ZL, M, N) gehe durch die Substitution 
a,ß, y, 6 in (2, m, n) über. Auf diese Weise wird es nicht nötig sein, die 
Unbestimmten der einzelnen in Rede stehenden Formen besonders zu 
bezeichnen. — Offenbar aber muss die erste Unbestimmte von der zweiten 
in jeder Form wohl unterschieden werden. 

Gegeben sei die reducierte Form (a, b, — a’) oder f mit der Determi- 
nante D. Man bilde in analoger Weise wie im Artikel 156 die nach beiden 
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Seiten ins Unendliche gehende Reihe redueierter Formen ..., 'k Ahf;,f » ---, 
und zwar sei: 
f= ( a, v', a), = (a, b", In, a"), REN 
Kalt) Fler D 
Setzt man 


b St b’ ; Dias Di Dar Da 
u - ei -=#, zu uhln, ... 
'b > b "n erh ED SH 
Er — h, kr u ER, Hay —="h, ...9 


m 


so wird offenbar, wenn man (wie in Artikel 177) die Zahlen a’, a”, «”', ..., 


ß’, B", B”’,... u. s. w. nach folgendem Algorithmus bildet: 
te Yo) 
ße, la 
ee ne me nme 
mn. Besen ea eh. 0: 

u. 8. W., 
f transformiert werden in 
f: durch die Substitution a’, ß, y, © 
le ” N p7) &r, Br, 5 6" 
ass b) N N a, as en 0” 
USB. W 


und alle diese Transformationen werden eigentliche sein. 

Da 'f in f übergeht durch die eigentliche Substitution 0, —1, 1, Ah 
(Artikel 158), so wird f in ’f durch die eigentliche Substitution }, 1, — 1, 0 
übergehen. Aus analogem Grunde wird 'f in ”f durch die eigentliche 
Substitution ’%, 1, —1, 0, ”fin ”"f durch die eigentliche Substitution 7, 
1, —1, 0 übergehen u. s. w. Hieraus folgt gemäss Artikel 159 in der- 
selben Weise wie im Artikel 177, dass, wenn die Zahlen 'a, "a, "a,..., 
'B8,”B, "BB, ... u.s. w. nach folgendem Algorithmus gebildet werden: 


an, Bel; =-—Jl, —=( 
7 IE „ ’ IRRE TR Sy 

a= h a—1, B='a, er h I» GT 
ee Le a, We wo? "a, Min um In BE Y, IMS ZL den 
m __tge n rm _ın DENN, m, 1m __m 

a= 'h'a—'a, Be, =by—-Y1 er 


u. 8. w. 
f übergeht in 
'f durch die Substitution 'a, BB, 'y, 'ö 
IR > a “ "00, IB, Ss RO 


mp m ui, N 
f ” br) b>) %, ’ I Ö 


u. 8. W., 


und dass alle diese Transformationen eigentliche sind. 
Setzt man a=1, ß=0, ö=1, so werden diese Zahlen zur Form f 


N 


dieselbe Beziehung haben, wie oa’, P', Y, ö zu f; «”, P', Y", d zu. 
Gauss. 1 
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I IN 


f' us w,'a, 'ß, 'y, ’ö zu fu s. w. Durch die Substitution a, ß, y, & 
nämlich geht die Form f in f über. Dann aber werden die unendlichen 
Reihen a’, «', a”, ..., ’a, a, "a, ... durch Einschiebung des Gliedes «a 
in so enge Verbindung gebracht, dass man sie sich als eine einzige 
zusammenhängende nach beiden Seiten unendliche Reihe denken kann, 
welche überall nach demselben Gesetz fortschreitet: ..., "a, "a, 'a, a, a, 


Das Fortschreitungsgesetz ist folgendes: 


[2 [224 
ee 


"a+a="h'a"a+a='ha, 'a+a=ha, a+a'—=ha', +a"'—=N'a",..., 


oder allgemein (wenn man annimmt, dass ein negativer rechts angefügter 
Index dasselbe bezeichnet, wie ein positiver links angefügter): 
am) ze „Mmt+D SB 7 FACOR 


Analog ist die Reihe ..., "PB, ’P, B, ß', 8”, ... eine stetig zusammenhängende, 


deren Gesetz ist: 
gem=1) 4 gl) ii: HD, 


und diese wird mit der vorhergehenden identisch sein, wenn man alle 

Glieder um eine Stelle vorrückt, "B='a, B=a, P=a’, u. s. w. Das 

Gesetz der continuierlichen Reihe ..., "y, 9 Y, Y, ... ist folgendes: 
md e2 ym+D we 7 m, 


N 


uud das Gesetz der Reihe ..., "ö, ’ö, 8, ö 


gm—1) Er gm-+1) Br sl 


und überdies ist allgemein 69 — "+, 
Beispiel. Ist die gegebene Form f die folgende (3, 8, — 5), so wird 
dieselbe transformiert 


i.d.Form’’”f 0d.(—10,7, 3)durchd.Subst.: —805, —152, +143, + 27 
Da 9 ( e N a 5) —152, A 45, - 27, A 
A „ 8, RE ER 


e7) 


= 
_ Re > Re » Ir 


Ber 


Duo 
buch 
XD 
DD 


++ | 


NOALw-o0-- 18 w 


Re 


SONISOSIVOVrH SS mem DD © 00 


IS Daran Baer Ieachn Yantkpr= Plakate Dan EIN | 


N 
RM % 
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189. 
In Betreff dieses Algorithmus ist Folgendes anzumerken. 


1. Alle Zahlen a, a a’, ..., 'a, "a, .... haben dasselbe Vorzeichen; 
alle Zahlen b, d', D’, ..., ’b, "b,.... sind positiv. In der Reihe ... "A, ’n, 
h, W, h’,.... wechseln die Vorzeichen ab; es wird nämlich, falls sämtliche 
Zahlen a, a’, ... positiv sind, A” oder 1 positiv sein für ein gerades M, 
negativ für ein ungerades m; wenn aber a, «, ... negativ sind, so wird 
7) oder 99 negativ bei geradem m und positiv bei ungeradem m. 


2. Wenn a positiv und daher A’ negativ, A positiv u. s. w. ist, so 
ist «’ — — 1 negativ, a" —=h'a' negativ und grösser als «” (oder gleich 
a’, wenn 4’ m ist); a” "—= ha’ — a’ positiv und grösser als «’”’ (weil 
ha" positiv, a’ negativ ist); "= Ma" — a’ positiv und grösser als 

a" (weil Aa’ positiv ist) u. s. w. Hieraus folgt leicht, dass die Reihe 
a, a’, @” ... ins Unendliche wächst und dass immer zwei positive Zeichen 
mit zwei negativen abwechseln, so dass «'” das Zeichen +,-+,—, — hat, 
je nachdem m==0, 1, 2, 3 (mod. 4) ist. — Ist a negativ, so findet man 
durch eine ähnliche Schlussreihe «’’ negativ, «'” positiv a entweder grösser 
als «” oder gleich a’; a’ positiv und grösser als a”; «’”’’ negativ und 
grösser als a’ u. s. w., so dass die Reihe «’, a”, ap . fortwährend 
wächst und das Zeichen des Gliedes «9 4, —, A ist, je nachdem m=U, 


1, 2, 3 (mod. 4) ist. 


3. Auf diese Weise findet man, dass alle vier unendlichen Reihen 
Bu RT a La OL ne le Ya Ta Und. Som 


auch die fölronden mit jenen identischen Balken BB... 00.00 


B, "By "By ..., 6,6, .... beständig wachsen und, je nachdem m=0, 152,8 
(mod. 4) ist, . Zeichen 


no EEE ar nei 
von y® 4, -+,37,—, von u F,—,-H& 
na 4 ee —- 
von ui FEN Zi “4. SON a Ati, enge 


ist, wo die oberen Zeichen gelten, falls « positiv, die unteren, falls a negativ 
ist. Besonders aber möge man sich folgende Eigenschaft merken: Bezeichnet 
m irgend einen positiven Index, so werden a” und y” dasselbe Zeichen 
haben, wenn « positiv, dagegen entgegengesetztes, wenn a negativ ist, 
und analog 8” und ö”); dagegen werden a und ®y oder”®g oder” das- 
selbe Zeichen haben, wenn a negativ, und entgegengesetztes, wenn @ po- 
sitiv ist. 
4. In der Bezeichnung des Artikels 27 lässt sich die Grösse von a”, .. 

kurz folgendermassen ausdrücken. Setzt man 


SE ni K, A IK", Ka WM K", , Bann k, >= m —'h, +’ —"’k, N 
11* 
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so dass sämtliche X, %”, ...., k, ’k, .... positive Zahlen sind, so ist: 


a) en [R", u Als mb]; gm) a [R”, Ba aha a. 17] 

ee ee, ..., 8%) 

Dee tn. el ae ET, 

wm un. a, hl, 
wobei die Vorzeichen nach den oben angeführten Regeln bestimmt werden 
müssen. Nach diesen Formeln, deren Beweis wir seiner Leichtigkeit wegen 
weglassen, kann die Rechnung stets auf die kürzeste Weise durchgeführt 
werden. 

190. 


Hülfssatz. Bezeichnen m, p, m’, n, v, m irgend welche ganze 
Zahlen, derart jedoch, dass von den drei letzteren keine 


gleich Null ist, so behaupte ich, dass, wenn - zwischen den 


G 
m Mm ; i 
Grenzen eo und 5 (diese ausgeschlossen) liegt und mn’ — nm’ 


=-+1 ist, der Nenner v grösser sein wird als » und #. 

Beweis. Offenbar liegt yunn’' zwischen vmn’ und vnm’ und unterscheidet 
sich daher von beiden Grenzen um weniger als die eine Grenze von der andern, 
d. h. es wird vmn’— vum’ > unn’ — vmn’ und > pnn’— vnm' oder v> 
n' (un — vm) und >n (uw — vm') sein. Hieraus folgt, dass, da un — vm 


sicher nicht gleich Null (denn sonst würde im Widerspruch mit der 


un: S ; 
Voraussetzung — m sein) und auch u»’—vm’ nicht gleich Null (aus 


ähnlichem Grunde), vielmehr jeder der beiden Ausdrücke gleich 1 ist, 


v>n und >n ist. 
Es ist daher klar, dass v nicht gleich 1 sein kann, d. h., wenn 


ı 
i : A MM. N 
mn’ — nm'—= + ist, dass zwischen den Brüchen nr keine ganze Zahl liegen 


kann. Daher kann auch nicht die Null zwischen ihnen liegen, d. h. jene 
Brüche können nicht entgegengesetzte Zeichen haben. 


191. 


Satz. Wenn die reducierte Form (a, db, —a’) mit der Deter- 
minante D durch die Substitution a, ß, y, $ in die reducierte 


? 


Form (A, B, — 4) mit derselben Determinante übergeht, so 


2 +y/D—b ; a ß N 

liegt erstens er zwischen n und „ (wenn nämlich weder 
7 0) 

y noch ö gleich Null ist, d.h. wenn beide Grenzen endlich sind), 

wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn keine von beiden 


Grenzen das dem Zeichen von a entgegengesetzte Zeichen hat 
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(oder deutlicher, wenn entweder beide Grenzen dasselbe 
Zeichen haben wie a oder die eine dasselbe Zeichen hat wie q, 
die andere aber gleich Null ist); das untere aber, wenn 
keine der beiden Grenzen dasselbe Zeichen hat wie a; — zweitens 


Ey DeO y ö 
zwischen „ und (wenn nämlich weder a noch ß 


ı 


gleich Null ist), wo das obere Zeichen gilt, wenn keine der 
beiden Grenzen das dem Vorzeichen von a (oder a) entgegen- 
gesetzte Vorzeichen hat, das untere, wenn keine derselben 


dasselbe Zeichen hat wie «@*). 
Beweis. Man hat die Gleichungen: 
1] aa? + 2bay — a? = A 
[2] aß? + 2 — = — A. 


Aus diesen folgt: 

Ze y» = 4 b 
[04 Be AT 
N a 


[3] 
#yD-%-0 
B ö 
[4 a 
a 
: #yD-"4+b 
[5] & = a' 
ST 
5 zZV/D-+ ua +b 
[6] B In a’ . 


Die Gleichung [3], [4], [5], [6] ist wegzulassen, wenn respective y, Ö, 
a, ß, gleich Null ist. — Doch bleibt es hier zweifelhaft, welche Vorzeichen 
den Wurzelgrössen zugelegt werden müssen. Dies entscheiden wir in fol- 
gender Weise. 

Es ist sofort klar, dass in [3] und [4] notwendig die oberen Zeichen 


y a B 
genommen werden müssen, wenn weder — noch das dem Vorzeichen von 
a entgegengesetzte Zeichen hat, weil, wenn man das untere Zeichen nähme, 


a a 2 i 
“X und 2 negative Grössen werden würden. Weil aber A und A’ die- 


#*) Offenbar können andere Fälle nicht stattfinden, da dem vorigen Artikel zufolge 
wegen a—ßy—=-1 beide Grenzen weder entgegengesetzte Zeichen haben noch 
gleichzeitig gleich Null sein können. 
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selben Zeichen haben, so fällt yD zwischen - md Van 


2 
el b R 
und daher liegt in diesem Falle — zwischen y und <=. Somit ist der 


erste Teil unseres Satzes für den lei Fall bewiesen. 
Auf dieselbe Weise erkennt man, dass in [5] und [6] notwendig die 


IN 
h R ö 
unteren Zeichen genommen werden müssen, wenn weder Z noch 6 dasselbe 


Zeichen hat wie a’ oder a, weil, wenn das obere Zeichen genommen würde, 


4 a@ö 

a. und 6 notwendig positive Grössen werden würden. Hieraus folgt so- 
D+b x 

gleich, dass _——.— für diesen Fall zwischen z und — ost Es ist da- 


P 


her auch der zweite Teil des Satzes für den letzten Fall bewiesen. Wenn 
nun ebenso leicht gezeigt werden könnte, dass in [3] und [4] die unteren 


& 2 aß 
Zeichen genommen werden müssen, wenn keine der beiden Grössen —, < 


3:20 
dasselbe Zeichen hat wie a, und in [5] und [6] die oberen, wenn weder 


ö 3 : : ; } : 
[ noch fi entgegengesetztes Zeichen hat wie a, so würde hieraus in ähnlicher 


NT 
Weise folgen, dass für jenen Fall il zwischen s und S für die- 


yD +b 
sen ar zwischen 


„und - — liegt, oder es würde der erste Teil des 


Satzes auch für den letzten Dat. und der zweite Teil desselben auch für den 
ersten Fall bewiesen sein. Obwohl aber jenes nicht schwierig ist, lässt es 
sich doch nicht ohne einige Umschweife abmachen und ziehen wir daher 
die folgende Methode vor. 


Wenn keine der Zahlen «a, ß, 7, ö gleich Null ist, werden r und R 


dieselben Vorzeichen haben wie n und —. Wenn daher keine dieser beiden 


ß 
—yD +b 


Grössen dasselbe Zeichen hat wie a’ oder a, und daher a zwischen 


= und n fällt, so wird keine der beiden Grössen > dasselbe Zeichen 


{ —yYD—b 
wie « haben und daher ag — (wegen aa —= D—2) zwi- 
— yD+b a 


schen 5 und r fallen. Demnach ist für denjenigen Fall, wo weder «—0 


noch B=0 ist, der erste Teil des Satzes auch für den zweiten Fall be- 
wiesen (denn ie Bedingung, dass weder y=0 nochö=0 sei, ist schon 
im Satze selbst hinzugefügt). In analoger Weise wird, wenn keine der 
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Zahlen a, ß, y, ö gleich Null ist und weder > noch . das dem Vorzeichen 


yD 


ar, | 
— zwischen 
a 


von a oder a’ entgegengesetzte Zeichen hat und daher 


n und \ liegt, auch - und — kein dem Vorzeichen von a’ entgegen- 


ß 
gesetztes Vorzeichen haben und daher ae kl e zwischen 1 und = 
D—b qa a B 
fallen. In demjenigen Falle also, wo weder y=0 noch ö&—=0 ist, ist der 
zweite Teil des Satzes auch für den zweiten Fall bewiesen. 

Es bleibt daher nur noch zu beweisen übrig, dass der erste Teil des 
Satzes auch für den zweiten Fall stattfindet, wenn eine der beiden Zahlen 
a, ß gleich Null ist, und dass der zweite Teil des Satzes auch für den ersten 
Fall gilt, wenn entweder y=0 oder ö= 0 ist. Alle diese Fälle aber 
sind unmöglich. Denn nehmen wir an, für den ersten Teil des 


Satzes, dass weder y=0 noch ö=0 sei, dass er \ nicht dasselbe 
Zeichen haben wie a und dass 

1. «—=0 sei. Dann folgt aus der Gleichung ö—-ı=#l, dass 
B=-+1, y=-+l1 ist. Hiernach ist, der Gleichung [1] zufolge, A= —«@', 
somit haben A und a’ und daher auch a und A’ entgegengesetzte Zeichen, 


A’ — h 
woraus folgt: Y2-% >yD>b. Hieraus geht hervor, dass in [4] 


notwendig das untere Zeichen genommen werden muss, weil bei dem oberen 


Zeichen 2 offenbar dasselbe Zeichen erhalten würde, wie a. Es wird daher 


en nn 
Fa een > 1 (weil nach der Definition der reducierten Form 
a< yD+ b ist). Dies ist aber absurd, dd ß=+ 1 und ö nicht gleich 
Null ist. 

9. Es sei ß=0. Dann ergiebt sich aus der Gleichung © ==#1: 
«=+1,ö=-+1. Hiernach folgt aus [2]: — A'—= — «a; somit werden 


a' und a und A dasselbe Zeichen haben, woraus folgt: y» are ZyD b. 


Hieraus geht hervor, dass in der Gleichung [3] das untere Zeichen genommen 
; a ; L ! 
werden muss, weil bei dem oberen e, dasselbe Zeichen erhalten würde wie a. 


[08 — yD—-b Ri a 
Es wird daher a F — 1, und dies ist absurd ans demselben 


Grunde wie vorher. 
Nehmen wir an, für den zweiten Teil des Satzes, dass weder «= 0 


noch B=0 sei, dass LT, n nicht das dem Vorzeichen von a’ entgegengesetzte 


Vorzeichen haben und dass 
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1. y=0 sei, so ist der Gleichung «d — Nr=H#l zuflge a—=-+1, 
ö6=-+1, demnach aus [1]; A—= a; mithin werden A’ und a’ dasselbe 
Zeichen haben, woraus folgt: y» + - 
das obere Vorzeichen genommen werden, weil bei dem unteren 4 das entgegen- 


> yD>b. Daher muss in [6] 


IA 


gesetzte Zeichen erhalten würde wie a. Es wird also G >- 
Dies ist aber absurd, dd ö&—=-+1 und ß nicht gleich Null ist. 

2. Ist endlich ö&=0, so ist der Gleichung &ö—ßy—=+1 zufolge 
ß==#1, y=+1 und daher nach [2]: —A’=a. Hieraus folgt: 


Be vD= b, weshalb in [5] das obere Zeichen zu nehmen ist. 


.,r. VD+b als 
Demnach wird Fe FE Age 1, und dies ist absurd. — 


Mithin ist unser Satz in seiner ganzen Ausdehnung bewiesen. 
- : 0. ‚ 
Da der Unterschied zwischen e und ° gleich vö ist, so wird der Unter- 
on t+yD-b a Bi Kr 
schied zwischen ma und : oder 5 kleiner als in sein;: zwischen 
zyD—b a ; 5 E B i 
ee aber und z oder zwischen jener Grösse und 5 kann kein Bruch 


DI 


liegen, dessen Nenner nicht grösser als y oder ö wäre (vorstehender Hülfs- 


+yD-+b 
satz). — Ebenso wird der Unterschied zwischen der Grösse I 


Da , 
und dem Bruche - oder dem folgenden ß kleiner sein, und zwischen 


jener Grösse und einem von diesen Brüchen kann kein Bruch liegen, dessen 
Nenner nicht grösser wäre als « und ß. 


192. 
Aus der Anwendung des vorigen Satzes auf den Algorithmus des 


D—b 
Artikels 188 folgt, dass die Grösse V ar welche wir mit Z bezeichnen 


' ’ 2 m ım rm 


h a ; a 
wollen, zwischen ne und — zwischen zi und yn zwischen PzZ und yr U.S.W. 


(denn aus Artikel 189, 3 am Ende folgt leicht, dass keine dieser Grenzen 
das dem Vorzeichen von a entgegengesetzte Zeichen hat, weshalb der Wurzel- 
grösse yD das positive Vorzeichen beigelegt werden muss) oder zwischen 


’ n „ 20 
a U 


— und —,, zwischen —, und —,, u. s. w. liegt. Daher werden sämtliche 
7 es 1 1% N 
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[2 m m 
10 


" a : : .. 
Brüche yo ya zum er: auf der einen Seite von Z und alle Brüche 


[22 rm rm 
a & & 


ram zmmy er. auf der andern Seite liegen. Da aber y’ << y” ist, so 


ı m [2 
a 


& 0, a 
liegt = ausserhalb des Intervalls zw und Z und aus analogem Grunde za 
m (IH 
ausserhalb des Intervalls Z und zn m ausserhalb des Intervalls Z und 


7 HA / 
zum, U. 8. W. Hieraus ist klar, dass diese Grössen in folgender Reihenfolge 


liegen: 
' a'’' AR RI HAR [27 


2 „9 


1 ek 
a 
Die Differenz zwischen v und ZL aber ist kleiner als die Differenz zwischen 
a’ u 1 
und RZ d. h. kleiner als rn und aus ähnlichem Grunde ist die Differenz 
/ 
n 


zwischen —, und Z kleiner als rm u.s. w. Daher nähern sich die Brüche 


my very L vo e.e9 une ’ A 9 ye 


’ 
[2 a a 

1 » n ” Ü [2 m 
A immer mehr der Grenze L, und da Yy', Y, Y, ... fort- 
während bis ins Unendliche wachsen, so kann die Differenz der Brüche und 
der Grenze kleiner gemacht werden als eine beliebige gegebene Grösse. 


I „ 


Nach Art. 189 hat keine der Grössen = a De ... dasselbe Zeichen 


wie a; hieraus folgt durch eine der vorigen durchaus analoge Schlussreihe, 
—yD+b a ’ 
V. ——, welche wir mit .Z’ bezeich- 
a 


dass jene Grössen und die Grösse ; 
nen wollen, in der folgenden Reihenfolge liegen: 


n m m in U 


ı = u 
b} Ng? KULen? L) 23 &, ’ KENNT ey m ’ I ee 


Die Differenz aber zwischen 4 und Z’ ist kleiner als ag die Differenz 


’ 


N Y : 1 S a S 
zwischen nz und Z’ kleiner als arg 8. W. Daher nähern sich die Brüche 


—, 70, ... Immer mehr der Grenze Z’ und die Differenz kann kleiner ge- 


macht werden als eine beliebige gegebene Grösse. 


79 —8 
In dem Beispiele des Artikels 188 ist N — 0,2960648 und 


u e Dal re EN a A UBEN AB, p : 
die Näherungsbrüche sind: ’P’ TOT DR.“ Es ist 


Fünfter Abschnitt. [Art. 193] 


143 Ä ; > 
aber 15 0,2960662. — Ebendaselbst ist 2’ = — — ——— = —.0,1776388 
0 1 

und die Näherungsbrüche sind: me 


27 143 RS 143 an 
. Es ist aber 305 — 91776397. 


193. 
Satz. Wenn die reducierten Formen f, F eigentlich äqui- 
valent sind, so ist die eine in der Periode der andern enthalten. 
Es sei f=(a, b, —a’‘), F=(A,B, —A'), die Determinante dieser 
Formen gleich D und es gehe jene in diese über durch die eigentliche Sub- 
stitution A, B, &, D. Dann behaupte ich: Wenn man die Periode der 
Form f sucht und die nach beiden Seiten unendliche Reihe der reducierten 
Formen und Transformationen der Form f in diese ermittelt, wie dies in 
Artikel 188 geschehen ist, so ist entweder + gleich irgend einem Gliede 


der Reihe ... "a, ’a,a,o', a”,... und wenn man dieses gleich a) setzt, 


) 
so ist +B=BM, +C= 7, +Dd—=5, oder esist —Q gleich einem 
Gliede a9 und —B, — 6, —D respective gleich BP, y®, 69 (wo m 
auch einen negativen Index bezeichnen kann). In beiden Fällen ist offenbar 
F identisch mit f”. 


Beweis. I. Man hat die vier Gleichungen: 


[1] al? + 2AE — «&—= A 
[2] aUB + (AD + BO) — aCD=B 
[3] aB? + BD — AD—= — A’ 
[4] AD — BE =1. 


Wir betrachten aber zuerst den Fall, wo irgend eine der Zahlen 
A, B, & D gleich Null ist. 

1. Wenn A = 0 ist, so folgt aus A] BE =— 1 und daher B= #1, 
&=1. Hiernach ergiebt sich aus [1]: — «= A, aus [2]: -b + «D®=B 
oder B=—b(mod. a’ oder A), woraus folgt, dass die Form (A, B, — 4’) 
der Form (a, b, —a') nach rechts hin benachbart is, Da aber jene 
reduciert ist, so ist sie notwendig mit f’ identischh Demnach ist B=b' 
und daher nach [2]; db) +b= — «LDd=+aD; hieraus folgt, da 
zn ist, D—=7h. Hieraus schliesst man, dass FU, FB, FE, 
XD respective gleich 0, —1, +1, # oder gleich a, ß’, y', 6 sind. 

2 EB (, 80 folet.aus A: A = EL, Dean ae fd, 
aus [2]: DoF«@&—=B oder b=B(mod.a). Da aber sowohl f als F 


reducierte Formen sind, so wird sowohl b als B zwischen yD und 
yD= a liegen (je nachdem a’ positiv oder negativ ist, Artikel 184, 5). 
Daher ist notwendig b=B und &=0, Demnach sind die Formen f 
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und Fidentisch und +4, £B, +, +D respective gleich 1, 0, 0, I oder 
gleich «a, ß, y, © respective. 

3. It &=0, so folgt aus 41]: A ==+1, D=+L1, aus [1]: a=A, 
aus [2]: Eaß8+b=B oder b=B(mod.«a). Weil aber sowohl db als B 
zwischen YD und YD=£a liegen, so wird notwendig B=b und B=0 
sein. Daher ist dieser Fall vom vorhergehenden nicht verschieden. 

4. It D=0, so folgt aus [4 B= +, CE = FL, aw [da = — L, 
aus [2]; Eal—b=Boder B=—b(mod.«). Hiernach ist F' der Form f 
nach links hin benachbart und somit mit der Form ’f identisch. Wegen 


' l iS | 
en und B='b wird daher W=h. Hieraus folgt, dass U, +B, 


Ss 


+6, &D respective gleich A, 1, —1, 0 oder gleich ’a, 'B, ’y, ’ö sind. 
Es bleibt daher nur der Fall übrig, wo keine der Zahlen 9, 
B, &, D gleich Null ist. Hier werden dem Hülfssatze des Artikels 190 
a BE 


zufolge die Grös Zar X wm Zei :s werden 
ge die Grössen GHV 9, dasselbe Zeichen haben, und es werde 


sich daher zwei Fälle ergeben, da dieses Zeichen entweder mit dem Zeichen 
von a, « übereinstimmen oder ihm entgegengesetzt sein kann. 
2:8 Be 
IL Wenn Bo dasselbe Zeichen haben wie a, so wird die Grösse 


D—b 
Y —— (die wir mit L bezeichnen wollen) zwischen diesen Brüchen liegen 


a 


N : a; i 2 
(Artikel 191). Wir werden nun zeigen, dass € irgend einem der Brüche 
„ m rm 
am m arm 3 ... und n dem nächstfolgenden gleich ist, oder dass, 


AU) 02 le) 


vem gm ist, SD man Sein wird. Im vorigen Artikel zeigten 
i a’ a'’ a’! 
wir, dass die Grössen u m (die wir kurz mit (1), (2), (8), .... 


bezeichnen wollen) sowie Z die folgende Reihenfolge (I) einhalten: (1), (3), 
(5... 24. ., (6), (4), (2); die erste von diesen Grössen ist gleich Null 
(wegen « =(), die anderen haben dasselbe Zeichen wie Z oder a. Da aber 


‘ nach Voraussetzung 4 = (für die wir M, NW schreiben werden) dasselbe 


Zeichen haben, so werden offenbar diese Grössen rechts von (1) (oder, wenn 
man lieber will, auf derselben Seite wie Z) liegen und zwar, da Z, zwischen 
ihnen liegt, die eine rechts von Z, die andere links von Z. Man kann aber 
leicht zeigen, dass M nicht rechts von (2) liegen kann, denn sonst würde 
NR zwischen (1) und Z liegen, woraus folgen würde, erstens dass (2) zwischen 
M und X liegt und daher der Nenner des Bruches (2) grösser ist als der 
Nenner des Bruches SW (Artikel 190), zweitens das N zwischen (1) und (2) 
liegt und daher der Nenner des Bruches N grösser ist als der Nenner des 
Bruches (2), was absurd ist. 


172 Fünfter Abschnitt. [Art. 193] 


Wir wollen annehmen, dass M keinem der Brüche (2), (3), (4), . .. gleich 
sei, und zusehen, was daraus folgt. Dann wird offenbar, wenn der Bruch M 
links von Z liegt, derselbe notwendig zwischen (1) und (3) oder zwischen (3) 
und (5) oder zwischen (5) und (7) u. s. w. liegen müssen (da Z irrational und 
somit sicher von M verschieden ist und die Brüche (1), (3), (5), . .. bis auf eine 
beliebig gegebene von Z verschiedene Grösse an Z heranrücken können). Wenn 
aber M rechts von Z liegt, so wird es notwendig entweder zwischen (2) und (4) 
oder zwischen (4) und (6) oder zwischen (6) und (8) u. s. w. liegen. Nehmen 
wir daher an, dass M zwischen (m) und (m + 2) liege, so werden offenbar 
die Grössen Mt, (m), (m +1), (m-+ 2), Z in der folgenden Reihenfolge liegen: 


(I)*) (m), M, (m +2), Z, (m +1). 

Dann ist notwendig W—= (m + 1). Denn es liegt I rechts von L; wenn 
es aber auch rechts von (m + 1) läge, so würde (m + 1) zwischen M und 
N liegen, also Y"+?>& sein, M aber zwischen (m) und (m + 1) liegen, 
also C>y"+D sein (Artikel 190), was absurd ist. Wenn aber W links 
von (m + 1) läge oder zwischen (m + 2) und (m + 1), so würde 9 > "+? 


sein, und da (m + 2) zwischen M und W liegt, würde DH sein, 
(m) 
was absurd ist. Es ist daher YW= (m -+-1) oder ß 


Da AD — BC =1 ist, so ist B prim zuD und aus nn A, 
m) prim zu 5”), Hieraus erkennt man leicht, dass die Gleichung Sr I 
nur bestehen kann, wenn entweder B=f”, D—=8 oder B= —P”, 
D— 5 ist. Da nun die Form f durch die eigentliche Substitution 
Kr Km 5) in die Form f”, welche (+ am pr, a”) lautet, 
übergeht, so hat man die Gleichungen: 


[5] au92 SL Ida”) m NER a’? a a 
[6] aa? pe) MR) (a) 5m) En B 9) gt Ye m) ra 2,9) 

[7] aß" 2 42Hg” ym) ug 5m2 =+ am+Y) 
[8] um) m) 308 pm ym =; 


Hiernach wird (aus der Gleichung [7] und [3)): Fa”""=— 4. Multi- 
plieiert man ferner die Gleichung [2] mit «59 — 89,9, die Gleichung [6] 
mit AD — BE und subtrahiert man, so bestätigt man leicht durch Ent- 
wicklung die Gleichung: 
R-.:9 (Ca) Be Am) [aBp” 8 (DE) an BB”) Sal aD] 
+ (85) — 93”) [Aa + (Ca) + Ar) — Cr”) 


*) Es ist hier gleichgültig, mag die Reihenfolge in (II) dieselbe oder die ent- 
gegengesetzte wie in (I) sein, d. h. mag (m) auch in (I) links oder rechts von Z liegen. 
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oder, da entweder BI —-B, |! —D oder BP — — B, IM — — D ist: 
B — 0) — + (Ca) .— Ay"), (a8? + HBD- AD’) FC” — Ar”) A. 


Hiernach ist B= 0b" (mod. 4’). Da aber sowohl B als auch d® zwischen 
yDund YD=4!' liegen, so ist notwendig B=b4" und daher Ca" — 190, 
JL 9) 
oder Er AD d.h. M= (m). 


Auf diese Weise haben wir also aus der Annahme, dass M keiner der 
Grössen (2), (3), (4), ... gleich sei, abgeleitet, dass es in der That irgend 
einer von ihnen gleich ist. Wenn wir nun aber von Anfang an annehmen, 
dass M= (m) sei, so wird offenbar entweder Y= a” und G=y” oder 
—A-=., —C=r. In beiden Fällen folgt aus [1] und [5]: 
A=-+a”) und aus [9]: B— 9 —+(B3" — DB”) A oder B=d) (mod. A). 
Hieraus ergiebt sich in ähnlicher Weise wie oben B=b"" und hieraus 
B”) — DB”; da nun B zu D prim ist und B® zu 6%, so ist demnach 
entweder B=$", D—5 oder B= — 8”, D— — 8” und somit folgt 
aus [7]: — A=Fa”t". Demnach sind die Formen F und f” identisch. 
Mit Hülfe der Gleichung AD — BE — «95 — 89,09 peweist man aber 
ohne Mühe, dass +8 =", + D—8, falls + = a”, + C = 1” ist, 
dagegen -— B=BM, — D—5) gesetzt werden muss, falls — = ua, 
—&—yM ist. Dies sollte bewiesen werden. 


U 
II. Wenn das Zeichen der Grössen E' . dem Zeichen von a 
entgegengesetzt ist, ist der Beweis dem vorstehenden so ähnlich, dass es 


—yYD-+b 
genügt, nur die Hauptpunkte anzudeuten. Es liegt er zwischen % 


und a Der Bruch _ ist irgend einem der Brüche 


'ö Le KERN 
(1) mg mg’ 
(m) a 
gleich, und wird derselbe gleich ang gesetzt, so ist 
& m), 
B UT, 
(I) aber wird folgendermassen bewiesen. Wenn angenommen wird, dass 
an L \ a \ m 
8 keinem jener Brüche gleich ist, so muss es zwischen zwei solchen my 


(m+-2) ö 


und liegen. Hieraus aber folgt auf dieselbe Weise wie oben, dass 


[7 


notwendig 


Fünfter Abschnitt. [Art. 194— 196] 


6 3 (m+D5 3 (m), 
RE m+Dg AR (m), 


und daher entweder Y=Mı, = oder -A=M, —C= My ist. 
Da aber f durch die eigentliche Substitution «a, 9, 9%, 9 in die 
Form 

(m) — es (m), (m)y em _ 2) 


übergeht, so ergeben sich drei Gleichungen, aus denen in Verbindung mit 
den Gleichungen [1], [2], [3], [4] und der folgenden OP ECDP BRBE U O7 0D Fr 
in derselben Weise wie oben hervorgeht, dass das erste Glied A der Form 
F dem ersten Gliede der Form gleich und das mittlere Glied jener dem 
mittleren Gliede dieser nach dem Modul A congruent ist. Hieraus folgt, 
da beide Formen reduciert sind und daher das mittlere Glied beider zwischen 
yD und yDrA4 liegt, dass diese mittleren Glieder gleich sind, und 


(m)d 
hieraus leitet man her, dass og 8 ist. Demnach ist hier die Richtigkeit 


der Behauptung (I) aus der Annahme, dass sie falsch sei, abgeleitet. 
(m) a 
Nimmt man aber org; an, so wird auf ganz analoge Weise und 


(m) 


5 
durch dieselben Gleichungen bewiesen, dass auch ER =, ist, was (II) war. 
[04 “ 


Hieraus aber folgt mit Hülfe der Gleichungen AD — BC—=1, "ao 
m og m), —ı| ; dass 


entweder I SE Be mg. We (m) Y, De (m), 
oder re m), — B— mg, EN m. (m)5 


ist, und dass die Formen F und ®f identisch sind, und dies sollte bewiesen 
werden, 


194. 


Da die Formen, welche wir oben (Artikel 187, 6) associierte Formen 
genannt haben, stets uneigentlich äquivalent sind (Artikel 159), so ist klar, 
dass, wenn die reducierten Formen F', f uneigentlich äquivalent sind und 
die zur Form F associierte Form @ ist, die Formen f, @ eigentlich 
äquivalent sind und daher die Form @ in der Periode der Form f enthalten 
ist. Wenn daher die Formen F und f sowohl eigentlich als auch uneigent- 
lich äquivalent sind, so wird sich offenbar sowohl F' als auch @ in der 
Periode der Form f vorfinden müssen. Demnach wird diese Periode sich 
selbst associiert sein und zwei ambige Formen enthalten (Artikel 187, 7). 
Hierdurch erhalten wir eine schöne Bestätigung des Satzes im Artikel 165, 
demzufolge wir bereits hätten gewiss sein können, dass es irgend eine 
ambige Form giebt, die den Formen F\, f äquivalent ist. 
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199, 

Aufgabe. Wenn irgend zwei Formen ® und » mit derselben 
Determinante gegeben sind, so soll man entscheiden, ob sie 
äquivalent sind oder nicht. 

Auflösung. Man suche zwei reducierte Formen F' und f, welche den 
gegebenen Formen ® und » respective äquivalent sind (Artikel 183). Je 
nachdem diese entweder nur eigentlich oder nur uneigentlich oder auf beide 
Arten oder auf keinerlei Weise äquivalent sind, werden auch die gegebenen 
Formen entweder nur eigentlich oder nur uneigentlich oder auf beide 
Arten oder gar nicht äquivalent sein. Man entwickle die Periode der 
einen von diesen beiden reducierten Formen, z. B. die Periode der Form f. 
Wenn die Form F' in dieser Periode vorkommt und nicht zugleich auch 
die zu F associierte Form, so wird offenbar der erste Fall stattfinden. 
Kommt dagegen diese associierte Form vor, aber nicht F selbst, so findet 
der zweite, wenn beide Formen vorkommen, der dritte, wenn keine der 
beiden Formen vorkommt, der vierte Fall statt. 

Beispiel. Gegeben seien die Formen (129, 92, 65), (42, 59, 81) mit 
der Determinante 79. Als diesen äquivalente reducierte Formen findet man 
(10, 7, — 3), (ö, 8, —5). Die Periode der ersteren Form ist folgende: 
(10, , Sr 3), Ga 3, 8, 5), 62 Air 6), + 6, ö, 9), (9, 4, Ne 2), Fr 1, 3, 10). 
Da sich in dieser die Form (5, 8, — 3) selbst nicht findet, wohl aber die 
ihr associierte Form (— 3, 8, 5), so folgt, dass die gegebenen Formen nur 
uneigentlich äquivalent sind. 

Wenn alle reducierten Formen mit derselben Determinante in derselben 
Weise wie oben (Artikel 187, 5) in Perioden PD, @, R,... verteilt werden 
und aus jeder Periode irgend eine Form nach Belieben ausgewählt wird, 
aus P F, aus @ G, aus R H u. s. w., so können unter diesen Formen 
F, @, H,... keine zwei vorkommen, welche eigentlich äquivalent sind. 
Jede andere Form mit derselben Determinante aber wird irgend einer von 
diesen und zwar nur einer eigentlich äquivalent sein. Hieraus geht hervor, 
dass sämtliche Formen mit dieser Determinante in ebenso 
viele Klassen verteilt werden können, als man Perioden hat, 
indem man nämlich diejenigen, welche der Form F eigentlich äquivalent 
sind, in die erste Klasse, diejenigen, welche der Form @ eigentlich äqui- 
valent sind, in die zweite Klasse, u. s. w. setzt. Auf diese Weise werden 
alle in derselben Klasse enthaltenen Formen eigentlich äquivalent sein; 
Formen aus verschiedenen Klassen aber werden nicht eigentlich äquivalent 
sein können. Doch halten wir uns hier bei diesem Gegenstande, der unten 
näher auseinandergesetzt werden soll, nicht auf. 


196. 
Aufgabe. Wenn zwei eigentlich äquivalente Formen ® und 
» gegeben sind, so soll man eine eigentliche Transformation 
der einen in die andere finden. 


Fünfter Abschnitt. [Art. 196—198] 
Auflösung. Nach der Methode des Artikels 133 kann man zwei 


Reihen von Formen 


DD 00.09 und o, 8 8, .S, 0” 


, 


von der Beschaffenheit finden, dass jede folgende Form der vorhergehenden 
eigentlich äquivalent ist und die letzten ®”) und ©” reducierte Formen sind; 
und da wir vorausgesetzt haben, dass ® und @ eigentlich äquivalent sind, 
so wird notwendig ®® in der Periode der Form g” vorkommen. Es sei 
2 —f und deren Periode bis zur Form D® die folgende: 


ee 


so dass in dieser Periode der Index der Form ®” gleich m ist, und man 
bezeichne diejenigen Formen, welche den associierten Formen von ®, ®',®",..., 
®® entgegengesetzt sind, respective mit 


LI vs) 
Dann wird in der Reihe 
2 eo, @ FA) h; fer e Oh] u, Y er Ge Se) Y ® 


jede Form der vorhergehenden nach rechts hin benachbart sein, und somit 
lässt sich nach Artikel 177 eine eigentliche Transformation der ersten Form 
oO 
» in die letzte ® finden. Jenes ist bei den übrigen Formen der Reihe ohne 
Weiteres ersichtlich. Für die Formen "PD, W®=D ist der Beweis folgender- 
$] oO 
massen. Es sei 


RO der 09 = (dm, 2), Oel, 


Die Form (g', h, ©) wird sowohl der Form (g, h,) als auch der Form 
(g’, W’, #'’) nach rechts hin benachbart sein, hiernach ist «e=g'=i' und 
— h=h=—h"' (mod. oder g’ oder ‘’). Hieraus geht hervor, dass die 
Form @', — A’, 9’) d. i. die Form y®=V ger Form (g,h, i) d. i. der Form 
f"=® nach rechts hin benachbart ist. 

Wenn die Formen ®, 9 uneigentlich äquivalent sind, so wird die 
Form » derjenigen Form, welcher ® entgegengesetzt ist, eigentlich äqui- 
valent sein. Man kann daher eine eigentliche Transformation der Form # 
in diejenige Form, welcher ® entgegengesetzt ist, finden. Nimmt man 
an, dass dies durch die Substitution a, ß, y, 6 geschieht, so erkennt 
man leicht, dass g in ® selbst durch die Substitution «, —ß, y, —6 un- 
eigentlich transformiert wird. 

Hieraus ist auch ersichtlich, dass, wenn die Formen ® und # sowohl 
eigentlich als auch uneigentlich äquivalent sind, zwei Transformationen, 
eine eigentliche und eine uneigentliche, gefunden werden können. 


*) So dass also W aus ® entsteht, wenn man das erste und letzte Glied vertauscht 
und dem mittleren Gliede das entgegengesetzte Zeichen giebt; ebenso bei den andern. 
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Beispiel. Man sucht eine uneigentliche Transformation der Form 
(129, 92, 65) in die Form (42, 59, 81), die, wie wir im vorigen Artikel 
fanden, jener uneigentlich äquivalent ist. Man hat also zunächst eine eigent- 
liche Transformation der Form (129, 92, 65) in die Form (42, — 59, 81) zu 
suchen. Zu dem Ende entwickle man die folgende Reihe von Formen: 
(129, 92, 65), (65, — 27, 10), (10, ,—3), (—3, 8, 5), (5, 22, 81), 
(81, 59, 42), (42, — 59, 81). Hieraus leitet man die eigentliche Trans- 
formation — 47, 56, 73, — 87 her, durch welche (129, 92, 65) in (42, — 59, 81) 
übergeht. Erstere Form wird daher durch die uneigentliche Transformation 
— 47, — 56, 73, 87 in die Form (42, 59, 81) übergehen. 


197. 


Wenn man eine Transformation irgend einer Form (a, b, c) oder @ in 
eine äquivalente Form ® hat, so kann man aus dieser sämtliche gleich- 
artige Transformationen der Form # in ® ableiten, wofern man nur sämt- 
liche Lösungen der unbestimmten Gleichung 2 — Du?=m?, in 
welcher D die Determinante der Formen ®, » und m den grössten gemein- 
‘ schaftlichen Teiler der Zahlen a, 2b, c (Artikel 162) bezeichnet, angeben 
kann. Dieses Problem, welches wir für einen negativen Wert von D 
bereits oben gelöst haben, werden wir jetzt auch für einen positiven 
Wert von Din Angriff nehmen. Weil aber offenbar jeder der Gleichung 
genügende Wert von Z derselben auch nach Veränderung seines Zeichens 
genügt, und dasselbe von den Werten von « gilt, so werden wir nur alle 
positiven Werte von 7, « zu bestimmen brauchen, und es wird jede Lösung 
durch positive Werte die Stelle von vier Lösungen vertreten. Diese Aufgabe 
werden wir dadurch erledigen, dass wir zunächst die kleinsten Werte 
von 4, «u (ausser den von selbst sich darbietenden = m, u= 0) zu finden 
und sodann aus diesen alle übrigen abzuleiten lehren. 


198. 


Aufgabe. Man soll die kleinsten der unbestimmten Gleichung 
#? — Du?= m? genügenden Werte von & u finden, wenn irgend 
eine Form (M, N, P) gegeben ist, deren Determinante gleich D 
und bei welcher der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
M, 2N, P gleich m ist. 


Auflösung. Man nehme nach Belieben eine reducierte Form (a, b, — a’) 
oder f mit der Determinante D, bei welcher der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der Zahlen a, 2b, a gleich m ist. Dass es eine solche giebt, ist 
schon daraus ersichtlich, dass man eine der Form (M, N, P) äquivalente 
reducierte Form finden kann, welche nach Artikel 161 diese Eigenschaft 
besitzt; zum vorliegenden Zwecke aber kann man jede reducierte Form, in 
welcher diese Bedingung stattfindet, anwenden. Man entwickle die Periode 


der Form f, die, wie wir annehmen wollen, aus » Formen bestehen möge. 
Gauss. 12 
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Mit Beibehaltung aller Bezeichnungen, deren wir uns im Artikel 188 be- 
dienten, ist £) — (+ a, 59, — a®+?), weil » gerade ist, und in diese 


Form wird f übergehen durch die eigentliche Substitution am ke, m, 5, 


Da aber f und f” identisch sind, so wird fin f (%) auch durch die eigent- 
liche Substitution 1,0, 0,1 übergehen. Aus diesen beiden gleichartigen 
Transformationen der Form f in f” lässt sich nach Artikel 162 die Lösung 
der Gleichung f? — Du?—= m? in ganzen Zahlen ableiten, nämlich 


(n) 
t= 4 (a + 8) m (Gleichung 18 im Artikel 162), u = = (Gleichung 19)*). 


Werden diese Werte, positiv genommen, wenn sie es noch nicht sein sollten, 
mit 7, U bezeichnet, so werden 7, U die kleinsten Werte von Z, « ausser 
t=m, u= 0 sein (von welchen sie notwendig verschieden sind, da offenbar 
y® nicht gleich Null sein kann). 

Denn nehmen wir an, dass es noch kleinere Werte von f, « gebe, 
etwa t und u, welche positiv sind und von denen u nicht gleich Null ist, 
so wird nach Artikel 162 die Form f durch die eigentliche Substitution 


1 1 Se ne Ä 
au, (t + bu) in eine mit ihr identische Form über- 


1 1 
nn (t — bu), Fr Pen 


1 
gehen. Nun folgt aus Artikel 193 II, dass entweder PR (t — bu) oder 


ir (t— bu) irgend einer der Zahlen «’, «'’, a’, ... gleich sein muss, 


etwa gleich a” (weil nämlich t?—= Du? + m? = b?u? + aa'u? + m? ist, so 
t — bu 


wird {2> b?u? und daher t— bu positiv; mithin wird der Bruch a 


U 
welcher dem Bruche E im Artikel 193 entspricht, dasselbe Zeichen haben 


1 1 1 
wie a oder a’), und dass im ersteren Falle m au, (t + bu), im 


letzteren aber dieselben Grössen mit entgegengesetztem Vorzeichen respective 
m), 
gleich BP, y®, 59% sind. Daaber u<Ud.h.u <<. und > 0 ist, so 


wird y® < m und >0 sein; daher wird, da die Reihe y, y', Y", . - - be- 
ständig wächst, notwendig p. zwischen 0 und » exelusive liegen. Die ent- 
sprechende Form rg aber wird identisch sein mit der Form f: Dies ist 
aber absurd, da alle Formen f, f', f", ... bis zu f® =» als verschieden vor- 
ausgesetzt sind. Hieraus folgt, dass 7, U die kleinsten Werte von t, u 
(mit Ausnahme von m, 0) sind. 

Beispiel. Ist D=179, m—=1, so kann man die Form (3, 3, — 5) an- 
wenden, für welche n=6, unda® = —8, 19 = —27, 9 = — 152 ist 


*) Was im Artikel 162 war: 
ea Be Dre BO re 
ist hier: 1, 0, 0,1; a”), Em, m, m aa; ,b,-a;ll. 
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(Artikel 188). Hieraus folgt T= 80, U =9, welches die kleinsten der 
Gleichung 2? — 794? = 1 genügenden Werte der Zahlen it, u sind. 


199. 
Für diePraxis können noch bequemere Formeln aufgestellt 
werden. Es wird nämlich 2x” — — ala — 89), was aus Artikel 162 


leicht folgt, wenn man die Gleichung [19] mit 2b, [20] mit « multiplieiert 
und die dort gebrauchten Bezeichnungen mit den gagenwärtigen vertauscht. 


S N 2b 
Hieraus wird «9 + 99) — 99 _ ah und daher: 


m). 
IM & = 2), A 
3 qa 
Durch eine ähnliche Methode erhält man die folgenden Werte: 


pm m 


re 
1 


a T=m(a +0), + U= 


Sowohl jene wie diese Formeln werden sehr bequem, da y” — er 
a9 — p®=D) ist, so dass man, wenn man sich dieser bedient, nur die Reihe 
B', B”, P", ..., ß®, wenn man aber jene anwendet, nur die Reihe ö’, 8” 


’ 9 
Sim 


© ,... zu berechnen braucht. Ausserdem folgt aus Artikel 189, 3 leicht, 


b 
da n notwendig gerade ist, dass a” und a dasselbe Zeichen haben, 


b ; . 
ebenso 6” und a ‚„ so dass man in der ersten Formel die absolute 


Differenz, in der letzten die absolute Summe nehmen muss und daher auf 
die Vorzeichen überhaupt keine Rücksicht zu nehmen braucht. Bei Wieder- 
aufnahme der im Artikel 189, 4 angewendeten Bezeichnungen wird aus der 
ersten Formel: 


f mb 2 
T=m|k, K", BD, nee 2 Er TR [X ki", 2; “.., A : 
Mm @ 
U— = [K, K", Be En A D1, 


aus der zweiten: 


1 mb 
Le A RN 
Mm 
a; K", ee ic a, 


b 
wo für den Wert von 7 auch m [?", N RN 7 geschrieben werden 
kann. s 
12* 
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Beispiel. Für D=6l1, m=2 kann man die Form (2, 7, — 6) an- 
wenden, für welche man »—=6, K, Kb", K”, K'", K"', K Tespeetive 
gleich 2, 2, 7, 2, 2, 7 findet. Hieraus folgt: 


T=2]2, 2, 7, 2, 2, J—722, 2, 7, 2, 2] = 2888 — 1365 = 1523 
aus der ersten Formel; derselbe Wert ergiebt sich aus der zweiten: 


T=2]2, 1, 2, 2] + 322, 1; 2, 2, 2 
U aber wird =[2, 2, 7, , ] 42, 7,2, 2, J]=19. 


Übrigens giebt es noch mancherlei Kunstgriffe, durch welche die 
Rechnungen zusammengezogen werden können; doch gestattet uns das 
Streben nach Kürze nicht, von ihnen weitläufiger zu reden. 


200. 


Um aus den kleinsten Werten von Z£, «sämtliche zu erhalten, 
stellen wir die Gleichung 7?— DU?= m? so dar:. 


7" a au 
a 
mM M mM 


woraus folgt, wenn e eine beliebige Zahl bezeichnet: 


PIE ENE N IU ENe 
1] (+7 De D)=1. 


Wir wollen nun der Kürze wegen die Werte der Grössen 


‚m 


ML le Ne BENG 
al a, 
m DE eNe ME STH Ol NG 
2 yD Er m 2/D nl) 


allgemein mit 9, u, d. h. die Werte jener für e=0 mit {?, «° (welche 
gleich m, 0 sein werden), für e=1 mit f/, w (welche 7, U sein werden), 
für e—2 mit ?', w", für e=3 mit ?”’, " u. s. w. bezeichnen und werden 
beweisen, dass, wenn man für e alle nicht negativen ganzen Zahlen, d. h. 
0 und alle positiven Zahlen von 1 bis oo nimmt, jene Ausdrücke sämt- 
liche positiven Werte von £, « darstellen, nämlich I. dass alle Werte 
jener Ausdrücke in der That Werte von £, « sind, II. dass alle jene Werte 
ganze Zahlen sind; III. dass es keine positiven Werte von t, w giebt, 
welche”nicht unter jenen Formeln enthalten sind. 

I, Setzt man für 19, w® ihre Werte, so bestätigt man ohne Mühe mit 
Hülfe der Gleichung [1], dass 


(19. + „9 VD) a9 — u yD)= m?, d.h. 9? _ Du” — m? 


ist. 
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II. Auf dieselbe Weise bestätigt man leicht, dass allgemein 


aT Da 
„e+1) an ge) EN oe 9, e+D ar „ed th u) 
mM m 


ist. Hieraus geht hervor, dass die beiden Reihen 2, /,?’,?",...,u, u, w’,w'" 


yo.» 
n 


; ; > ' 3 27 Ä ichs 
recurrente Reihen sind und die Beziehungsskala beider a 1 ist, nämlich: 


2T 2 2 
ten Ve A RE a 
m Mm Mm 
Da es nun nach Voraussetzung irgend eine Form (M, N, P) mit der 
Determinante D giebt, in welcher M, 2N, P durch m teilbar sind, so hat man: 


T?= (N? — MP)U? + m?, 
3% 
Mm 
zwar positive Zahl. Weil aber !=m t!=T, wW=(, W=U und somit 
ganze Zahlen sind, so werden auch sämtliche Zahlen 7’, ?”,...,w,w",... 
ganze Zahlen sein. Ferner ist ersichtlich, da 7?> m? ist, dass alle 
, d, 0’, t”,... positiv sind und beständig bis ins Unendliche zunehmen 
ebenso alle u, wW, ww’, w".... 


und daher ist offenbar 47? durch m? teilbar. Mithin ist 


eine ganze und 


III. Nehmen wir an, dass es noch andere positive Werte von Z, u gebe, 
welche nicht in der Reihe 2, 7, ",..., u, w, w',... enthalten sind, etwa 
Z, U, so wird offenbar, da die Reihe «°, «',... von O0 bis ins Unendliche, 
wächst, U notwendig zwischen zwei benachbarten Gliedern u” und „"+» 
liegen, so dass U> u” und U<u®*? ist. Um die Absurdität dieser 
Annahme zu beweisen, bemerken wir, 

l. dass der Gleichung ??— Duw?—= m? auch genügt werden wird, wenn 
man setzt: 


1 1 
ee (n) (n) EBEN (n) (n) 
t ns (Ti DVUu”), u (N Tu”). 


Dies lässt sich leicht durch einfache Substitution bestätigen; dass aber diese 
Werte, welche wir der Kürze halber gleich 7, v setzen, immer ganze Zahlen 
sind, beweisen wir folgendermassen. Wenn (M, N, P) eine Form mit der 
Determinante D und m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
M,2N, P ist, so wird sowohl Ü -+ NU als auch 2” + Nu” und daher auch 
UA” + Nu”) — u” (+ NU) oder UP — Tu” durch m teilbar sein. 
Daher ist v und somit auch 7 eine ganze Zahl, da T?—= Du? + m? ist. 

2. Offenbar kann v nicht gleich Null sein, denn hieraus würde folgen: 


m — Eu, 
oder 
U? (Du? + m?) = u”? (DU? m?) 
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oder W=u?, im Widerspruch mit der Voraussetzung, nach welcher 
U>u” ist. Da nun abgesehen vom Werte 0 der kleinste Wert von 
gleich U ist, so ist v sicher nicht kleiner als U. 


3. Aus den Werten von 1”, {"+D „® „+ kann man leicht be- 
stätigen, dass 
mU— ut) m _ ed 4” 


ist. Daher ist U” — Xu” sicher nicht kleiner als ur+D gm _ g®+D u”, 


4. Nun erhält man aus der Gleichung %? — DU? = m?: 


und analog: 


> u En » 


„r+V 
woraus leicht folgt, dass „> —,, ist. Hieraus aber und aus der Folge- 
/ 1, 


rung in 3) ergiebt sich; 


n n 7 T 7 ( ces 
U Zum) (#® +9 )> em er um) («® 0) en) 


(n-+1) 


oder wenn man die Entwicklung macht und für 2°, 192, +22 ihre Werte 
DU’+ m?, Du”? + m?, Du”+2 4 m? substituiert: 


1 2 n 1 n 
m dr u‘ 2) — ei) On u‘ 2), 


woraus, da jede Grösse offenbar positiv ist, durch Transposition folgt: 
(n)2 (n)2 
| U ; } , 
U+ >ut) 2 ——-. Dies ist aber absurd, da der erste Teil der 
uerD ü 


ersten Grösse kleiner ist als der erste Teil der zweiten und ebenso der 
zweite Teil jener kleiner als der zweite Teil dieser. Daher kann unsere 
Annahme nicht stattfinden, und die Reihen 2%, /, t", ..., u, w, w' 
stellen sämtliche positiven Werte von £, « dar. 


Beispiel. Für D=6l, m=2 fanden wir als kleinste positive Werte 
von £, « die folgenden: 1523, 195. Daher werden sämtliche positiven 
Werte dargestellt durch folgende Formeln: 


an Da var) 
1_ [1523 | 195 /Y ao. a 
re. ae )| 


„ee. 
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Man findet aber: 


%—2, 1523, !'’=1523 ! — #=2319527, 2" =1523 !’— 3532618098, ... 
20, W=195, W"—=1523W—u—=296985, W"—=1523u"—w=452307960, ... 


201. 


Über das im vorigen Artikel behandelte Problem fügen wir noch 
folgende Bemerkungen hinzu: 


1. Nachdem wir gezeigt haben, wie man die Gleichung {? — Du? = m®, 
wo m der grösste gemeinschaftliche Teiler dreier Zahlen M, 2N, P von 
solcher Beschaffenheit ist, dass N®— MP=D ist, für alle Fälle lösen 
kann, verlohnt es der Mühe, alle Zahlen, welche solche Teiler sein können, 
oder alle Werte von m für einen gegebenen Wert von D zu bestimmen. 
Man setze D= n?D', so dass D’ von quadratischen Factoren gänzlich frei 
ist, was erreicht wird, wenn man für »n? das grösste in D aufgehende 
Quadrat nimmt; ist aber D schon an und für sich durch keinen quadratischen 
Factor teilbar, so müsste » = 1 gesetzt werden. Dann wird behauptet: 


Erstens: Wenn D’ von der Form 4% +1 ist, so ist jeder Teiler von 
%n ein Wert von m und umgekehrt. Denn wenn g ein Teiler von 2» 
(1 —D') 
G 


ist, so erhält man die Form (g, n, ), deren Determinante gleich 


D ist und in welcher offenbar der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
a am. Eye 
u gleich g ist (denn offenbar ist & . 2-7 n : 
eine ganze Zahl). Wenn aber umgekehrt angenommen wird, dass g ein 
Wert von m ist, nämlich der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
M, 2N, Pund N?— MP=D, so wird offenbar 4D oder 4n?.D’ durch g° 
teilbar sein. Hieraus aber folgt, dass notwendig 2» durch g teilbar ist. 
Denn wenn g nicht in 2» aufginge, so würden g und 2» einen grössten 
gemeinschaftlichen Teiler haben, der kleiner als y wäre, und wenn dieser 
gleich ö und n=ön', g=Ög' gesetzt würde, so würde w'?.D’ durch g’? 
teilbar, n' zu g’ und daher auch w’? zu g’? prim und somit auch D’ durch 
g'’? teilbar sein, im Widerspruch mit der Voraussetzung, nach welcher D’ 

von jedem quadratischen Factor befreit ist. 

Zweitens: Wenn D’ von der Form 4% -+ 2 oder 4k + 3 ist, so ist jeder 
Teiler von n ein Wert von m und umgekehrt, jeder Wert von m geht auch 
in » auf. Denn wenn g ein Teiler von » ist, so erhält man die Form 


9, 2n, 


n2D' 
(9. 0, — 2 j deren Determinante gleich D und in der offenbar der 
an 


grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen g, 0, gleich g ist. — Nimmt 


man aber an, dass g ein Wert von m sei, nämlich der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der Zahlen M, 2N, P und N? — MP=D, so geht ebenso wie oben 
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; mus : ' 
gin 2n auf, oder y ist eine ganze Zahl. Wenn dieser Quotient ungerade 


x } 4n? 4n?2D' 
wäre, würde das Quadrat m = ] (mod. 4) und daher — entweder = 2 


4n2D' 4 r ö 
oder=3 (mod. 4) sein. Nun ist aber en = on — a ı 
g g I 9 I 


4N? 
(mod. 4) und somit T- entweder =2 oder =3 (mod. 4). Dies ist aber 


absurd, da jedes Quadrat entweder der Null oder der Einheit nach dem Modul 


; ; SR 
4 congruent sein muss. Daher ist der Quotient FE notwendig gerade und 


somit 2 eine ganze Zahl oder y ein Teiler von n. 


Es geht hieraus also hervor, dass 1 immer ein Wert von m ist oder 
dass die Gleichung 2? — Du?= 1 für jeden positiven nichtquadratischen Wert 
von D nach dem Vorhergehenden lösbar ist; dass ferner 2 nur dann ein 
Wert von m ist, wenn D entweder von der Form 4% oder von der Form 
46 +1 ist. 


2. Ist m> 2, aber doch eine passende Zahl, so lässt sich die Lösung 
der Gleichung ??— Du?= m? auf die Lösung einer ähnlichen Gleichung 
zurückführen, in welcher m entweder 1 oder 2 ist. Setzt man wie vorher 
D=n?D', so wird, wenn m in » aufgeht, auch m? in D aufgehen. Nimmt 


A : \ \ ed, 
man dann an, dass die kleinsten Werte von », qin der Gleichung 9° — as 1 


seien »= P, q= Q, so werden die kleinsten Werte von Z, « in der Gleichung 
? — Du? = m? sein: Z=mP, uv=@. — Wenn aber m nicht in » aufgeht, 


i 5 $ s . 4D i 
so wird es wenigstens in 2» aufgehen und sicher gerade sein; a aber ist 


eine ganze Zahl. Und wenn dann als kleinste Werte von », g in der Gleichung 


pP? — = ?=4 die Werte p=P, qg=Q gefunden sind, so werden die 


i : ; Mm 
kleinsten Werte von 4 « in der Gleichung 2? — Du? = m? lauten: Lars, 


w= @. — In beiden Fällen aber können nicht nur aus den kleinsten Werten 
von p, q die kleinsten Werte von Z, «, sondern offenbar aus allen Werten 
jener alle Werte dieser nach dieser Methode abgeleitet werden. 


3. Bezeichnen i, u; ?,w; t', w’,.... sämtliche positiven Werte von 
t, w in der Gleichung ??— Du?= m?, wie im vorigen Artikel, und trifft es 
sich, dass gewisse Werte aus jener Reihe den ersten Werten in derselben 
Reihe nach irgend welchem gegebenen Modul r congruent sind, z. B. 
= 4 (oder =m), u? = u? (oder = 0) (mod. r), und zu gleicher Zeit die 
nächstfolgenden Werte den zweiten Werten, nämlich A 2 ud u 
(mod. r), so ist auch: 


BD) dt rd ae TED N 
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Dies folgt leicht daraus, dass jede der beiden Reihen 2, t', #',..., ww, w,... 
eine rekurrente Reihe ist; denn da 


nTy_p ern 2er) _ 
m ; m 
ist, so ist auch 
en 


und ähnlich bei den übrigen. Hieraus aber folgt, dass allgemein 
eh AZ y® (mod. r) 
ist, wo A eine beliebige Zahl bezeichnet, und noch allgemeiner, dass, wenn 
„= v (mod. p) ist, auch W =, „9 = 4) (mod. r) ist. 


4. Den in der vorigen Bemerkung geforderten Bedingungen kann aber 
stets genügt werden, es kann nämlich immer ein Index p (für irgend einen 
gegebenen Modul r) gefunden werden, für welchen 

Pf em Peru 
ist. Um dies zu beweisen, bemerken wir: 

Erstens, dass der dritten Bedingung immer genügt werden kann. 
Denn ohne Mühe erkennt man aus den in 1. angegebenen Kriterien, dass 
auch die Gleichung p? — r?Dg? = m? lösbar ist, und wenn man annimmt, 
dass die kleinsten Werte von p, q (ausser m, 0) P, Q seien, so werden sich 
unter den Werten von Z, u offenbar auch = P, u=rß befinden. Daher 
werden P, rQ in den Reihen #, ?,..., u, w,... enthalten sein, und wenn 
P=i®, rd = u” ist, so wird u» == (mod. r) sein. Ansserdem ist 
leicht ersichtlich, dass es zwischen «° und u® kein Glied geben wird, wel- 
ches «° nach dem Modul » congruent ist. 


Zweitens ist klar, dass, wenn hier überdies die drei übrigen Bedin- 
gungen erfüllt sind, wenn nämlich auch „+? zw, mM =, PrVzy 
ist, nurp= gesetzt zu werden braucht. Wenn aber eine oder die andere 
jener Bedingungen nicht stattfindet, so kann man, behaupte ich, sicher 
p=?X setzen. Denn aus der Gleichung [1] und den allgemeinen Formeln 
für 19, «9 im vorhergehenden Artikel folgt: 


9) 1l 1 i 9 9 
I 1 (0 + Du®? ) — (m? u= 2. Du®) 


und daher: 
a) __ 9. Du m? 
as 


welche Grösse eine ganze Zahl ist, da nach Voraussetzung r in u” und 
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ebenso m? in 4D und daher umsomehr m in 2D aufgeht. — Ferner ist 


2 
ud = Mu ® und da 


492 — 4 Du? —- 4m? 


und daher durch m? teilbar ist, so ist auch 2{® teilbar durch m und somit 
u®» teilbar durch r oder 


u = u (mod. r). 
Drittens findet man: 
2Du®ur+» 


KEN 
{ me m ; 


EN 
: 2Du‘ 
und da aus ähnlichem Grunde np eine ganze Zahl ist, so wird: 


at) —y (mod. r). 


Endlich findet man: 


FD, RD 
ut) _ y Am ee 


7 


und da 24*+V durch m und u” durch r teilbar ist, so ist: 
ud y (mod. r). 


Uebrigens wird der Nutzen der letzten beiden Bemerkungen im Fol- 
genden zu Tage treten. 

202. 

Ein specieller Fall des Problems, nämlich die Auflösung der Gleichung 
#? — Du?=1, ist bereits von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts 
behandelt worden. Der scharfsinnige Fermat legte dieses Problem den 
englischen Analysten vor, und Wall#s nennt Brounker als Erfinder der 
Lösung, welche er in seiner Algebra Kapitel 98 und Opera, T. II. p. 418 u. f. 
anführt; Ozanam nennt als solchen Fermat und schliesslich Euler, der 
über sie in den Comm. Petr. VI. p. 175, Comm. nov. XI. p. 28*), Algebra, 
Pars II. p. 226, Opusc. An. I. p. 310 gehandelt hat, den Engländer Pell, 
weshalb jenes Problem von einigen Autoren das Pell’sche genannt worden 
ist. Alle diese Lösungen stimmen im Wesentlichen überein mit derjenigen, 
welche man erhält, wenn man im Artikel 198 diejenige reducierte Form an- 
wendet, in welcher a=1 ist. Dass aber die Operation, die sie vorschreiben, 
notwendig einmal ein Ende hat, oder dass das Problem immer wirklich lös- 


*) In dieser Abhandlung ist der im Artikel 27 dargelegte Algorithmus durch ähn- 
liche Zeichen dargestellt, was wir dort zu bemerken vergessen haben. 
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bar ist, hat vor Lagrange noch Niemand streng*) bewiesen, Melanges 
de Ia Soc. de Turin, T. IV. p. 19 und kürzer in Hist. de l’Ac. de Berlin, 
1767, ». 237. Diese Untersuchung findet sich auch in den schon öfter an- 
geführten Supplementen zu Euler’s Algebra. Uebrigens bietet unsere Me- 
thode (die auf ganz verschiedenen Prinzipien beruht und nicht auf den Fall 
m == 1 beschränkt ist) meistens mehrere Wege dar, um zur Lösung zu ge- 
langen, da wir ja im Artikel 198 von jeder beliebigen andern reducierten 
Form (a, b, —a’) ausgehen können. 


203. 


Aufgabe. Wenn die Formen ®, 9, äquivalent sind, so soll man 
alle Transformationen der einen in die andere darstellen. 


Auflösung. Wenn diese Formen nur auf eine einzige Weise (d. h. ent- 
weder nur eigentlich oder nur uneigentlich) äquivalent sind, so suche man 
nach Artikel 196 eine Transformation der Form g in ®, welche a, ß, y, 
sein möge; offenbar kann es andere als solche, welche mit dieser gleich- 
artig sind, nicht geben. Wenn aber #, ® sowohl eigentlich als uneigentlich 
äquivalent sind, so suche man zwei ungleichartige Transformationen d. h. 
eine eigentliche und eine uneigentliche, etwa «, ß, y, 6 und a’, a 
jede andere Transformation wird entweder mit dieser oder mit jener gleich- 
artig sein. Wenn daher die Form % gleich (a, b, c), ihre Determinante 
gleich D, der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, 2b, c (wie immer 
im Vorhergehenden) gleich m ist und Z, « unbestimmt alle der Gleichung 
£? — Du? = m? genügende Zahlen sind, so werden im ersteren. Falle sämt- 
liche Transformationen der Form & in ® unter I der folgenden Formeln, im 
letzteren entweder unter der ersten I oder unter der zweiten II enthalten 
sein. 


1 1 { 
a [at — (ab + Ye)u], Fe [BZ —(ßb + öc) u] 


I. 
1 Eat \ 
2 [rt +(aa + rb)u), _ m [ö2 +(Ba + 6b) w] 
1 1 7 Ü 1 1 IN 
— [at (Wb+Y Jul, — Bt— (Bb+ Sc)u] 
IL m m 


1 14 I I 1 NZ ı N 
m Irt+ (Wa-+y'b)u), 5 [+ (Bla+ db) u). 


*) Was Wallis a. a. O. S. 427, 428 hierzu angiebt, hat kein Gewicht, Der 
Fehlschuss liegt darin, dass er $. 428 Z. 4 annimmt, dass, wenn eine Grösse p ge- 
geben ist, ganze Zahlen z, a von der Beschaffenheit gefunden werden können, dass 
kleiner ist als p, der Unterschied aber kleiner ist als eine bestimmte Zahl. Dies 
ist jedenfalls richtig, wenn der bestimmte Unterschied eine gegebene Grösse ist, nicht 
aber, wenn er, wie es hier der Fall ist, von a und > abhängt und daher variabel ist. 
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Beispiel. Man will sämtliche Transformationen der Form (129, 92, 65) 
in die Form (42, 59, 81) haben. Dass diese nur uneigentlich äquivalent 
sind, haben wir im Artikel 195 gefunden und im folgenden Artikel haben 
wir die uneigentliche Transformation jener in diese — 47, — 56, 73, 87 
ermittelt. Demnach werden alle Transformationen der Form (129, 92, 65) 
in die Form (42, 59, 81) dargestellt durch die Formel 


— (477 + 421u), — (561 + 5034), 73t-+ 653u, 87 + 780u, 
wo Z, « unbestimmt alle der Gleichung 2? — 794? —=1 genügende Zahlen 
sind. Diese aber werden dargestellt durch die Formeln: 
1 en a, 
5 [80 + 9y79)°+(80 — 979) ] 


AL po=ig y79)’— (80 — 9y79)°], 


2/79 


wo für e alle ganzen nicht negativen Zahlen zu nehmen sind, 


204. 


Es ist ersichtlich, dass die allgemeine sämtliche Transformationen 
darstellende Formel um so einfacher werden wird, je einfacher die 
anfängliche Transformation, aus welcher die Formel abgeleitet wurde, 


ist. Da es nun in unserm Belieben steht, von welcher Transformation wir 
ausgehen, so wird die allgemeine Formel häufig einfacher gemacht werden 
können, wenn wir aus der zuerst gefundenen Formel eine einfachere 
Transformation ableiten, indem wir #, « bestimmte Werte beilegen, und 
dann aus dieser eine andere Formel zusammensetzen. So geht z. B., wenn 
wir in der im vorigen Artikel gefundenen Formel = 80, = —9 setzen, 
eine einfachere Transformation als die, von welcher wir ausgegangen waren, 
hervor, nämlich 29, 47, — 37, — 60, woraus sich die allgemeine Formel 
ergiebt: 295 — 263u, 47 — 424u, — 37t + 337u, — 60 + 543u. Wenn 
also nach den vorhergehenden Regeln eine allgemeine Formel aufgestellt ist, 
so wird man versuchen können, ob man nicht dadurch, dass man {, « be- 
stimmte Werte +, Ew; +”, &w'; ... beilegt, eine einfachere Formel 
erhält als die, aus welcher die Formel abgeleitet war, in welchem Falle 
aus jener Transformation sich eine einfachere Form ableiten lassen wird. 
— Übrigens bleibt bei der Entscheidung über die Einfachheit etwas 
Willkürliches übrig, das wir, wenn es sich der Mühe verlohnte, auf eine 
feste Norm zurückführen sowie auch in der Reihe {, w; !’, w’;... Grenzen 
angeben könnten, über welche hinaus die Transformationen beständig 
weniger einfach werden, so dass man nicht weiter fortzugehen, sondern nur 
innerhalb jener den Versuch anzustellen braucht. Da jedoch nach den 
von uns vorgeschriebenen Regeln die einfachste Transformation in den 
meisten Fällen entweder sofort oder bei Anwendung der Werte +, + w 
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für 4, u sich zu ergeben pflegt, so lassen wir diese Untersuchung der 
Kürze halber weg. 


205. 


Aufgabe. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl M durch 
die gegebene Form ax®-+2bxy-+-cy?, deren positive nichtqua- 
dratische Determinante gleich D ist, zu finden. 

Auflösung. Wir bemerken zunächst, dass die Ermittlung der Darstel- 
lungen durch zu einander nicht prime Werte von x, y hier in genau der- 
selben Weise, wie oben (Artikel 181) für Formen mit negativer Determinante 
auf denjenigen Fall zurückgeführt werden kann, wo die Darstellungen durch 
zu einander prime Werte der Unbestimmten gesucht werden, so dass es 
unnütz sein würde, dies hier zu wiederholen. Für die Möglichkeit der Dar- 
stellungen durch zu einander prime Werte von &, y ist aber erforderlich, dass 
D quadratischer Rest von M sei, und wenn sämtliche Werte des Ausdrucks 
yD (mod. M) lauten: N, — N, N’, —N', NN 2 (die manıyd 
annehmen darf, dass keiner grösser als 4 M ist), so wird jede Darstellung 
der Zahl M durch die gegebene Form zu irgend einem dieser Werte gehören. 
Vor allem werden daher jene Werte ermittelt und sodann die zu den ein- 
zelnen gehörigen Darstellungen abgeleitet werden müssen. Darstellnngen, 
welche zum Werte N gehören, wird es nur geben, wenn die Formen (a, b, c) 
und (m Ra 

p) ) M 
man irgend eine eigentliche Transformation der ersteren in letztere, welche 
a, ß, 7, d sein möge. Dann hat man als die zum Werte N gehörige Dar- 
stellung der Zahl M durch die Form (a, b, c) die folgende: =a, y—Y, 
und alle zu diesem Werte gehörende Darstellungen werden dargestellt durch 
die Formel: 


) eigentlich äquivalent sind; ist dies der Fall, so suche 


1 1 
=, [dt (eb+Y0)u, =, Mr ar yb) u], 


wo m den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2b, e und t, u 
unbestimmt alle der Gleichung ?— Du?—=m? genügenden Zahlen bezeichnen. — 
Übrigens wird diese allgemeine Formel offenbar um so einfacher werden, je 
einfacher die Transformation «, ß, y, d ist, aus der sie abgeleitet wurde; daher 
wird es nicht unnützlich sein, vorher nach dem vorigen Artikel die einfachste 


Transformation der Form (a, b, c) in (m, wo )zu ermitteln und aus 


u 
dieser die Formel abzuleiten. — Auf genau dieselbe Weise lassen sich die 
zu den übrigen Werten — N, N’, — N',... gehörigen Darstellungen (wenn 
es deren giebt) durch allgemeine Formeln angeben. 


Beispiel. Man sucht alle Darstellungen der Zahl 585 durch die Formel 
4222 + 622y + 21y?. Was die Darstellungen durch zu einander nicht prime 
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Werte von &, y anlangt, so ist sofort klar, dass es keine anderen dieser Art 
geben kann als solche, bei denen der grösste gemeinschaftliche Teiler von x, Y 
gleich 3 ist, da 585 nur durch die eine Quadratzahl 9 teilbar ist. Wenn daher 
alle Darstellungen der Zahl — — 65 durch die Form 420’? + 620’ + 21/2, 
in denen &’ zu y’ prim ist, gefunden sind, so werden alle Darstellungen 
der Zahl 585 durch die Form 420? + 6224 + 21y2, in denen x zu y nicht 
prim ist, erhalten werden, wenn man = 3«', y—=3y' setzt. Die Werte 
des Ausdrucks y9 (mod. 65) sind #12, +27. Als Darstellung der Zahl 65, 
welche zum Werte — 12 gehört, findet man: «= 2, y=—1; demnach 
werden alle zu diesem Werte gehörigen Darstellungen von 65 gegeben durch 
die Formel: =2t!—4lu, „=—t+53u, und somit alle hieraus ent- 
stehenden Darstellungen von 585 durch die Formel: x — 6 —_ 123, 
Yy=— 3t+15%. In ähnlicher Weise findet man als allgemeine Formel, 
welche alle zum Werte + 12 gehörigen Darstellungen von 65 ausdrückt, die 
folgende: «= 22?— 19%, yY=—23t+211lw, und als Formel, welche 
sämtliche hieraus entstehende Darstellungen der Zahl 585 umfasst: & — 66t 
—997u, y= — 69t + 633u. Zu den Werten + 27 und — 27 aber gehört 
keine Darstellung der Zahl 65. — Um die Darstellungen der Zahl 585 durch 
zu einander prime Werte von x, y zu finden, muss man zunächst die Werte 


des Ausdrucks yo (mod. 585) ermitteln, welche lauten: +77, +103, + 157, 
+ 248. Man findet, dass zu den Werten #77, +103, + 248 keine Dar- 
stellung gehört; zum Werte — 157 aber gehört die Darstellung «= 3, y=1, 
aus welcher man als allgemeine Formel, welche alle zu diesem Werte 
gehörige Darstellungen ergiebt, die folgende ableitet: x = 31 — 114, 
y=t1+157u. Auf ähnliche Weise findet man als die zu + 157 gehörige 
Darstellung: = 83, y= — 87 und als Formel, in welcher alle ähnlichen 
enthalten sind: x = 831 — 746u, y= — 87t+789u. Man erhält daher vier 
allgemeine Formeln, unter denen sämtliche Darstellungen der Zahl 585 
durch die Form 42x? + 622y + 21y? enthalten sind, nämlich: 


= 6t— 123u, y=— 3t+ 1594 
= 66 — 5Nu, y—= — 691 + 633u 
«= 5t—114u, y= t+ 157 u 
x —= 83 — 746u, y= — 871 + 789u, 


wobei Z, « unbestimmt alle ganzen Zahlen bezeichnen, welche der Gleichung 
2? — 79u2 = 1 genügen. 

Bei speciellen Anwendungen der vorhergehenden Untersuchungen über 
Formen mit positiver nichtquadratischer Determinante halten wir uns der 
Kürze halber nicht auf, da sie jeder in analoger Weise wie in den Ar- 
tikeln 176, 182 ohne Schwierigkeit von selbst wird machen können, und 
wenden uns sogleich zu den allein noch übrig bleibenden Formen mit 
positiver quadratischer Determinante. 
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Von den Formen mit quadratischer Determinante. 


206. 

Aufgabe. Wenn eine Form (a, db, c) mit der quadratischen 
Determinante h?, wo h die positive Wurzel derselben bezeichnet, 
gegeben ist, so soll man eine ihr eigentlich äquivalente Form 
(A, B, C) finden, in welcher A zwischen den Grenzen 0 und 
3% —1 inel. liest, B=% und C—=0 18st. 

Auflösung. I. Da A? = b?— ac ist, so wird (k—b):a=c:— (h+b). 
Diesem Verhältnis sei das Verhältnis 8: gleich, so dass ß prim zu ö ist, 
und man bestimme a, y so, dass & — ßy—=1 ist, was möglich ist. Durch 
die Substitution «a, ß, y, © möge die Form (a, b, c) in (a, b’, c’) übergehen, 
die somit jener eigentlich äquivalent sein wird. Man erhält aber: 


b’—= aaß + b(ad + Pr) + crö 
—= (h—b)aö+ bla + Pr) — (h+b)Pr 
=h(ö— ı)=h 

c'—= aß? + 2bBd + 08? 
—= (h— b)ßö + 208 — (h+b)Bi—0. 


Wenn daher überdies a’ bereits zwischen den Grenzen O und 2% —1 
liegt, so wird die Form (a, b’, c') allen Bedingungen genügen. 


1I. Wenn aber a’ ausserhalb der Grenzen O0 und 2% —1 liegt, so sei 
A der kleinste positive Rest von a’ nach dem Modul 2%, welcher offenbar 
„wischen diesen a liegen wird, und man setze de 2hk. Dann 
wird die Form (@, c') d. i. (a, h, 0) durch die Substitution 1, 0, %, 1 
übergehen in die Eu (A, h, 0), welche den Formen (a, b’, c’) und 
(a, b, c) eigentlich äquivalent ist und allen Bedingungen genügt. — Übrigens 
ist klar, dass die Form (a, db, ce) in die Form (A, %h, 0) übergeht durch 
die Substimmiok: a-+Bßk, ß, Y+ dk, ©. 


Beispiel. Gegeben sei die Form (27, 15, 8), deren Determinante gleich 
9 ist, Hier ist A=3; ferner ist den Verhältnissen — 12:27 =8: — 18 in 
kleinsten Zahlen das Verhältnis 4:—9 gleich. Setzt man also B=4, 
ö= —9, a=—1, y=2, so lautet hier die Form (a', b’, c’) folgender- 
massen: (—1, 3, 0), und diese geht durch die Substitution 1, 0, 1, 1 über 
in die Form (5, 3, 0). Dies ist also die gesuchte Form, und die gegebene 
geht in sie über durch die eigentliche Substitution: 3, 4, — 7, —). 

Derartige Formen (A, B, C), in welchen C=0, B=h ist und 
in denen A zwischen den Grenzen O0 und 2—1 liegt, werden 
wir reducierte Formen nennen; dieselben sind also von den reducierten 
Formen mit negativer Determinante und von denen mit positiver nicht- 
quadratischer Determinante wohl zu unterscheiden. 


Fünfter Absehnitt. [Art. 207. 208] 


207. 
Satz Zwei nichtidentische reducierte Formen @,: A, 0), 
(a’, h, 0) können nicht eigentlich äquivalent sein, 
Beweis. Denn nimmt man an, dass sie eigentlich äquivalent seien, und 
geht die erstere in die letztere durch die eigentliche Substitution Gr Ye 
über, so hat man die vier Gleichungen: 


[1] aa? + 2hay = a’ 
[2] ad +hlaö+Py)=h 
[3] aß? + 2hßö = 0 
[4] © — Py—l. 


Multipliciert man die zweite Gleichung mit ß, die dritte mit « und subtra- 
hiert dann, so wird — h(aö—Py)B=Ph oder wegen [4]: — Bh = ßh, also 
notwendig B=0. Daher folgt aus [4]; da=1 unda=-+1. Somit aus 
[1]: a#2hy=a«'. Diese Gleichung kann aber nur bestehen, wenn Y—=0 
(da nach Voraussetzung a und a’ beide zwischen 0 und 2% liegen) d. h. 
wenn a=a’ ist oder die Formen (a, A, 0) und (a, h, 0) identisch sind, 
was gegen die Voraussetzung verstösst. 

Hiernach lassen sich die folgenden Aufgaben, welche für nichtquadra- 
tische Determinanten bei weitem grössere Schwierigkeit bereiteten, ohne 
Mühe lösen. 

I. Wenn zwei Formen F, F’ mit derselben quadratischen 
Determinante gegeben sind, so sollman ermitteln, ob sie eigent- 
lich äquivalent sind. Man suche zwei reducierte den Formen 2 N ai 
resp. eigentlich äquivalente Formen; sind diese identisch, so sind die gege- 
benen Formen eigentlich äquivalent, im andern Falle dagegen nicht. 


II. Unter denselben Voraussetzungen soll man untersuchen, 
ob die Formen uneigentlich äquivalent sind. Es sei die der einen 
von beiden gegebenen Formen, z. B. der Form F, entgegengesetzte Form G; 
ist diese der Form F” eigentlich äquivalent, so werden F und F’ uneigent- 
lich äquivalent sein, und umgekehrt. 


208. 


Aufgabe. Wenn zwei eigentlich äquivalente Formen YHRRR dp 
mit der Determinante A? gegeben sind, so soll man eine eigent- 
liche Transformation der einen in die andere finden. 

Auflösung. Der Form F’ sei die reducierte Form ® eigentlich äquiva- 
lent, welche somit auch nach Voraussetzung der Form F'’ eigentlich äqui- 
valent sein wird. Man suche nach Artikel 206 eine eigentliche Transfor- 
mation der Form Fin ®, welche «, ß, y, ö sein möge, ebenso eine eigentliche 
Transformation der Form F’ in ®, welche o’, ß‘, y', © sei. Dann wird ® 
in F’ durch die eigentliehe Substitution &, — ß’, —7’,a’ und hiernach F 
in F’ durch die eigentliche Substitution 


Formen mit positiver quadratischer  Determinante. 193 


20 rs Dal as oo 00 
übergehen. 


Es verlohnt der Mühe, für diese Transformation der Form F in 
F' eine andere Formel zu entwickeln, für welche man die reducierte 
Form ® selbst nicht einmal zu kennen braucht. Wir nehmen an, es sei 


a (q, b, c), F= (@, D', ce), = (4, h, 0). 


Da den Verhältnissen A —b:a oder c:—(h+b) in kleinsten Zahlen das 


N a 
Verhältnis 8: gleich ist, so sieht man leicht, dass a „ eine ganze 
0 
i ; 0 ur 
Zahl ist, welche gleich f sei; ebenso ist 6 — < eine ganze Zahl, 
10) 


welche gleich g sei. Man hat aber: 
A = aa? + 2bay + cy? und daher BA = aa:ß + 2baßy + By? 
oder (wenn man ö(h—b) für aß und ßg für c setzt): 
BA = a2öh + b(2By — ad) a + B%r%y 
oder (wegen D=—h— ög): 


BA — 2a (ad — By) + (ad — By)?g = 2ah + 9. 


Ebenso: 
8A = aa? + 2bayd + ey? 

— a2ö?f + b(2ad — By) y — Br? 

= (ad - Y)+HÖ— Y)h=ih-+f. 
Daher: 

wa, ee 

ah 
Setzt man in ganz derselben Weise: 
Rh—b. 0 ee —h—D 


so wird: 


Setzt man diese Werte von a, y, a, y' in die eben angeführte Formel 
für die Transformation der Form F in F'’ ein, so geht sie über in die 
folgende: 

vu Be wor wen 
2 2 el 2 


aus welcher A gänzlich verschwunden ist. 
Gauss. 13 
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Wenn zwei uneigentlich äquivalente Formen F, F’ gegeben sind und 
eine uneigentliche Transformation der einen in die andere gesucht wird, 
so sei die Form @ der Form F' entgegengesetzt und eine eigentliche Trans- 
formation der Form @ in F' die folgende: «, ß, y, 6. Dann ist offenbar 
a, ß, —y, — 5 eine uneigentliche Transformation der Form Fin F". 

Schliesslich ist klar, dass, wenn die gegebenen Formen sowohl eigentlich 
als uneigentlich äquivalent sind, auf diese Weise zwei Transformationen, 
eine eigentliche und eine uneigentliche, gefunden werden können. 


209. 


Es bleibt daher nur noch übrig, zu zeigen, wie aus einer Trans- 
formation alle übrigen gleichartigen abgeleitet werden können. 
Dies hängt aber ab von der Lösung der unbestimmten Gleichung {? — hu? 
— m?, wo m den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2b, c be- 
zeichnet und (a, b, c) die eine der beiden äquivalenten Formen ist. Aber diese 
Gleichung lässt sich stets nur auf zwei Arten lösen, nämlich indem man 
entweder = m, w=0 oder (= — m, u—=0 setzt. Denn nehmen wir an, 
dass es noch eine andere Lösung = T, w = U gebe, so dass U nicht 
47? 4AUM? 

m? m? 


gleich Null ist, so wird, weil »? sicher in 4h? aufgeht, 


4T? 4MU? . ; : 
und sowohl = als auch . eine ganze Quadratzahl sein. Man sieht 


aber ohne Mühe, dass die Zahl 4 nur dann die Differenz zweier ganzer 
Quadratzahlen sein kann, wenn das kleinere Quadrat gleich Null d.h. 
U=0 ist, was mit der Annahme im Widerspruch steht. — Wenn daher 
die Form F' in die Form F’ mittelst der Substitution «, ß, y, übergeht, 
so giebt es ausser der Transformation — a, —ß, —y, — 6 keine mit ihr 
gleichartige Transformation weiter. Wenn daher die beiden Formen ent- 
weder nur eigentlich oder nur uneigentlich äquivalent sind, so giebt es 
nur zwei Transformationen; sind sie aber sowohl eigentlich als auch un- 
eigentlich äquivalent, so giebt es deren vier, nämlich zwei eigentliche und 
zwei uneigentliche, 


210. 


Satz. Wenn zwei reducierte Formen (a, h, 0), (a, h, 0) un- 
eigentlich äquivalent sind, so wird ad=m? (mod. 2mh), wo m 
den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2h oder 
a, 2h bezeichnet, und umgekehrt, wenn a, 2h und «a, 2h den- 
selben grössten gemeinschaftlichen Teiler m haben, und 
aa= m? (mod. 2mh) ist, so sind die Formen (a, A, 0), (a', h, 0) 
uneigentlich äquivalent. 

Beweis. I. Es möge die Form (a, h, 0) in die Form (a, h, 0) durch 
die uneigentliche Substitution «a, ß, y, © übergehen, so dass man die vier 
Gleichungen hat: 


Re 
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[1] aa2 + 2hay = a’ 
[2] aa + hl +Ppy)=h 
[3] aß? + 280 = 0 
[4] — = —1. 


Hieraus folgt, wenn wir [4] mit % multiplieieren und von [2] subtra- 
hieren, was wir kurz durch [2] — h[4] ausdrücken: 


[5] (aa + 2hy) B = 2h. 


Analog folgt aus y8[2] — y?[3] — (@-+ ayß + hyö)[4], nachdem man weg- 
gelassen, was sich hebt: 


[6] — ad —=a+ 2hyd oder — (aa + 2y)d = a; 
endlich aus a[l]: aa (au + 2hy) = aa’ oder: 


(aa + 2)? — aa’ = 2hy(aa + 2hy) 
oder: 
[7] (aa + 2hr)?= aa’ [mod. 2h(aa + 2hr)]. 


Nun folgt aus [5] und [6], dass aa + 27%y in 2% und a und daher auch in 
m, welches der grösste gemeinschaftliche Teiler von a und 2%h ist, aufgeht; 
offenbar aber wird m auch in a@-+2hy aufgehen; daher ist notwendig 
au. + 2hy entweder =-+m oder gleich —m. Daher folgt aus [7] sofort: 
m?=aa' (med. 2mh). 

II. Wenn a, 2%; a’, 2h denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler m 

; i a 2h a aa’ — m? 
haben und überdies aa’ = m? (mod. 2mh) ist, so werden a 2 
ganze Zahlen sein. Man bestätigt aber leicht, dass die Form (a, h, 0) in 
' ' 2 
die Porm (a, h, 0) durch die Substitution — C, — ., mt, & 
geht, und dass diese Transformation eine uneigentliche ist. Daher sind 
jene Formen uneigentlich äquivalent. 

Hiernach kann man auch sogleich beurteilen, ob eine gegebene redu- 
cierte Form sich selbst uneigentlich äquivalent ist. Bezeichnet man nämlich 
den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2h mit m, so muss 
a? = m?(mod. 2mh) sein. 


über- 


211. 


Alle reducierten Formen mit gegebener Determinante 5? werden erhalten, 
wenn man in der unbestimmten Form (A, h, 0) für A alle Zahlen von O 
bis 2% —1 einschliesslich substituiert; deren Anzahl ist somit gleich 2%. 
Offenbar können sämtliche Formen mit der Determinante A? in 
ebenso viele Klassen verteilt werden, und diese werden dieselben Eigen- 
genschaften besitzen, welche wir oben (Artikel 175, 195) für die Klassen der 
Formen mit negativer und mit positiver nichtquadratischer Determinante 
erhalten haben. So werden z. B. alle Formen mit der Determinante 25 in 

13* AR 
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zehn Klassen zerfallen, welche nach den in jeder derselben enthaltenen 
reducierten Formen unterschieden werden können. Diese reducierten Formen 
sind: (0,5,0), (1, 3,0), :@, 50); 18, 5, 0),..@; 5,.0),. (9,,5, 0), welche such 
selbst zugleich uneigentlich äquivalent sind; (3, 5, 0), welcher (7, 5, 0), und 
(4, 5, 0), welcher (6, 5, 0) uneigentlich äquivalent ist. 


212. 


Aufgabe. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl M durch 
eine gegebene Form a@?+2bxy-+ cy? mit der Determinante 72 
zu finden. 

Die Auflösung dieser Aufgabe könnte aus den Prinzipien des Artikels 
168 in genau derselben Weise abgeleitet werden, wie wir dies oben (Ar- 
tikel 180, 181, 205) für Formen mit negativer und mit positiver nicht- 
quadratischer Determinante gezeigt haben; da dies keiner Schwierigkeit 
unterliegt, würde es unnütz sein, dasselbe hier zu wiederholen. Dagegen 
wird es nicht überflüssig sein, die Lösung aus einem andern Prinzip, 
welches dem vorliegenden Falle eigentümlich ist, abzuleiten. 

Setzt man wie in den Artikeln 206, 208: 


h—b:a=c:—(h+b)=ß:6 
Ce — h—b 
(org Se 


so bestätigt man leicht, dass die gegebene Form das Product aus den 
Factoren 6x — ßy und fx —gy ist. Hieraus geht hervor, dass jede Dar- 
stellung der Zahl M durch die gegebene Form eine Zerlegung der Zahl M 
in zwei Factoren giebt. Wenn daher d, d’, d"’,... sämtliche Teiler der 
Zahl M sind (worunter auch 1 und M einzurechnen sind und jeder einzelne 
zweimal, nämlich sowohl positiv als negativ, zu nehmen ist), so werden 
offenbar alle Darstellungen der Zahl M erhalten, wenn man der Reihe 
nach setzt: 


M 
e — y=d, k— 9-7 


s 3 
m y=d, R—- y—T 
u. 8. W., 


die Werte von x und % hieraus entwickelt und diejenigen Darstellungen 
verwirft, in denen x oder % gebrochene Werte erhalten. Offenbar aber folgt 
aus den beiden ersten Gleichungen: 


BUT -00. ik 
eine IR ine 
und dass diese Werte immer bestimmt sind, geht daraus hervor, dass 


Bßf— 89 = 2 und daher der Nenner sicher nicht gleich Null ist. — Übrigens 
hätten aus demselben Prinzipe, nämlich dass sich jede Form mit quadra- 
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tischer Determinante in zwei Factoren, zerlegen lässt, auch die übrigen 
Probleme gelöst werden können; doch wollten wir uns auch hier lieber 
einer analogen Methode bedienen, wie diejenige ist, welche wir oben für die 
Formen mit nichtquadratischer Determinante angegeben haben. 

Beispiel. Gesucht werden sämtliche Darstellungen der Zahl 12 durch 
die Form 3x? + Aay— 7y?. Diese zerfällt in die Factoren x — y und 32 + 7y. 
Sämtliche Teiler der Zahl 12 sind #1, 2, 3, 4, 6,12. Setzt man »  y= LK; 


19 - 
32 + 7y= 12, so folgt & 710» mo welche Werte, weil gebrochen, zu 


verwerfen sind. Ebenso erhält man aus den Teilen — 1,43, #4,+6, + 12 
unbrauchbare Werte. Aus dem Teiler +2 aber erhält man die Werte 
x2—=2, y=0, und aus dem Teiler — 2 die folgenden = — 2, y=!). 
Ausser diesen beiden Darstellungen giebt es daher keine weiter. 


Diese Methode lässt sich nicht anwenden, wenn M=0 ist. Denn 
offenbar müssen in diesem Falle sämtliche Werte von &, y entweder der 
Gleichung ö&x — By = 0 oder der Gleichung fx — gx — 0 genügen. Sämtliche 
Lösungen der ersten Gleichung aber sind enthalten in der Formel «= ße, 
y=dz, wenn 2 unbestimmt irgend eine ganze Zahl bezeichnet (wofern, wie 
vorausgesetzt wird, ß, ö prim zu einander sind), und ebenso werden, wenn 
man den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen f und g gleich 
m setzt, sämtliche Lösungen der letzteren Gleichung dargestellt durch -die 


» 


Formel = »9y -#. Daher umfassen diese beiden allgemeinen Formeln 
sämtliche Darstellungen der Zahl M in diesem Falle. 


Im Vorhergehenden haben wir Alles, was auf die Erkennung der 
Äquivalenz und auf die Auffindung sämtlicher Transformationen der Formen 
sowie auf die Ermittlung sämtlicher Darstellungen gegebener Zahlen durch 
gegebene Formen Bezug hat, in einer Weise auseinandergesetzt, dass nichts 
weiter zu wünschen sein dürfte. Es bleibt daher nur noch übrig, zu zeigen, 
wie man, wenn zwei Formen gegeben sind, welche wegen der Ungleichheit 
ihrer Determinanten nicht äquivalent sein können, entscheiden kann, ob 
nicht die eine unter der andern enthalten ist, und wenn dies der Fall ist, 
wie man sämtliche Transformationen jener in diese finden kann. 


Formen, welche unter andern enthalten und trotzdem diesen 
nicht äquivalent sind. 


213. 

Wir haben oben in den Artikeln 157, 158 gezeigt, dass, wenn die 
Form f mit der Determinante D die Form F mit der Determinante E 
enthält und in dieselbe durch die Substitution a, ß, % ö übergeht, 
E= (ad — ßy)?D ist; dass ferner, wenn ad — Pyr—= +1 ist, die Form f die 
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Form F nicht nur enthält, sondern ihr auch äquivalent ist und dass dem- 
zufolge, wenn f die Form F zwar enthält, ihr aber nicht äquivalent ist, 
1 

der Quotient s eine die Einheit übersteigende ganze Zahl ist. Es wird 
daher hier die Aufgabe zu lösen sein, zu entscheiden, ob eine gegebene 
Form f mit der Determinante D eine gegebene Form F mit der 
Determinante De? enthält, wobei angenommen wird, dass e eine positive 
ganze Zahl grösser als 1 ist. Diese Aufgabe erledigen wir in der Weise, 
dass wir zeigen, wie man die endliche Anzahl der unter f enthaltenen 
Formen von der Beschaffenheit bestimmen kann, dass, wenn die Form F 
unter f enthalten ist, sie notwendig irgend einer von jenen äquivalent 
sein muss. 

I. Wir nehmen an, dass sämtliche (positive) Teiler der Zahl e (ein- 
schliesslich 1 und e) seien: m, m’, m”, ... und dass e= mn = m'n — BREME aan 
sei. Der Kürze wegen bezeichnen wir die Form, in welche f durch die 
eigentliche Substitution m, 0, 0, n übergeht, mit (m; 0), die Form, in 
welche f durch die eigentliche Substitution m, 1, 0, n übergeht, mit 
(m; 1) u. s. w. und allgemein die Form, in welche f durch die eigentliche 
Substitution m, %, 0, n übergeht, mit (m; k). In analoger Weise möge f 
durch die eigentliche Substitution m’, 0, 0, n’ in (m’; 0), durch m’, 1, 0, n’ 
in (m’; 1), u. s. w., durch m”, 0, 0, »” in (m”; 0) u. s. w. u.s. w. übergehen. 
Alle diese Formen sind unter f eigentlich enthalten, und die Determinante 
einer jeden ist gleich De? Den Complex aller Formen (m; 0), (m; 1), 
(m; 2),...., (m; m— 1); (m’; 0), (m’; l), ..., (m; m; — 1); (m";0),...., 
deren Anzahl gleich m + m’ + m"... ist, und die, wie man leicht sieht, 
alle von einander verschieden sind, bezeichnen wir mit Q. 

Wenn z. B. f die folgende Form: (2,5, 7) und e=5 ist, so wird & die 
folgenden sechs Formen umfassen: 050),.650)051),0; 2), (053), 8; 9), 
und diese lauten entwickelt: (2, 25, 175), (50, 25, 7), (50, 85, 19), (50, 45, 35), 
(90, 55, 55), (50, 65, 79). 

I. Ich behaupte nun, dass, wenn die Form F mit der Determinante De? 
unter f eigentlich enthalten ist, dieselbe notwendig irgend einer der Formen & 
eigentlich äquivalent ist. Denn nehmen wir an, dass die Form f in F über- 
gehe durch die eigentliche Substitution PB 79, soist ö—ßy—=e Es 
sei ferner der grösste gemeinschaftliche positiv genommene Teiler der 


Zahlen x, (welche nicht beide gleich 0 sein können) gleich » und Th 
D 


welches offenbar eine ganze Zahl ist. Man nehme 9, h so an, dass yy-+öh—=n 
ist, und endlich sei % der kleinste positive Rest der Zahl ag + ßh nach dem 
Modul m. Dann wird die Form (m; k), welche offenbar unter den Formen ® 
enthalten ist, der Form F eigentlich äquivalent sein und zwar wird sie in 
dieselbe übergehen durch die eigentliche Substitution: 

1,9 +Pfh—k 


N m an 


8, g +Bh—k 
N Mm . 
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Denn zunächst ist klar, dass diese vier Zahlen ganze Zahlen sind; 
sodann bestätigt man leicht, dass die Substitution eine eigentliche ist; 
endlich ist offenbar die Form, in welche (m; %) durch jene Substitution 
übergeht, dieselbe wie die, in welche f*) übergeht durch die Substitution: 


\ h—k k 6 h—k cö 
(1 un, - -h) En m(- ar °-9)+7 


ar [) 
N m 7) m N 10 


oder, da mm=e=aö—fy und daher By mn=ad, d —mn—=Py Ist, 
durch die folgende: 


1 1 
N (arg San aöh), N (Brg + Böh), Y ö, 


oder schliesslich, da yg + &h = n ist, durch die folgende a, ß, y, ©, d.h. nach 
Voraussetzung in F. Demnach sind (m; %) und F eigentlich äquivalent. 

Hiernach lässt sich also immer entscheiden, ob irgend eine gegebene 
Form f mit der Determinante D die Form F mit der Determinante De? 
eigentlich enthält. Fragt man aber, ob f die Form F' uneigentlich enthält, 
so braucht man nur zu untersuchen, ob die zu F entgegengesetzte Form 
unter f eigentlich enthalten ist (Artikel 159). 


214. 


Aufgabe. Wenn zwei Formen, f mit der Determinante D und 
F mit der Determinante De?, gegeben sind, von denen die erstere 
die letztere eigentlich enthält, so soll man alle eigentlichen 
Transformationen der Form fin F darstellen. 

Auflösung. Bezeichnet @ denselben Formencomplex wie im vorigen 
Artikel, so suche man aus diesem Complex alle Formen heraus, welchen 
F eigentlich äquivalent ist; dieselben seien ®, Dd/, ©", ... Jede dieser 
Formen giebt in folgender Weise eigentliche Transformationen der Form f 
in F und zwar jede einzelne wieder andere, alle zusammen aber sämtliche 
(d. h. es giebt keine eigentliche Transformation der Form f in F, welche 
nicht von einer der Formen ®, ®', ... geliefert würde). Da das Verfahren 
für alle Formen ®, ®, ... dasselbe ist, so sprechen wir nur von einer 
derselben. 

Wir nehmen an, dass ®=(M; K) und e=MN sei, so dass f in ® 
durch die eigentliche Substitution M, K, 0, N übergeht. Ferner bezeichnen 
wir sämtliche eigentlichen Transformationen der Form ® in F unbestimmt 
mit a, b, c, d. Dann wird f in ® offenbar durch die eigentliche Substitution 
Ma+Kc, Mb-+Kd, Ne, Nd übergehen, und auf diese Weise wird aus 
jeder eigentlichen Transformation der Form ® in F eine eigentliche Trans- 
formation der Form f in F hervorgehen. — In derselben Weise sind die 


*) Die nämlich durch die Substitution (m, k, 0, n) in (m; k) übergeht. Vgl. 
Artikel 159. 
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übrigen Formen ®', ®", ... zu behandeln, deren einzelne eigentliche 
Transformationen in F eine eigentliche Transformation der Form Ta. 
liefern. 

Damit klar werde, dass diese Auflösung in jeder Beziehung vollständig 
ist, ist zu zeigen: 

I. Dass auf diese Weise alle möglichen eigentlichen Trans- 
formationen der Form fin F erhalten werden. Es Bei a, DB. 4.2 
irgend eine eigentliche Transformation der Form fin F und wie in II des 
vorigen Artikels » der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen y, ö; die 
Zahlen m, 9, h, k aber seien auf dieselbe Weise wie dort bestimmt. Dann 
wird (m; %) sich unter den Formen ®, ®, ... befinden und 


Y.9+ßh—k 6° g+-ßh—k ER 
N Mm N m 


ö 
2 


T 
” N 


p) 


irgend eine der eigentlichen Transformationen dieser Form in F' sein; aus 
dieser aber erhält man nach der eben angegebenen Regel die Transformation 
a, ß, 7, ö. Dies Alles ist im vorigen Artikel bewiesen. 

Il. Dass alle auf diese Weise sich ergebenden Trans- 
formationen verschieden sind, oder dass keine zweimal erhalten 
wird. Man erkennt zwar ohne Mühe, dass mehrere verschiedene Trans- 
formationen derselben Form ® ode ®’ us win F nicht dieselbe 
Transformation der Form f in F hervorbringen können; dass aber auch 
nicht verschiedene Formen, etwa ® und ®’, dieselbe Transformation liefern 
können, wird so bewiesen. Wir nehmen an, dass die eigentliche Trans- 
formation «a, ß, y, ö der Form fin F sowohl aus der eigentlichen Trans- 
formation a, b, c, d derForm ® in F als auch aus der eigentlichen Trans- 
formation a’, b’, c’, d’ der Form ® in F erhalten werde. Ferner sei ® — 
(M; K, ®=(M';K');e=MN—=M'N'. Dann hat man die Gleichungen: 


[1] a=Ma+Ke=Meoa+Ke 
[2] B=M+K=MbıKVv 
[3] y=Nt = N 

[4] ö=MNd — NND 

[5] »— bay —be=ı, 


Aus a[4]—b[3] folgt mit Hülfe der Gleichung [5]: N= N’ (av — be’), 
daher geht N’ in N auf; analog folgt aus [4] —b’[3]: Nad—bo=N, 
mithin geht N in N’ auf; folglich ist, weil sowohl N als N’ als positiv 
vorausgesetzt werden, notwendig N—= N’ und M—=M' und hiernach zufolge 
[3] und [4]: c=c,d—=%. Ferner folgt aus a 2] —bf1]: 


K=M' (ab — ba’) + K' (ad — be) = M(ab’— ba’) + K', 


somit X=K’ (mod. M), und dies ist nur möglich, wenn XK= K’ ist, da 
sowohl Kals K’ zwischen den Grenzen 0 und M—1 liegt. Demnach sind 
die Formen im Widerspruch mit der V oraussetzung nicht verschieden. 
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Übrigens ist klar, dass, wenn D negativ oder positiv quadratisch ist, 
nach dieser Methode alle eigentlichen Transformationen der Form f in F 
wirklich gefunden werden können; wenn aber D eine positive nichtquadra- 
tische Zahl ist, so werden gewisse allgemeine Formeln angegeben werden 
können, in welchen alle eigentlichen Transformationen (deren Anzahl unend- 
lich gross ist) enthalten sind. 

Schliesslich werden, wenn die Form F uneigentlich unter der Form f 
enthalten ist, alle uneigentlichen Transformationen jener in diese nach der 
angegebenen Methode leicht dargestellt werden können. Wenn nämlich 
a, ß, y, 6 unbestimmt alle eigentlichen Transformationen der Form f in die 
Form, welche der Form F' entgegengesetzt ist, bezeichnen, so werden sämt- 
liche uneigentlichen Transformationen der Form f in F dargestellt durch 
%, a on ö. 

Beispiel. Man will alle Transformationen der Form (2,5, 7) in (275, 0,— 1), 
welche sowohl eigentlich als uneigentlich unter jener enthalten ist, haben. 
Den Complex der Formen @ für diesen Fall haben wir schon im vorigen 
Artikel angegeben; eine genaue Untersuchung ergiebt, dass sowohl (5; 1) 
als auch (5; 4) der Form (275, 0, — 1) eigentlich äquivalent sind. Nach 
der oben entwickelten Theorie findet man, dass sämtliche eigentlichen 
Transformationen der Form (5; 1) d. i. (50, 35, 19) in (275, 0, — 1) unter 
der allgemeinen Formel enthalten sind: 


162 — 2754, —t + 160, — 156 + 275u, t-— 15u, 
wo t, u unbestimmt alle ganzen der Gleichung #? — 275 u? —= 1 genügenden 
Zahlen bezeichnen. Daher werden sämtliche hieraus sich ergebende eigent- 
liche Transformationen der Form (2, 5, 7) in die Form (275, 0,— 1) ent- 
halten sein unter der allgemeinen Formel: 

655 — 1100u, — 4 + 65u, — 158 + 275 u, t— 1du. 

In analoger Weise sind sämtliche eigentlichen Transformationen der 
Form (5; 4) d. h. der Form (50, 65, 79) in die Form (275, 0,—1) ent- 
halten in der allgemeinen Formel: 

141 + 2754, t+ 14u, — 151 — 275u, — t— 1du, 
und daher alle eigentlichen Transformationen der Form (2, 5, 7) in die 
Form (275, 0, — 1), welche daraus entstehen, unter der folgenden: 

105 + 2754, + 10u, — 15 — 275 u, — t— 15u. 


Diese beiden Formeln umfassen also alle gesuchten eigentlichen Transfor- 
mationen.“) — In derselben Weise aber findet man, dass sämtliche uneigent- 


*) Kürzer werden alle eigentlichen Transformationen dargestellt durch die Formel: 
10: + 55u, t+2u, — 15t— 55u, —t— Bu, 


wo , u unbestimmt alle der Gleichung #?— 11u’—=1 genügende ganze Zahlen be- 
zeichnen, 
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lichen Transformationen der Form (2, 5, 7) in die Form (275, 0, — 1) unter 
den folgenden beiden Formeln enthalten sind: 


' 652 — 1100u, 44 — 65u, — 151 + 2754, — + 15u, 
AT, 10: + 275u, —t — 10u, — 15t— 275u, t-+ 15u, 


Formen mit der Determinante 0. 


215. 

Bisher haben wir Formen mit der Determinante 0 aus allen Unter- 
suchungen ausgeschlossen; wir müssen daher, damit unsere Theorie in jeder 
Beziehung vollständig werde, über diese noch Einiges hinzufügen. Da all- 
gemein bewiesen ist, dass, wenn irgend eine Form mit der Determinante D 
eine Form mit der Determinante D’ enthält, D’ ein Vielfaches von D ist, 
so ist sogleich klar, dass eine Form, deren Determinante gleich O ist, eine 
andere Form, als eine solche, deren Determinante ebenfalls gleich O ist, 
nicht enthalten kann. Daher bleiben nur zwei Aufgaben zu lösen, näm- 
lieh: 1. Wenn zwei Formen f, F, deren letztere die Determinante 
0 hat, gegeben sind, so soll man entscheiden, ob die erstere die 
letztere enthält oder nicht, undinjenem Falle sämtliche Trans- 
formationen jener in diese darstellen. 2. Man soll alle Darstel- 
lungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form mit 
der Determinante O finden. Die erste Aufgabe erfordert ein anderes 
Verfahren, wenn die Determinante der ersteren Form f ebenfalls O ist, als 
wenn sie nicht gleich 0 ist. Dies alles werden wir jetzt auseinandersetzen, 

I. Vor allem bemerken wir, dass jede Form aw? + 2bxy + cy?, deren 
Determinante db? — ac= 0 ist, in der Form m(g& + hy)? dargestellt werden 
kann, wo g und h zu einander prime Zahlen sind und m eine ganze Zahl be- 
zeichnet. Ist nämlich m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
a, c und zwar mit demselben Zeichen genommen, welches diese Zahlen 
selbst haben (dass diese Zahlen keine entgegengesetzten Zeichen haben 


$ ; ; ne a c : : 
können, ist leicht ersichtlich), so werden m gauze zu einander prime 


D} 


4 


> s i a i 2 
nicht negative Zahlen und ihr Product gleich BE d.h. ein Quadrat und sie 


selbst somit Quadrate sein (Artikel 21). Ist a = h?, so sind auch 


b L 
g und % zu einander prim, ferner ist g®h? 2 79; Hieraus 


geht hervor, dass 


m(g2 + hy)? = ax? + 2bxy + ey? 
ist. 
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Es seien nun zwei Formen f, F, beide mit der Determinante 0, gegeben, 
und zwar sei: 
f=m(ge +Iy), F=M(GX-+ HY) 


so dass g zu h und @G zu H prim ist. Dann behaupte ich, dass, wenn die 
Form f die Form F enthält, m entweder gleich M ist oder wenigstens in 
M aufgeht und dass der Quotient eine Quadratzahl ist, und umgekehrt, 


/ 


© R ; N 5 
dass, wenn 7, elne ganze Quadratzahl ist, F unter f enthalten ist. Nimmt 
man nämlich an, dass f durch die Substitution 

g=aX+PßY, y=YX+0°97 


in F' übergehe, so wird: 


M 
en; (GX + HY)? = [(ag + YI)X + (Bg + $h)Y]?, 


/ 


M } 5 
woraus leicht folgt, dass Er ein Quadrat ist. Setzt man dasselbe gleich e?, 
so wird: 
e(GX + HY)==#[(ag + yh) X + (Bg + 6h)Y], d. i. 
ZeG=ag+yh, FZeH=ßg -+ öh. 


Wenn daher ©, 5 so bestimmt werden, dass ©G + SH= -+-1 ist, so hat man: 


20— Oleg u yh) + H(ßg + $h) = einer ganzen Zahl. 


MM. R 
Wenn aber umgekehrt angenommen wird, dass 7, eine ganze Quadrat- 


zahl und gleich e? sei, so wird die Form f die Form F enthalten. Es 
werden nämlich ganze Zahlen o, ß, y, © so bestimmt werden können, dass 


ga+-y=HeG Bgd+öh—=HeH 


ist. Denn nimmt man ganze Zahlen g, bh so an, dass gg + bh =1 ist, so 
wird man jenen Gleichungen genügen, wenn man setzt: 


a=te@g+he, =Te@h — 98, 
B=teHg +he, 6=+teHh— gu, 


welche ganzzahligen Werte man auch 2 und 2’ beilegen möge. Daher 
wird F in f enthalten sein. Zugleich erkennt man ohne Schwierigkeit, dass 
diese Formeln alle Werte, welche «a, ß, y, 6 erhalten können, d.h. alle Trans- 
formationen der Form f in F darstellen, wofern nur angenommen wird, 
dass z, 2’ unbestimmt alle ganzen Zahlen darstellen. 

II. Wenn zwei Formen f= ax? + 2bxy + cy?, deren Determinante nicht 
gleich O ist, und = M(GX-- HY)?, deren Determinante gleich O ist, 
gegeben sind, so behaupte ich erstens, dass, wenn f die Form F' enthält, 
die Zahl M durch die Form f dargestellt werden kann; zweitens, dass, 
wenn M durch / dargestellt werden kann, F’ unter f enthalten ist; drittens, 
dass, wenn in diesem Falle alle Darstellungen der Zahl M durch die Form f 
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unbestimmt durch 2=E, y=» dargestellt werden, alle Transformationen 
der Form f in F' sich in der Form G£, HE, Gv, Ho darstellen. Dies alles 
beweisen wir folgendermassen. 

1. Nehmen wir an, dass f in F' durch die Substitution «, ß, y, ö über- 
gehe, und bestimmen wir die Zahlen ©, 5 derart, dass GG + SH =1 ist, 
so wird offenbar, wenn 2= a +B9, y=YG-+- 99 gesetzt wird, der Wert 
der Form f gleich M werden und daher M durch die Form f darstellbar sein. 

2. Nimmt man an, dass a&? + 2biv+ wo ?=M sei, so geht offenbar 
durch die Substitution G&, HE, Gv, Hv die Form fin F über. Dass aber 

3. in diesem Falle die Substitution G£, H&, Gv, Ho alle Trans- 
formationen der Form f in F giebt, wenn man annimmt, dass £, v alle 
Werte von x, y darstellen, welche {= M machen, erkennt man so: Ist 
a, ß, y, © irgend eine Transformation der Form f in F und wie vorher 
®@ + SH=1, so werden sich unter den Werten von &, y auch die folgenden 
befinden: 

= a6 + BI, y=Yd +59, 


und aus diesen erhält man die Substitution: 


(a8 +9), HG +BH), G4® +89), HA -+ 89), 
oder: 
a+S9(ß@—aH), B+G(aH— BG) 
Y+9(@—yH), $+6(H— 8@). 
Da aber 


a(aX + BY) + 2(laX +HEY)YX+H5Y)+ceYX + 6Y)? = M(GX-+ HY) 
ist, so wird: 

a(aö — By) = M(8G — yH)? 

c(ßy — 8)? = M(ßG — aH)2, 


und daher (da die Determinante der Form / mit («ö — ßy)? multipliciert 
gleich der Determinante der Form F, d. h. gleich 0 und somit auch 
a — By = ist): 

6@—yH=0, ßB@—aH—0. 


Demnach geht jene Substitution über in «a, ß, y, 6, woraus hervorgeht, 
dass die angegebene Formel alle Transformationen der Form f in F liefert. 

III. Es bleibt uns noch zu zeigen übrig, wie man alle Darstellungen 
einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form mit der Determinante O 
angeben kann. Ist m(g®« + hy)? die gegebene Form, so erhellt sogleich, 
dass jene Zahl durch m teilbar und der Quotient ein Quadrat sein muss. 
Wird daher die gegebene Zahl gleich me? gesetzt, so ist ersichtlich, dass 
für diejenigen Werte von x, %, für welche m(g® + hy)? = me? wird, auch 
9% + hy entweder gleich +e oder gleich —e wird. Daher erhält man 
alle Darstellungen, wenn man alle Lösungen der linearen Gleichungen 
ge+hy=e und gge+hy=—e in ganzen Zahlen gefunden hat. Dass 
aber diese lösbar sind, ist bekannt (wenn nämlich, wie vorausgesetzt wird, 
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g und h zu einander prim sind). Wenn nämlich q, h so bestimmt werden, 
dass gg +hbh= 1 ist, so wird der ersteren Gleichung genügt werden, wenn 
man setzt: 2 — ge + be, y= he — gz, ‘der letzteren aber, wenn man setzt: 
2 —=—ge-+he, y=— he — 92, wo 2 irgend eine ganze Zahl bezeichnet. 
Zu gleicher Zeit aber werden diese Formeln alle ganzzahligen Werte von 
%, 9 ergeben, wenn man annimmt, dass z unbestimmt jede ganze Zahl 
bezeichnet. 


Allgemeine Auflösung aller unbestimmten Gleichungen 
zweiten Grades mit zwei Unbekannten durch ganze Zahlen. 


216. 


Als Schluss dieser Untersuchungen fügen wir hinzu die 
Aufgabe: Alle Lösungen der allgemeinen“) unbestimmten 
Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten 


ax? + 2bzy + cy? + 2de + 2ey + f=0 


(wo a, b, c, ... beliebige gegebene ganze Zahlen sind) durch 
ganze Zahlen zu finden. 
Auflösung. Wir führen an Stelle der Unbekannten x, % andere ein: 


»—=(b— a)c +be—cd, q=(b? — ac)y + bd— ae, 


welche offenbar stets ganze Zahlen sein werden, wenn « und y ganze 
Zahlen sind. Dadurch erhält man die Gleichung: 


ap? + 2bpq + cq? + f(b? — ac)? + (b? — ac) (ae? — 2bde + cd?) = 0, 
oder, wenn wir der Kürze wegen die Zahl 


f (b?2 — ac)? + (b? — ac) (ae? — 2bde + cd?)—= — M 
setzen: 
ap? + 2bpq + cf? =M. 


Nun haben wir im Vorhergehenden gezeigt, wie man sämtliche 
Lösungen dieser Gleichung, d. h. sämtliche Darstellungen der Zahl M 
durch die Form (a, b, c), finden kann. Wenn aber aus den einzelnen 
Wertepaaren von 9, a die entsprechenden Werte von x, y mit Hülfe 
der Gleichungen 

p-+cd— be q+t ae — bd 
ge > er 


bestimmt werden, so sieht man leicht, dass alle diese Werte der gegebenen 
Gleichung genügen, und dass es keine ganzzahligen Werte von &, y giebt, 


”) Wenn eine Gleichung gegeben wäre, in welcher der zweite, vierte oder 
fünfte Coefficient nicht gerade wäre, würde sie durch Multiplikation mit 2 die hier 
vorausgesetzte Form erhalten. 
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welche nicht auf diese Weise erhalten würden. Wenn wir daher aus allen 
so entstehenden Werten von x, „9 die gebrochenen Werte weglassen, s0 
werden alle gesuchten Lösungen übrig bleiben. 

Hinsichtlich dieser Lösung sind folgende Bemerkungen 
zu machen. 

1. Wenn sich entweder die Zahl M nicht durch die Form (a, b, c) 
darstellen lässt, oder aus keiner Darstellung sich ganzzahlige Werte von 
%, y ergeben, so lässt sich die Gleichung in keiner Weise durch ganze 
Zahlen lösen. 

2. Wenn die Determinante der Form (a, b, c) d. h. die Zahl b? — ac 
negativ oder positiv und quadratisch und zugleich M nicht gleich 0 
ist, so wird die Anzahl der Darstellungen der Zahl M durch die Form 
(a, b, c) eine endliche und somit auch die Anzahl aller Lösungen der ge- 
gebenen Gleichung (wenn es deren überhaupt giebt) eine endliche sein. 

3. Wenn b?—.ac eine positive nichtquadratische oder eine quadratische 
Zahl und gleichzeitig M= 0 ist, so wird die Zahl M, wenn überhaupt auf 
eine Weise, auf unendlich viele verschiedene Weisen durch die Form 
(a, b, c) dargestellt werden können; da es aber unmöglich ist, alle diese 
Darstellungen selbst zu finden und zu versuchen, ob sie ganzzahlige Werte 
von &, 9„ liefern oder gebrochene, so ist es notwendig, eine Regel an- 
zugeben, durch welche wir, falls etwa gar keine Darstellung ganzzahlige 
Werte von x, % liefert, über diesen Punkt Gewissheit erhalten können (denn 
wir würden, wie viele Darstellungen wir auch in diesem Falle untersucht 
haben würden, doch niemals ohne eine solche Regel zur Gewissheit kommen); 
wenn aber einige Darstellungen ganzzahlige, andere gebrochene Werte von 
x, y ergeben, so wird zu zeigen sein, wie man diese von jenen von vorn- 
herein allgemein unterscheiden kann. 

4, Ist % — ac=0, so können die Werte von x, y durch die vorher 
angegebenen Formeln überhaupt nicht bestimmt werden; daher muss man 
für diesen Fall ein besonderes Verfahren ermitteln. 


ZT. 


Für den Fall, wo b5?—.ac eine positive nichtquadratische Zahl 
ist, haben wir oben gezeigt, dass sämtliche Darstellungen der Zahl M durch 
die Form ap? + 2bpqg + cq? (wenn es deren überhaupt giebt) durch eine 
oder mehrere solche Formeln wie 


a 
— (0) 
De, (At + Bu), 


bestimmt werden können, wobei U, B, &, D gegebene ganze Zahlen, m den 
grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2b, c, endlich i, « unbe- 
stimmt alle der Gleichung #? — (b? — ac) u? = m? genügenden ganze Zahlen 
bezeichnen. Da sämtliche Werte von f# «# sowohl positiv wie negativ an- 
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genommen werden können, so können wir für jede einzelne jener Formeln 
vier andere substituieren: 


MD 1 au +Bu), q9= 2 (& -+Du) 


mM mM 


P—= = — Bu), 94= 2 ke — Du) 


M 


1 1 
p—= „a + Bu), der m C &+ Du) 


1 1 
Deren AU —+-Bu), 9=— = (& +Du), 


so dass die Anzahl aller Formeln jetzt viermal so gross ist als vorher, ' 
{ und « aber nicht mehr alle der Gleichung #2? — (b?— ac)u? = m? ge- 
nügenden Zahlen, sondern nur die positiven Zahlen dieser Art ausdrücken. 
Jede dieser Formen muss daher für sich betrachtet und untersucht werden, 
welche Werte von t, u ganzzahlige Werte von x, y liefern. 

Aus den Ausdrücken 


1 1 
1] =, dir Bu), =, (Ct + Du) 
ergeben sich folgende Werte von x, y: 
At + Bu + med — mbe _ &i+ Du + mae — mbd 
En m (b? — ac) ey m(b? — ac) 


Oben haben wir aber gezeigt, dass alle (positiven) Werte von Z eine 
rekurrente Reihe {°, 7, #',... und ebenso auch die entsprechenden Werte 
von % eine rekurrente Reihe °, w, w", .... bilden; dass ferner eine Zahl p 
von solcher Beschaffenheit angegeben werden kann, dass nach irgend einem 
gegebenen Modul 


a een I, en eu us 


Se) 
wird. Als diesen Modul nehmen wir die Zahl m(b?— ac) und bezeichnen 
der Kürze wegen die Werte von x, y, welche entstehen, wenn man ?=1), 
u= u” setzt, und denen wir den Index O beilegen, mit x°, y°; ebenso die- 
jenigen, welche entstehen, wenn man {=t', uv=w setzt, mit «', y’, denen 
wir den Index 1 beilegen, u.s.w. Dann sieht man ohne Mühe, dass, wenn 
a”, y'» ganze Zahlen sind und p richtig bestimmt ist, auch at, „ro 
ebenso «"+29, „*+2P und allgemein «+9, „*+9 ganze Zahlen sein 
werden, dass dagegen, wenn x® oder ym gebrochen ist, auch „+ oder 
yet) eine gebrochene Zahl ist. Hieraus folgert man leicht, dass, wenn die 
Werte von x, y, denen die Indices 0, 1, 2,..., p—1 zukommen, entwickelt werden 
und für jeden dieser Indices weder x noch y eine ganze Zahl ist, es überhaupt 
keinen Index giebt, für welchen sowohl x als auch y ganze Werte annehmen, 
in welchem Falle aus der Formel [1] ganze Werte von x, y nicht abgeleitet 
werden können. Wenn es aber unter jenen Indices irgend welche giebt, 
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etwa u, w,”,..., denen ganze Werte von z, y entsprechen, so werden sämt- 
liche ganzen Werte von x, y, die sich nämlich aus der Formel [1] ableiten 
lassen, diejenigen sein, deren Indices unter irgend einer der Formen p.-+ ko, 
pe + kp, e"+Kp, ... enthalten sind, wobei % unbestimmt alle ganzen 
positiven Zahlen, auch die Null mit eingeschlossen, bezeichnet. 

Die übrigen Formeln, unter welchen die Werte von p, g enthalten sind, 
sind in ganz derselben Weise zu behandeln. Wenn der Fall einträte, dass 
aus keiner von allen diesen Formeln ganze Werte von x, y erhalten würden, 
so würde die gegebene Gleichung überhaupt nicht in ganzen Zahlen gelöst 
werden können; so oft sie aber wirklich lösbar ist, können die sämtlichen 
ganzzahligen Lösungen nach den im Vorstehenden angegebenen Regeln 
dargestellt werden. 

218. 

Ist 52 — ac eine Quadratzahl und M—=(, so sind sämtliche Werte 
von 9, q enthalten unter zwei Formeln von der Art wie p= Wr, q=B:; 
p=Ue, q=B'z, wo 2 unbestimmt jede ganze Zahl bezeichnet, A, B, W, B’ 
aber gegebene ganze Zahlen sind, deren erste mit der zweiten, deren dritte 
mit der vierten keinen gemeinschaftlichen Teiler hat (Artikel 212). Alle 
aus der ersten Formel entstehenden ganzzahligen Werte von x, y sind daher 
unter der Formel enthalten: 


a Ya-+ cd — be _. Be-+ae—bd 


[1] alas De 9 DB—ac ’ 


und alle übrigen aus der zweiten Formel entspringenden unter der folgenden: 


„Meta Bora id 
[2] Sn Dede ng b? — ac ; 


Da aber jede der beiden Formeln auch gebrochene Werte liefern kann (wo- 
fern nicht gerade 5 — ac—= 1 ist), so müssen wir diejenigen Werte von 2, 
für welche sowohl x als auch % eine ganze Zahl wird, von den übrigen in 
jeder der beiden Formeln abscheiden; jedoch genügt es, nur die erste Formel 
zu betrachten, da für die andere genau dasselbe Verfahren anzuwenden ist. 

Da X, 8 prim zu einander sind, so kann man zwei Zahlen a, b so be- 


stimmen, dass aA +bB=1 wird, Ist dies geschehen, so hat man: 
(ax + by) (b?— ac)=2-+ a(cd— be) + b(ae—bd), 

woraus sogleich hervorgeht, dass alle Werte von z, welche ganze Werte von 
x, y hervorbringen können, notwendig der Zahl a (be — cd) + b (bd — ae) 
nach dem Modul b2 — ac congruent oder unter der Formel (b? — ac) 2’ 
+ a (be — cd) + b(bd — ae), wo 2’ unbestimmt eine ganze Zahl bezeichnet, 
enthalten sein müssen. Hiernach erhalten wir leicht an Stelle der Formel 
[1] die folgende: RN BL 
> U (dd — ae) — B (be — cd 
2. — ar =j- b>- Dar D2 N: Aare AUSEREE 
A (ba — ae) — B (be — cd) 
a 


y=B'—ı- 
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die offenbar entweder für alle Werte von z’ oder für gar keine ganze Werte 
von x, 4 liefern wird, und zwar wird der erste Fall stattfinden, wenn 
AU (bd— ae) und B (be — cd) nach dem Modul 5?— ac congruent, der zweite, 
wenn sie incongruent sind. — Auf genau dieselbe Weise ist die Formel 
[2] zu behandeln, und die ganzzahligen ie (wenn sie deren giebt) 
sind von den ade zu unterscheiden. 


219. 


Ist 2 — ac= 0, so kann die Form ax? + 2bxy + cy? in der Form 
m (ax + By)? dargestellt werden, wo m, a, ß ganze Zahlen sind (Artikel 215). 
Setzt man ax + ßy= 2, so geht die gegebene Gleichung in folgende über: 


me? + 2dx + ?2ey+f=0, 


und hieraus folgt in Verbindung mit «= + ßBy=2: 


Bmz? + 2ee + Bf u am2? + 2dz + af 
ae — 2Rd ar 


Nun ist klar, dass, wenn nicht ae=ßd ist (welchen Fall wir sogleich für 
sich betrachten werden), die aus diesen Formeln dadurch, dass man 2 
irgend einen Wert giebt, abgeleiteten Werte von x, % der gegebenen 
Gleichung genügen; es bleibt daher nur noch übrig zu zeigen, wie man 
diejenigen Werte von 2 bestimmt, aus denen sich ganzzahlige Werte von 
%, y ergeben. 

Da ax + Py = 2 ist, so dürfen schlechterdings für 2 nur ganzzahlige 
Werte genommen werden; überdies ist klar, dass, wenn für irgend einen 
Wert von 2 sowohl x als y eine ganze Zahl wird, alle Werte von 2, welche 
jenem nach dem Modul 2ae — 2Bd congruent sind, ebenfalls ganze Werte 
hervorbringen werden. Wenn daher für z alle ganzen Zahlen von O bis 
2ue — 2Bd — 1 (falls ae — Bd positiv) oder bis 2ßd — 2ae— 1 (wenn ne — Bd 
negativ) inel. substituiert werden und für keinen dieser Werte «& und y ganze 
Zahlen werden, so wird überhaupt kein Wert von 2 ganzzahlige Werte von 
x, y hervorbringen, und die gegebene Gleichung wird in ganzen Zahlen 
überhaupt nicht lösbar sein. Wenn aber einige von den Werten von 2, 
2. B. &, d', &",.... (die man auch durch Auflösung von Congruenzen zweiten 
Grades nach den Prineipien des vierten Abschnittes finden kann), für &, y 
ganzzahlige Werte liefern, so werden sämtliche Lösungen sich ergeben, 
wenn man 2= (2ae — 2ßd)v-+L, 2= (lae— 2Bd)vo-+L',.... setzt, wo © 
unbestimmt alle ganzen Zahlen bezeichnet. 


220. 


Für den ausgeschlossenen Fall, in welchem ae= ßd ist, 
müssen wir ein besonderes Verfahren ermitteln. Nehmen wir an, dass 
a, ßB prim zu einander sind, was bekanntlich nach Artikel 215, I erlaubt ist, 

Gauss. 14 


210 Fünfter Abschnitt. [Art. 221. 222] 


0 er, Be RN 
so ist ar eine ganze Zahl (Artikel 19), die wir gleich % setzen. Dann 


nimmt die gegebene Gleichung folgende Form an: 
(max + mßy + MN)? — h? + mf=0 
und kann daher offenbar rational nur gelöst werden, wenn 4? — mf eine 


Quadratzahl ist. Ist R%? — mf= k2, so ist klar, dass der gegebenen Gleichung 
die beiden folgenden äquivalent sind: 


max + mßy+h+k=0 und ma + my +h—k—0, 


d. h. dass jede Lösung der gegebenen Gleichung auch der einen oder andern 
von diesen Gleichungen genügt und umgekehrt. Die erste Gleichung lässt 
sich offenbar in ganzen Zahlen nur dann lösen, wenn + % durch m teil- 
bar ist; analog besitzt die zweite Gleichung nur dann eine Lösung in ganzen 
Zahlen, wenn h—- %k durch m teilbar ist. Diese Bedingungen genügen aber 
auch zur Auflösbarkeit jeder der beiden Gleichungen (weil angenommen wird, 
dass « und ß prim zu einander sind), und sämtliche Lösungen derselben 
können nach den bekannten Regeln gefunden werden. 


221. 
Den im Artikel 217 betrachteten Fall (welcher von allen der schwierigste 
ist) erläutern wir durch ein Beispiel. Gegeben sei die Gleichung: 
2 + Say + y? +22 —Ay+1=0. 

Aus dieser leiten wir zunächst durch Einführung anderer Unbekannten 

=15%2—9, q=15y+6 
die Gleichung ab: 

p?+8pq + = — 540. 
Man findet aber, dass sämtliche ganzzahligen Lösungen dieser unter den 


folgenden vier Formeln enthalten sind: 


»—= 6tl, ga= — 24 — Wu 
p—= 66h, q=— 244 Wu 
»=—bt, q= 24 — 90u 
= —bt, q= 244 %u, 


wo t, u unbestimmt alle positiven ganzen Zahlen bezeichnen, welche der 
Gleichung ??— 15u2—= 1 genügen und in den Formeln enthalten sind: 


1 —ın —ın 
= z|a+yI)” +@- y15)" | 
1 TEN? IpıN 
"=, [a + VAT y!5) ]. 


wenn n unbestimmt alle positiven ganzen Zahlen (auch die Null mit ein- 
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geschlossen) bezeichnet. Daher sind sämtliche Werte von «, y enthalten in 
den Formeln: 


= + i+3), 9y=—+(8:+ 30u + 2) 
<= 1(2+3), y=— + (8 — 30u + 2) ! 
s—=4(—2 +3), = +(8 — 300 — 2) 
et (2:45), y= + +3 — 2). 


Wendet man aber unsere Regeln vorschriftsmässig an, so findet man, dass 
man, damit sich ganzzahlige Werte ergeben, in der ersten und zweiten 
Formel diejenigen Werte von f, «u nehmen muss, welche aus geradem Ex- 
ponenten n entstehen, in der dritten und vierten aber diejenigen, welche 
aus ungeradem » erhalten werden. — Als einfachste Lösungen erhält 
man: 21, —1, —1, y=—2, 0, 12 respective. 

Übrigens mag bemerkt werden, dass die Auflösung des im vorher- 
gehenden Artikel behandelten Problems in den meisten Fällen durch man- 
nigfache Kunstgriffe abgekürzt werden kann, besonders hinsichtlich der Aus- 
schliessung untauglicher d.h. Brüche enthaltender Lösungen. Doch sehen 
wir uns, um nicht allzu weitläufig zu werden, genötigt, dies an dieser Stelle 
zu übergehen. 


Geschichtliche Bemerkungen. 


222. 

Da Vieles von dem, was wir bisher behandelt haben, auch von andern 
Geometern in Betracht gezogen worden ist, können wir die Verdieuste dieser 
nicht stillschweigend übergehen. Über die Äquivalenz der Formen hat 
allgemeine Untersuchungen angestellt Lagrange, Nouv. Mem. de l’Aec. de 
Berlin, 1773 ». 263 und 1775 p. 323 u. ff., wo er besonders zeigte, dass es 
für jede gegebene Determinante eine endliche Anzahl von Formen von sol- 
cher Beschaffenheit giebt, dass jede Form mit jener Determinante irgend 
einer von ihnen äquivalent ist, und dass somit alle Formen mit gegebener 
Determinante in Klassen geteilt werden können. Später hat Legendre 
mehrere elegante Rigenschaften dieser Klassifikation zum grössten Teil durch 
Induction entdeckt, die wir unten angeben und durch Beweise erhärten 
werden. Übrigens ist bisher Niemand auf die Unterscheidung der eigent- 
lichen und uneigentlichen Aequivalenz, deren Nutzen besonders in den 
feineren Untersuchungen zu Tage tritt, gekommen. 

Das berühmte im Artikel 216 u. ff. entwickelte Problem hat zuerst La- 
grange vollständig gelöst, Hist. de "Ac. de Berlin, 1767 p. 165 und 1768 
p. 181 u. ff. Es findet sich auch eine (minder vollständige) Lösung in den 
schon öfter erwähnten Supplementen zu Euler’s Algebra. Schon vorher 
hatte Euler denselben Gegenstand in Angriff genommen, Comm. Petr. T. VI 
p. 175; Comm. Nov. T. IX, p. 3; ebendaselbst T. XVILL, p. 185 u. ff.; doch 
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beschränkte er seine Untersuchung immer darauf, aus irgend einer Lösung, 
die er als bereits bekannt annimmt, andere abzuleiten, und überdies vermögen 
seine Methoden nur in wenigen Fällen sämtliche Lösungen zu liefern (vgl. 
Lagrange, Hist. de l’Ac. de Berlin, 1767, p. 237). Da die letzte dieser 
drei Abhandlungen jüngeren Datums ist als die Lagrange’sche, welche die 
Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit erfasst und in dieser Beziehung nichts 
zu wünschen übrig lässt, so scheint Euler zu jener Zeit (der achtzehnte 
Band der Commentare gehört zum Jahre 1773 und wurde 1774 veröffentlicht) 
jene Lösung noch nicht gekannt zu haben. Übrigens baut sich unsere Lö- 
sung (sowie Alles andere, was wir in diesem Abschnitte bisher angegeben 
haben) auf ganz verschiedenen Prinzipien auf. 

Was von andern, Diophant, Fermat u. s. w., hierher Gehöriges 
überliefert worden ist, betrifft nur die speciellsten Fälle; wir entheben uns 
daher der Mühe, da wir das, was besonders erwähnenswert erschien, schon 
oben angeführt haben, alles einzeln aufzuzählen. 


Was wir bisher von den Formen zweiten Grades auseinandergesetzt 
haben, ist nur als der erste Anfang dieser Lehre zu betrachten; während 
wir diese Untersuchung eifriger verfolgten, eröffnete sich uns ein sehr 
weites Feld, von dem wir das, was besonders der Aufmerksamkeit wert 
erscheint, im Folgenden darlegen werden. Denn dieser Gegenstand ist so 
fruchtbar, dass wir vieles andere, was uns schon jetzt zu finden gelungen 
ist, der Kürze halber mit Stillschweigen übergehen müssen; weit mehr 
aber liegt ohne Zweifel noch verborgen und harrt erneuter Anstrengungen. 
Übrigens wollen wir gleich am Beginne dieser Untersuchungen bemerken, 
dass Formen mit der Determinante 0 davon ausgeschlossen sind, falls 
nicht das Gegenteil ausdrücklich hervorgehoben wird. 


Weitere Untersuchungen über die Formen. 


Einteilung der Formen mit gegebener Determinante in 
Klassen. 
222. 

Schon oben (Artikel 175, 195, 211) haben wir gezeigt, dass, wenn 
irgend eine ganze (sei es positive, sei es negative) Zahl D gegeben ist, 
eine endliche Anzahl von Formen F, F’, F”, ... mit der Determinante D 
von der Beschaffenheit angegeben werden kann, dass jede beliebige Form 
mit der Determinante D irgend einer von jenen und nur einer einzigen 
eigentlich äquivalent ist. Somit können sämtliche Formen mit der 
Determinante D (deren Anzahl unendlich gross ist) nach jenen Formen in 
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Klassen geteilt werden, indem man nämlich aus der Gesamtheit aller 
Formen, welche der Form F eigentlich äquivalent sind, die erste Klasse, 
aus den Formen, welche der Form F’ eigentlich äquivalent sind, die zweite 
Klasse, u. s. w. bildet. 

Aus den einzelnen Klassen der Formen mit der gegebenen Determi- 
nante D kann irgend eine Form ausgewählt und gleichsam als repräsen- 
tierende Form (Repräsentant) der ganzen Klasse betrachtet werden. An 
sich ist es zwar vollständig gleichgültig, welche Form man aus jeder Klasse 
nimmt, indessen wird stets diejenige den Vorzug verdienen, welche 
die andern an Einfachheit zu übertreffen scheint. Die Einfachheit 
irgend einer Form (a, b, c) wird offenbar nach der Grösse der Zahlen a, b, c 
zu beurteilen sein, und mit Recht wird die Form (a’, b’, cC') minder einfach 
genannt werden als (a, b, c), wenn X >a,b’ >b,c >e ist. Hierdurch ist 
aber die Sache noch nicht völlig bestimmt, und bleivt es z. B. unserm 
Belieben überlassen, welche der beiden Formen (17, 0, — 45), (5, 0, — 153) 
wir für die einfachere halten wollen. Meistens jedoch wird es zweckmässig 
sein, die folgende Regel zu beobachten. 


I. Wenn die Determinante D negativ ist, so nehme man die 
redueierten Formen in den einzelnen Klassen als repräsentierende Formen; wo 
sich aber in derselben Klasse zwei reducierte Formen (welche dann entgegen- 
gesetzt sind, Artikel 172) vorfinden, nehme man diejenige, deren mittleres 
Glied positiv ist. 

II. Wenn die Determinante D eine positive nichtquadra- 
tische Zahl ist, entwickle man die Periode irgend einer in der gegebenen 
Klasse enthaltenen reducierten Form, in welcher entweder zwei ambige Formen 
vorkommen werden oder gar keine (Artikel 187). 

1. Im ersteren Falle seien (A, B, C), (4', B', CO’) die ambigen Formen; 
ferner seien die kleinsten Reste der Zahlen B, B’ nach den Moduln A, A’ 
bezüglich M, M’ (welche positiv genommen werden können, wenn sie nicht 
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gleich Null sind) und schliesslich a =N, sh Ist dies 
geschehen, so nehme man von den Formen (A, M, — N), (4, M',— N) 
diejenige, welche am einfachsten zu sein scheint, als repräsentierende Form. 
Bei der Entscheidung hierüber gebe man derjenigen Form, deren mittleres 
Glied gleich Null ist, den Vorzug; wenn aber das mittlere Glied entweder 
in jeder von beiden Formen oder in keiner gleich 0 ist, so ist diejenige, 
welche das kleinere erste Glied hat, der andern vorzuziehen, und wenn die 
ersten Glieder an Grösse gleich, in ihren Vorzeichen aber verschieden sind, 
so ist dem positiven Zeichen vor dem negativen der Vorzug zu geben. 


3. Wenn es aber in der ganzen Periode keine ambige Form giebt, so 
wähle man von sämtlichen Formen der Periode diejenige, welche ohne 
Rücksicht auf das Vorzeichen das kleinste erste Glied hat, so zwar, dass, 
wenn in derselben Periode zwei Formen vorkommen, in deren einer dasselbe 
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erste Glied mit positivem, in deren anderer mit negativem Vorzeichen behaftet 
ist, dem ersteren vor dem letzteren der Vorzug gegeben wird. Ist (A, B, 0) 
diese Form und leitet man aus ihr in ebenderselben Weise wie im vorigen 
Falle eine andere Form (A, M, — N) her (indem man nämlich für M den 

I D-— M? 
absolut kleinsten Rest von .B nach dem Modul A nimmt und N= ie 


setzt), so nehme man diese schliesslich als Repräsentanten. 

Wenn es aber vorkäme, dass dasselbe kleinste erste Glied A mehreren 
Formen der Periode gemeinsam wäre, so sind alle diese Formen in der 
vorgeschriebenen Weise zu behandeln und von den entstehenden Formen 
diejenige, deren mittleres Glied möglichst klein wird, als repräsentierende 
Form zu nehmen. 

So hat man z. B. für D=35305 unter andern folgende Periode: 
ne ll, 9), 28), Cr 28,12, 7), (16 7), 
(—7, 12, 23), (23, 11, —8), (—8, 13, 17), aus der man zunächst die 
Form (7, 16, — 7) auswählt; aus dieser leitet man sodann die repräsen- 
tierende Form (7, 2, — 43) her. 


IIl. Ist die Determinante eine positive Quadratzahl und gleich 
Ra.:B0 ermittle man die in der gegebenen Klasse enthaltene reducierte Form 
(A, %, 0) und nehme diese, falls A<<k ist, als repräsentierende Form; ist 
aber A>%k, so nelıme man an deren Stelle die Form (A—%, k, 0), 
deren erstes Glied negativ, aber kleiner als % ist. 


Beispiel. Auf diese Weise zerfallen sämtliche Formen mit der 
Determinante — 235 in sechzehn Klassen, deren Repräsentanten sind: 
(1,.0, 235), (2, 1, 118), (4, 1, 59), (4, —1, 59), (5, 0, 47), (10, 5, 26), 
(13, 5, 20), (13, —5, 20) und noch acht andere, die sich von den vor- 
stehenden nur durch die Vorzeichen der äusseren Glieder unterscheiden, 
nämlich (— 1, 0, — 235), (— 2, 1, — 118), ... 

Sämtliche Formen mit der Determinante 79 zerfallen in sechs Klassen, 
deren Repräsentanten sind: (1, 0, — 79), (3, 1, — 26), (3, —1, — 26), 
ee; 0, 79), (m 3, l, 26), mu 5, FB: l, 26). 


224. 


Durch diese Klassifikation werden daher die Formen, welche eigentlich 
äquivalent sind, von den übrigen ganz und gar abgesondert. Zwei Formen 
mit derselben Determinante sind äquivalent, wenn sie derselben Klasse 
angehören; jede Zahl, welche durch die eine darstellbar ist, lässt sich auch 
durch die andere darstellen, und wenn irgend eine Zahl M durch die erste 
Form in der Weise dargestellt werden kann, dass die Unbestimmten zu 
einander prime Werte haben, so wird dieselbe Zahl durch die andere Form 
in derselben Weise dargestellt werden können und zwar so, dass beide 
Darstellungen zu demselben Werte des Ausdrucks y_D(mod. M) gehören. 
Wenn aber zwei Formen zu verschiedenen Klassen gehören, so sind sie 
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nicht eigentlich äquivalent; von der Darstellbarkeit irgend einer gegebenen 
Zahl durch die eine Form lässt sich nicht auf die Darstellbarkeit derselben 
Zahl durch die andere Form schliessen; im Gegenteil, wenn die Zahl M 
durch die eine so dargestellt werden kann, dass die Werte der Unbestimmten 
zu einander prim sind, so sind wir sofort sicher, dass es keine ähnliche 
Darstellung derselben Zahl durch die andere Form giebt, welche zu dem- 
selben Werte des Ausdrucks yD (mod. M) gehört (Vgl. Artikel 167, 168). 


Dagegen ist es jedenfalls möglich, dass zwei Formen F, F’ aus verschie- 
denen Klassen K, K’ uneigentlich äquivalent sind, in welchem Falle jede 
Form aus der einen Klasse jeder Form aus der andern uneigentlich äqui- 
valent sein wird; jede Form aus K hat eine ihr entgegengesetzte in K’ und 
die Klassen K und K’ selbst sollen entgegengesetzt heissen. So ist 
in dem ersten Beispiel des vorigen Artikels die dritte Klasse der Formen mit 
der Determinante — 235 der vierten, die siebente der achten entgegengesetzt; 
im zweiten Beispiel ist die zweite Klasse der dritten, die fünfte der sechsten 
entgegengesetzt. Sind daher irgend zwei Formen aus entgegengesetzten 
Klassen gegeben, so wird jede Zahl M, welche sich durch die eine darstellen 
lässt, auch durch die andere dargestellt werden können, und zwar wird dies, 
wenn es in der einen durch zu einander prime Werte geschieht, in der andern 
in gleicher Weise möglich sein, so zwar, dass diese beiden Darstellungen 


zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks yD (mod. M)gehören. — Übri- 


gens sind die oben angegebenen Regeln für die Auswahl der repräsentierenden 
Formen derartig beschaffen, dass entgegengesetzte Klassen stets entgegen- 
gesetzte repräsentierende Formen erhalten. 


Schliesslich giebt es auch Klassen, die sich selbst entgegengesetzt 
sind. Wenn nämlich irgend eine Form zugleich mit der zu ihr entgegen- 
gesetzten in derselben Klasse enthalten ist, so erkennt man leicht, dass 
alle Formen dieser Klasse einander sowohl eigentlich als uneigentlich äqui- 
valent sind, und zu jeder Form die ihr entgegengesetzte vorkommt. Dieser 
Art wird jede Klasse sein, in welcher eine ambige Form enthalten ist, und 
umgekehrt wird in jeder sich selbst entgegengesetzten Klasse notwendig 
eine ambige Form vorkommen (Art. 163, 165), weshalb die Klasse eine 
ambige Klasse genannt werden wird. So hat man unter den Klassen der 
Formen mit der Determinante — 235 acht ambige Klassen, deren Repräsen- 
tanten sind: (1, 0, 235), (2, 1, 118), (5, 0, 47), (10, 5, 26), (— 1, 0, — 235), 
+, h IB, ei N I 26); unter den Klassen der 
Formen mit der Determinante 79 zwei ambige, deren Repräsentanten sind 
(1,0, — 79), (— 1, 0, 79). — Wenn übrigens die repräsentierenden Formen 
nach unsern Regeln bestimmt sind, so kann man die ambigen Klassen ohne 
Schwierigkeiten erkennen. Für eine positive nichtquadratische Determinante 
wird nämlich eine ambige Klasse sicher eine ambige repräsentierende Form 
erhalten (Artikel 194); für eine negative Determinante wird die repräsentie- 
rende Form einer ambigen Klasse entweder selbst ambig oder derartig sein, 
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dass ihre äusseren Glieder gleich sind (Artikel 172); für eine positive qua- 
dratische Determinante endlich erkennt man nach Artikel 210 leicht, ob die 
repräsentierende Form sich selbst uneigentlich äquivalent und somit die von 
ihr repräsentierte Klasse ambig ist. 


225. 

Schon oben (in Artikel 175) haben wir gezeigt, dass in der Form (a,b, c) 
mit negativer Determinante die äusseren Glieder sowohl unter sich als mit 
den äusseren Gliedern jeder andern ihr äquivalenten Form dieselben Vor- 
zeichen haben. Wenna,c positiv sind, so werden wir die Form (a, b, c) 
eine positive Form nennen, und ebenso soll die ganze Klasse, in welcher 
(a, b, c) enthalten ist und welche nur aus positiven Formen bestehen wird, 
eine positive Klasse heissen. Andererseits wird (a, b, c) eine negative Form 
und in einer negativen Klasse enthalten sein, wenn a, e negativ sind. 
Durch eine positive Form lassen sich keine negativen, durch 
eine negative Form keine positiven Zahlen darstellen. Ist die 
Form (a, b, c) der Repräsentant irgend einer positiven Klasse, so ist die 
Form (—a, b, —c) der Repräsentant einer negativen, woraus folgt, dass 
die Anzahl der positiven Klassen der Anzahl der negativen gleich ist, und 
dass, sobald jene bestimmt sind, auch diese gegeben sind. Daher braucht 
man bei den Untersuchungen über Formen mit negativer Deter- 
minante meistenteils nur positive Klassen zu betrachten, da 
sich deren Eigenschaften leicht auf die negativen Klassen übertragen. 


Übrigens gilt diese Unterscheidung einzig und allein bei 
Formen mit negativer Determinante; durch Formen mit positiver De- 
terminante lassen sich ohne Unterschied positive und negative Zahlen dar- 
stellen, ja nicht selten gehören sogar zwei Formen wie‘ (a, D, c), 
(—a, b, —c) in diesem Falle zu einer und derselben Klasse. 


Einteilung der Klassen in Ordnungen. 


226. 

Irgend eine Form (a, b, ec) nennen wir eine primitive (ursprüngliche) 
Form, wenn die Zahlen a, b, c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben; sonst wird sie eine derivierte oder abgeleitete Form genannt, 
und zwar ist, wenn man den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen 
a, b, c gleich m setzt, die Form (a, b, ce) aus der ursprünglichen 


n 
Form (4, = a abgeleitet. Aus dieser Definition geht sogleich hervor, 


dass alle Formen, deren Determinante durch keine Quadratzahl (ausser 1) teilbar 
ist, notwendig ursprüngliche Formen sind. Ferner folgt aus Artikel 161, dass, 
wenn in irgend einer gegebenen Klasse von Formen mit der Determinante D 
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eine primitive Form vorkommt, sämtliche Formen dieser Klasse ursprüngliche 
sein werden, in welchem Falle die Klasse selbst eine ursprüngliche oder 
primitive Klasse genannt werden soll. Ferner ist klar, dass, wenn irgend 
eine Form F' mit der Determinante D aus einer primitiven Form f mit der 


f D a : h i 
Determinante FR abgeleitet ist und die Klassen, in denen die Formen F\, f 


respective enthalten sind, X, % sind, alle Formen der Klasse K aus der pri- 
mitiven Klasse % abgeleitet sein werden; in diesem Falle werden wir daher 
die Klasse K selbst aus der primitiven Klasse % abgeleitet 
nennen. 

Wenn (a, b, c) eine primitive Form ist, aber nicht a, c gleichzeitig 
gerade sind (d.h. wenn entweder jede der beiden oder wenigstens eine un- 
gerade ist), so sieht man leicht, dass nicht nur a, b, c, sondern auch a, 
2b, c einen gemeinschaftlichen Teiler nicht haben können, in welchem Falle 
die Form (a, b, c) eine eigentlich primitive oder einfach eine eigent- 
liche Form genannt wird. Ist aber (a, b, c) eine primitive Form und sind 
die Zahlen a, c beide gerade, so werden offenbar die Zahlen a, 2b, c den 
gemeinschaftlichen Teiler 2 haben (der zugleich der grösste sein wird), und 
soll dann (a, b, c) eine uneigentlich primitive oder einfach eine un- 
eigentliche Form heissen. *) In diesem Falle ist b notwendig ungerade 
(denn sonst würde (a, b, c) keine primitive Form sein); daher ist >=1 
(mod. 4) und somit, da ac durch 4 teilbar ist, die Determinante 5? — ac 
=] (mod.4). Uneigentliche Formen giebt es daher nur für eine Determi- 
nante von der Form 4» +1, falls sie positiv, oder von der Form — (4n +5), 
falls sie negativ ist. — Aus Artikel 161 aber ist ersichtlich, dass, wenn 
sich in irgend einer gegebenen Klasse eine eigentlich primitive Form findet, 
alle Formen dieser Klasse eigentlich primitiv sind, dass dagegen eine Klasse, 
welche eine uneigentlich primitive Form enthält, aus lauter uneigentlich 
primitiven Formen besteht. Daher wird die Klasse selbst im ersten 
Falle eine eigentlich primitive Klasse oder einfach eine eigentliche 
Klasse, im letzten Falle eine uneigentlich primitive Klasse oder eine 
uneigentliche Klasse genannt. So sind z. B. unter den positiven Klassen 
der Formen mit der Determinante —235 sechs eigentliche Klassen, nämlich 
diejenigen, deren Repräsentanten sind: (1, 0, 235), (4, 1, 59), (4, —1, 59), 
(5, 0, 47), (13, 5, 20), (13, —5, 20), und ebenso viele giebt es unter den 
negativen Klassen. Zwei aber sind in beiden uneigentliche Klassen. — Die 
Klassen der Formen mit der Determinante 79 (als einer Zahl von der Form 
4n +3) sind sämtlich eigentliche Klassen. 


*) Wir haben diese Ausdrücke „eigentlich“ und „uneigentlich“ hier deshalb ge- 
wählt, weil keine passenderen zur Hand waren; wir merken dies an, damit nicht Je- 
mand zwischen dieser Bezeichnung und der von Artikel 157 ab gebrauchten einen 
verborgenen Zusammenhang suche, der nicht existiert, Übrigens ist eine Zwei- 
deutigkeit hieraus sicher nicht zu befürchten, 
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Wenn die Form (a, b, c) abgeleitet ist und zwar aus der primitiven 
Form Es * ei) so kann diese entweder eigentlich oder uneigentlich pri- 
mitiv sein. In dem ersten Falle ist m auch grösster gemeinschaftlicher 
Teiler der Zahlen a, 2b, ce; im letzteren Falle wird der grösste gemeinschaft- 
liche Teiler dieser Zahlen gleich 2% sein. Hierdurch wird die Unterschei- 
dung zwischen einer aus einer eigentlich primitiven Form abge- 
leiteten Form und einer aus einer uneigentlich primitiven Form 
abgeleiteten Form und ebenso (da sich nach Artikel 161 alle Formen 
derselben Klasse in dieser Beziehung gleich verhalten) zwischen einer aus 
einer eigentlich primitiven Klasse abgeleiteten Klasse und einer 
aus einer uneigentlich primitiven Klasse abgeleiteten Klasse 
verständlich. 

Durch diese Unterscheidungen haben wir das erste Fundament erlangt, 
auf welchem wir die Einteilung aller Klassen der Formen mit gegebener 
Determinante in verschiedene Ordnungen aufbauen können. Zwei 
Klassen, deren Repräsentanten die Formen (a, b, c), (a, b', c') sind, rechnen 
wir zu derselben Ordnung, wenn sowohl die Zahlen a, b, c denselben 
grössten gemeinschaftlichen Teiler haben wie «a, b’, cC', als auch die Zahlen 
a, 2b, c denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler wie a’, 2b’, €. Wenn 
aber die eine oder die andere oder auch jede der beiden Bedingungen nicht 
stattfindet, so rechnen wir die Klassen zu verschiedenen Ordnungen. 
Hieraus geht sogleich hervor, dass alle eigentlich primitiven Klassen eine 
Ordnung, alle uneigentlich primitiven Klassen eine andere Ordnung bilden. 
Ist m? eine Quadratzahl, welche in der Determinante D aufgeht, so werden 


die aus den eigentlich primitiven Klassen mit der Determinante iR ab- 


geleiteten Klassen eine besondere Ordnung, die aus den uneigentlich pri- 


2 ; ; D £ 
mitiven Klassen mit der Determinante er: abgeleiteten eine andere Ordnung 


bilden u.s.w. Wenn zufällig D durch keine Quadratzahl (ausser 1) teilbar ist, 
so wird es Ordnungen von abgeleiteten Klassen nicht geben, und somit wird es 
entweder nur eine Ordnung (wenn D=2 oder 3 nach dem Modul 4 ist), 
nämlich die Ordnung der eigentlich primitiven Klassen, oder zwei Ordnungen 
(wenn D=1 (mod. 4)) geben, nämlich die Ordnung der eigentlich primitiven 
und die Ordnung der uneigentlich primitiven Klassen. Nach den Prinzipien 
der Combinationslehre begründet man ohne Schwierigkeit die folgende 
allgemeine Regel: Wenn man D=D'.2HaUP ET... setzt, so dass D’ 
keinen quadratischen Factor enthält und a, b, c,.... von einander verschiedene 
ungerade Primzahlen sind (auf diese Form lässt sich jede Zahl bringen, 
wenn man u»=(, wenn D nicht durch 4 teilbar ist, und «, ß, y, ... sämtlich 
gleich O setzt oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn man die Factoren 
a, 0, @T,... weglässt, falls D durch keine ungerade Quadratzahl teilbar 
ist), so hat man 
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entweder 

(a-+1)(a+1)(B-+1)(y-+1)... Ordnungen, falls nämlich D'=2 oder 3 (mod.4)ist, 
oder 
(w-+2)(a+1)(B+1)(y-+1)... Ordnungen, falls nämlich D’=1 (mod. 4) ist. 


Den Beweis dieser Regel unterdrücken wir jedoch, da er weder schwierig 
noch hier allzu notwendig ist. 

1. Beispiel. Für D=45=5.3? hat man sechs Klassen, deren Reprä- 
sentanten sind: (1,0, — 45), (—1, 0, 45), (2, 1, — 22), (—2, 1, 22), (3,0, —15), 
(6, 3, — 6). Diese zerfallen in vier Ordnungen; die erste Ordnung wird 
nämlich die beiden eigentlichen Klassen umfassen, deren Repräsentanten 
(1,0, — 45) und (— 1, 0,45) sind; die zweite Ordnung wird die beiden 
uneigentlichen Klassen, deren Repräsentanten (2, 1,— 22) und (— 2, 1, 22) 
sind, enthalten; die dritte Ordnung enthält nur die eine aus der eigentlichen 
Klasse mit der Determinante 5 abgeleitete Klasse, deren Repräsentant 
(3, 0, — 15) ist, und die vierte Ordnung endlich besteht aus der einen aus 
der uneigentlichen Klasse mit der Determinante 5 abgeleiteten Klasse, deren 
Repräsentant (6, 3, — 6) ist. 

2. Beispiel. Die positiven Klassen mit der Determinante — 9 — 
— 11:32 zerfallen in vier Ordnungen: Die erste Ordnung umfasst folgende 
eigentlich primitive Klassen*): (1, 0, 99), (4, 1, 25), (4, —1, 25), 
(5, 1, 20), (ö, —1, 20), (9, 0, 11); die zweite Ordnung enthält die 
uneigentlichen Klassen (2, 1, 50), (10, 1, 10); die dritte Ordnung die aus 
den eigentlichen Klassen mit der Determinante — 11 abgeleiteten Klassen 
(3, 0, 33), (9, 3, 12), (9, —3, 12); die vierte Ordnung eine einzige aus 
der uneigentlichen Klasse mit der Determinante — 11 abgeleitete Klasse 
(6, 3, 18). — Die negativen Klassen dieser Determinante lassen sich in 
genau derselben Weise in Ordnungen verteilen. 

Wir bemerken, dass entgegengesetzte Klassen stets zu der- 
selben Ordnung gehören, ein Satz, dessen Grund ohne Schwierigkeit 
ersichtlich ist. 


227. 


Von diesen verschiedenen Ordnungen verdient besonders die Ordnung 
der eigentlich primitiven Klassen die grösste Beachtung. Denn 
die einzelnen abgeleiteten Klassen entstehen aus gewissen primitiven Klassen 
(mit kleinerer Determinante), aus deren Betrachtung das auf jene Bezügliche 
häufig von selbst sich ergiebt. Unten werden wir aber zeigen, dass jede 
uneigentlich primitive Klasse entweder einer einzigen eigentlich primitiven 
Klasse oder dreien (mit derselben Determinante) gewissermassen assocliert 
ist. Ferner kann man bei negativen Determinanten die negativen Klassen 
bei Seite lassen, da den einzelnen derselben stets gewisse positive Klassen 


*) Indem man der Kürze wegen die Repräsentanten für die Klassen selbst, die 
sie repräsentieren, anwendet, 
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entsprechen. Um nun die Natur der eigentlich primitiven Klassen tiefer zu 
durchdringen, werden wir vor Allem einen gewissen wesentlichen Unter- 
schied darlegen, nach welchem die ganze Ordnung der eigentlichen Klassen 
in mehrere Geschlechter geteilt werden kann. Da wir diesen sehr wichtigen 
Gegenstand bisher noch nicht berührt haben, müssen wir die Sache ganz 
von vorn anfangen, 
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Satz. Durch irgend eine eigentlich primitive Form F lassen 
sich unendlich viele Zahlen darstellen, welche durch irgend 
eine gegebene Primzahl p nicht teilbar sind. 

Beweis. Wenn die Form F= ax? + 2bxy -+ cy? ist, so kann offenbar 
p nicht in allen drei Zahlen «, 2b, c gleichzeitig aufgehen. Wenn nun a 
durch p nicht teilbar ist, so ist klar, dass, wenn für & irgend eine durch 
p nicht teilbare, für y aber eine durch » teilbare Zahl genommen wird, 
der Wert der Form F nicht durch » teilbar ist; ist aber ce durch p nicht 
teilbar, so erreicht man dasselbe, wenn man x einen durch p teilbaren und 
y einen durch p nicht teilbaren Wert beilegt; sind endlich « und ce durch 
p teilbar, also 2b nicht durch p teilbar, so wird die Form F einen durch 
p nicht teilbaren Wert annehmen, wenn man sowohl & als y durch p nicht 
teilbare Werte beilegt. 

Offenbar wird der Satz auch für uneigentlich primitive Formen gelten, 
wofern nur nicht p = 2 ist. 

Da mehrere derartige Bedingungen zu gleicher Zeit bestehen können, 
dass nämlich dieselbe Zahl durch gewisse gegebene Primzahlen teilbar, 
durch andere nicht teilbar sein soll (vgl. Artikel 32), so sieht man leicht, 
dass die Zahlen x, y auf unendlich viele Arten derart bestimmt werden 
können, dass die primitive Form ax? + 2bxy + cy? einen Wert erhält, der 
durch beliebig viele gegebene Primzahlen nicht teilbar ist, von denen einzig 
und allein die Zahl 2 auszuschliessen ist, wenn die Form uneigentlich pri- 
mitiv ist. Hieraus geht hervor, dass der Satz allgemeiner folgender- 
massen ausgesprochen werden kann: Durch eine beliebige 
primitive Form können unendlich viele Zahlen dargestellt 
werden, welche zu irgend einer gegebenen (ungeraden Zahl, 
wenn die Form uneigentlich primitiv ist) Zahl prim sind. 


229. 

Satz. Ist F eine primitive Form mit der Determinante D 
und p eine in D aufgehende Primzahl, so stimmen die durch p 
nicht teilbaren Zahlen, welche durch die Form F dargestellt 
werden können, darin überein, dass sie entweder sämtlich qua- 
dratische Reste oder sämtlich quadratische Nichtreste von p sind. 
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Beweis. Ist F = (a, b, c) und sind ferner m, m’ irgend zwei durch 
p nicht teilbare Zahlen, welche sich durch die Form 7 darstellen lassen, 
nämlich: 
m = ag? + 2bgh + ch?, m’ = ag"? + 2bg’h' + ch?, 
so ist: 
mm —=[agg' + b (gh’ + hg’) + chh']? — D (gh' — hg')?; 


mithin ist mm’ einem Quadrate nach dem Modul D und daher auch nach 
dem Modul p congruent, d. h. mm’ ist quadratischer Rest von p. Hieraus 
folgt, dass entweder jede der beiden Zahlen m, m’ quadratischer Rest oder 
jede quadratischer Nichtrest von 9 ist. 

Auf ähnliche Weise beweist man, dass, wenn’die Determinante D durch 
4 teilbar ist, die durch 7’ darstellbaren ungeraden Zahlen entweder sämt- 
lich = 1 oder sämtlich = 3 (mod. 4) sind. Denn in diesem Falle ist das 
Product aus zwei solchen Zahlen stets quadratischer Rest von 4 und daher =1 
(mod. 4); daher ist entweder jede der beiden =1 oder jede der beiden = 3, 

Wenn endlich D durch 3 teilbar ist, so ist das Product aus zwei be- 
liebigen ungeraden Zahlen, welche durch F dargestellt werden können, 
quadratischer Rest von S und somit =1 (mod.8). Daher sind in diesem 
Falle die durch F' darstellbaren ungeraden Zahlen entweder sämtlich = 1 
oder sämtlich =3 oder sämtlich =5 oder sämtlich =7 (mod. 8). 

So werden z. B., da die Zahl 10, welche Nichtrest von 7 ist, durch die 
Form (10, 3, 17) dargestellt werden kann, alle durch 7 nicht teilbaren 
Zahlen, welche sich durch jene Form darstellen lassen, Nichtreste von 7 
sein. — Da — 3 durch die Form (— 3,1,49) darstellbar und = 1 (mod. 4) 
ist, so werden sich alle durch diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen 
in derselben Weise verhalten. 

Übrigens würden wir, wenn es zum gegenwärtigen Zwecke notwendig 
wäre, leicht beweisen können, dass die durch F' darstellbaren Zahlen zu 
keiner in D nicht aufgehenden Primzahl in einer derartigen festen Beziehung 
stehen, dass vielmehr ohne Unterschied sowohl Reste wie Nichtreste einer 
jeden in D nicht aufgehenden Primzahl durch die Form F' dargestellt 
werden können. Dagegen findet hinsichtlich der Zahlen 4 und 8 etwas 
Analoges auch in andern Fällen statt, was wir nicht übergehen dürfen. 


I. Wenn die Determinante Dderprimitiven Form F congruent 
3(mod.4) ist, so werden die durch die Form F darstellbaren un- 
geraden Zahlen entweder sämtlich=1 oder sämtlich =3 (mod. 4) 
sein. Sind nämlich m, m’ zwei durch die Form F' darstellbare Zahlen, so 
lässt sich das Product mm’ in derselben Weise wie oben auf die Form 
p®—Dgq? bringen. Wenn daher jede der beiden Zahlen m, m’ ungerade ist, 
so muss notwendig die eine der beiden Zahlen », g gerade, die andern un- 
gerade und daher von den beiden Quadraten 9°, g? das eine =0, das andere 
=] (mod.4) sein. Hieraus folgt leicht, dass sicher 9—Dg?=1 (mod. 4) 
ist und daher die Zahlen m, m’ entweder beide =1 oder beide = 3 (mod. 4) 
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sind. So lassen sich z. B. durch die Form (10, 3, 17) andere ungerade 
Zahlen, als solche von der Form 4» + 1, nicht darstellen. 

U. Wenn die Determinante D der primitiven Form Fcongruent 
2 (mod.8) ist, so werden die durch F darstellbaren ungeraden 
Zahlen entweder sämtlich teils=1, teils = 7, oder sämtlich teils 
= 3, teils =5 (mod.8) sein. Denn es”seien m, m’ zwei durch F dar- 
stellbare ungerade Zahlen, deren Product mm’ sich somit auf die Form 
p°— Dg? bringen lässt. Wenn daher beide Zahlen m, m’ ungerade sind, 
so muss notwendig » ungerade (weil D gerade ist) und daher »®= 1 (mod. 8) 
sein; q? aber ist entweder =0 oder =1 oder =4 und somit Dg? entweder 
=( oder =2. Hiernach wird mm’ = p? — Dg? entweder =1 oder =7 
(mod. 8). Wenn also m entweder =1 oder =7 ist, wird auch »’ entweder 
=] oder =7 sein, und ist m entweder =3 oder =5, so wird auch m’ ent- 
weder =3 oder =5 sein. So sind z..B. alle durch die Form (3, 1, 5) dar- 
stellbaren ungeraden Zahlen entweder = 3 oder =5 (mod.8), und keine 
Zahl von der Form 8» + 1 oder 8%» + 7 lässt sich durch jene Form dar- 
stellen. 


IIL Wenn die Determinante Dder primitivenForm Fcongruent 
6(mod.8) ist, so lassen sich durch diese Form ungerade Zahlen 
entweder nur von solcher Art, welche =1 und =3 (mod.8) 
oder nur von solcher Art, welche =5 und =7 (mod.8) sind, 
darstellen. Den Beweis, der dem vorigen (in II) vollkommen analog 


ist, wird jeder ohne Mühe entwickeln können. — So können z. B. durch 
die Form (5, 1, 7) nur solche ungerade Zahlen dargestellt werden, welche 
entweder =5 oder =17 (mod. 8) sind. 


230. 

Demnach werden alle Zahlen, welche durch eine gegebene primitive 
Form F mit der Determinante D dargestellt werden können, zu den 
einzelnen Primteilern von D (durch die sie nämlich nicht selbst teilbar 
sind) eine ganz bestimmte Beziehung haben; die ungeraden Zahlen aber, 
welche sich durch F darstellen lassen, werden in gewissen Fällen auch zu 
den Zahlen 4 und 8 eine feste Beziehung haben, nämlich zu 4, so oft D 
entweder =0 oder =3 (mod.4) ist, und zu 8, so oft D entweder =0 oder 
=2 oder =6 (mod. 8) ist.*) Eine derartige Beziehung zu diesen 
einzelnen Zahlen werden wir den Character oder Specialcharacter 
der Form F nennen und dieselbe auf folgende Weise ausdrücken: Wenn 
nur quadratische Reste der Primzahl » durch die Form F' dargestellt 
werden können, werden wir ihr den Character Rp, im entgegengesetzten 
Falle den Character Np beilegen; analog werden wir 1,4 schreiben, wenn 
durch die Form F' keine andern ungeraden Zahlen dargestellt werden 


*) Für die durch 8 teilbaren Determinanten kann man von der Beziehung zu 
4 absehen, da sie in diesem Falle schon unter der Beziehung zu 8 enthalten ist. 
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können als solche, welche = 1 (mod.4) sind, woraus sogleich hervorgeht, 
welche Charactere durch die Bezeichnungen 3, 4; 1, 5 3,3859,8557,8 
ausgedrückt werden. Schliesslich werden wir den Formen, durch welche 
nur solche ungerade Zahlen dargestellt werden können, welche nach dem 
Modul 8 entweder =1 oder =7 sind, den Character 1 u. 7, 8 beilegen, 
woraus sich die Bedeutung der Charactere: 3 u.5, 8 1u.3, 85u.7,9 
von selbst ergiebt. 

Die einzelnen Charactere einer gegebenen primitiven Form 
(a,b, c) mit der Determinante D lassen sich stets wenigstens aus 
einer der Zahlen a, c (welche offenbar beide durch jene Form darstellbar 
sind) erkennen. Denn so oft » ein Primteiler von D ist, wird sicher eine der 
Zahlen a, ce durch p nicht teilbar sein; denn wenn beide durch » teilbar wären, 
würde p auch in b? (=D-- ac) und somit auch in b aufgehen, d.h. die Form 
(a, db, c) würde nicht primitiv sein. In analoger Weise würde in denjenigen 
Fällen, in welchen die Form (a, b, c) zur Zahl 4 oder 8 eine feste Be- 
ziehung hat, sicher mindestens eine der Zahlen a, ce ungerade sein, woraus 
somit jene Beziehung erkannt werden kann. So ergiebt sich z. B. für die 
Form (7, 0, 23) in Bezug auf die Zahl 23 aus der Zahl 7 der Character 
N23; in Bezug auf die Zahl 7 erhält man für dieselbe Form aus der 
Zahl 23 den Character R7; endlich kann der Character dieser Form in 
Bezug auf die Zahl 4, nämlich 3, 4, sowohl aus der Zahl 7 als auch aus 
der Zahl 23 erhalten werden. 

Da sämtliche Zahlen, welche durch irgend eine in der Klasse X ent- 
haltene Form F' dargestellt werden können, auch durch jede andere Form 
dieser Klasse darstellbar sind, so werden offenbar die einzelnen Charactere 
der Form F' auch allen übrigen Formen dieser Klasse zukommen, weshalb 
man jene als Charactere der ganzen Klasse betrachten darf. Demnach lassen 
“ sich die einzelnen Charactere jeder beliebigen gegebenen primitiven Klasse 
aus der sie repräsentierenden Form erkennen. Entgegengesetzte Klassen 
werden stets sämtliche Charactere gemeinsam haben. 


231. 


Die Gesamtheit aller Specialcharactere einer gegebenen 
Form oder Klasse bildet den Totalcharacter dieser Form oder 
Klasse. So ist z. B. der Totalcharacter der Form (10, 3, 17) oder der 
ganzen durch sie repräsentierten Klasse: 1, 4; N”; N23. In ähnlicher 
Weise ist der Totalcharacter der Form (7, — 1, 19): 7, 8; R3; N5; 
denn der Specialcharacter 3, 4 ist in diesem Falle wegzulassen, da er 
bereits in dem Character 7, 8 enthalten ist. — Hierauf gründen wir die 
Einteilung der ganzen Ordnung der eigentlich primitiven (falls 
die Determinante negativ ist, positiven) Klassen mit gegebener 
Determinante in mehrere verschiedene Geschlechter, indem wir alle 
Klassen, welche denselben Totalcharacter haben, zu demselben Geschlechte, 
diejenigen aber, deren Totalcharactere verschieden sind, zu verschiedenen 
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Geschlechtern rechnen. Den einzelnen Geschlechtern aber legen wir die- 
jenigen Totalcharactere bei, welche die in ihnen enthaltenen Klassen haben. 
So erhält man z. B. für die Determinante — 161 sechzehn eigentlich primi- 
tive positive Klassen, welche sich in folgender Weise auf vier Geschlechter 
verteilen: 


Character: Repräsentierende Formen der Klassen: 
242 0: 0231 01.0.1600. € 2: 1,8). 29, 18) 
4: 32G0N3 02 3,05, 33), 0, (1003 19 
sl: Pils N283 1.0 0, 28) (1, A „ 19). (14, 15) 
4: Ns 23 1.08,1, 88,05, 94), 21). :6, a7). 


Hinsichtlich der Anzahl der verschiedenen Totalcharactere, 
so weit sie nämlich a priori möglich sind, möge man sich Folgendes 
merken: 

I. Wenn die Determinante durch 8 teilbar ist, so sind in Bezug 
auf die Zahl 8 vier verschiedene Specialcharactere möglich; die Zahl 4 
liefert keinen Specialcharacter (Anmerk. zum vorigen Artikel). Ausserdem 
giebt es in Bezug auf die einzelnen ungeraden Primteiler von D je zwei 
Charactere. Ist daher die Anzahl jener gleich m, so wird es im Ganzen 
9”+2 verschiedene Totalcharactere geben (wo m—=0 zu setzen ist, wenn 
D eine Potenz von 2 ist). 

II. Ist die Determinante D nicht durch teilbar, aber durch 
4 und ausserdem durch m ungerade Primzahlen, so hat man im 
Ganzen 2”*! verschiedene Totalcharactere. 

III. Ist dieDeterminante Dgerade, aber nicht durch 4 teilbar, 
so ist sie entweder=2 oder=6 (mod.8). Im ersten Falle giebt es zwei 
Specialcharactere hinsichtlich der Zahl 8, nämlich 1 u.7, 8Sund 3 u.5, 8; 
im letzteren Falle ebensoviele. Setzt man daher die Anzahl der ungeraden 
Primteiler von D gleich m, so hat man im Ganzen 2"+D verschiedene To- 
talcharactere. 

IV. Ist Dungerade, so ist sie entweder =1 oder =3 (mod. 4). Im 
letzteren Falle giebt es hinsichtlich der Zahl 4 zwei verschiedene Charactere, 
während im ersteren Falle eine solche Beziehung in den Totalcharacter 
nicht eintritt. Bezeichnet daher m dasselbe wie vorher, so giebt es im er- 
steren Falle 2”, im letzeren 2”! verschiedene Totalcharactere. 

Indessen ist wohl zu beachten, dass hieraus keineswegs folgt, dass es 
in Wirklichkeit ebensoviele Geschlechter gebe, als verschiedene Charactere 
von vornherein möglich sind. Im unserm Beispiel entsprechen nur der 
Hälfte von diesen wirklich Klassen oder Geschlechter, während es keine po- 
sitiven Klassen giebt, denen die Charactere 1, 4; R7; N23 oder 1, 4; NT, 
R23 oder 3, 4; R7; R23 oder 3, 4; N7; N23 zukommen. Über diesen 
sehr wichtigen Gegenstand wird unten weitläufiger gehandelt werden. 

Die Form (1, 0, — D), welche ohne Zweifel unter allen Formen mit 
der Determinante D für die einfachste zu halten ist, werden wir fortan 


”) 
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Hauptform, die gesamte Klasse, in welcher jene Form vorkommt, Haupt- 
klasse und schliesslich das ganze Geschlecht, in welchem die Hauptklasse 
enthalten ist, Hauptgeschlecht nennen. Man muss daher wohl unterschei- 
den zwischen einer Hauptform, einer Form aus einer Hauptklasse und einer 
Form aus einem Hauptgeschlecht; ebenso zwischen einer Hauptklasse und 
einer Klasse aus einem Hauptgeschlecht. Dieser Benennungen werden wir 
uns stets bedienen, auch wenn es zufällig für irgend eine Determinante an- 
dere Klassen ausser der Hauptklasse oder andere Geschlechter ausser dem 
Hauptgeschlecht nicht giebt, wie dies z. B. meistens der Fall ist, wenn D 
eine positive Primzahl von der Form 4» +1 ist. 


232. 


Obwohl das, was über die Charactere der Formen entwickelt worden 
ist, zunächst nur zu dem Zwecke angeführt wurde, um die Untereinteilung 
der positiven eigentlich primitiven Ordnung darauf zu gründen, so 
steht doch nichts im Wege, dasselbe auch auf negative oder auf uneigent- 
lich primitive Formen und Klassen auszudehnen und sowohl die positive 
uneigentlich primitive Ordnung als auch die negative eigentlich primitive 
Ordnung, als auch die negative uneigentlich primitive Ordnung nach dem- 
selben Prinzipe in Geschlechter einzuteilen. So kann z. B., nachdem die 
eigentlich primitive Ordnung der Formen mit der Determinante 145 in die 
beiden folgenden Geschlechter geteilt ist: 


R5, R29 | (1, 0, —145), (5, 0, — 29) 

N5, N29 | (8, 1, — 48), (3, —1, — 48), 
auch die uneigentlich primitive Ordnung in gleicher Weise in die beiden 
Geschlechter geteilt worden: 


R5, R29 | (4, 1, — 36), ( 4,—1, — 36) 

N5, 023 | Q, 1, — 2), (10, 3-19); 
oder, ebenso wie die positiven Klassen der Formen mit der Determinante 
— 129 in die vier Geschlechter zerfallen: 


1,4,.R8; Ras | (1, 0, 129), (10, 1,18), (10, —1.13) 
1,45. Na Na9) 0 1, oo) 55 261.65, %- 1, 20) 
34314885: 043,1 (8 0, AI, INT, 2,19) 
3,4; N4; R43 | (6, 3, 23), (11, 5, 14), (11, —5, 14), 
so scheiden sich auch die negativen Klassen in die vier Geschlechter: 
3,4; N3; N43 (4,0, — 129), 10,1, — 19,10 =-1 — 13) 
3,4; Rd; R43 21-0, 2'831 7—20,. 5-14 —20 
1,4; N3; R43 Ne DR a er DR 
1,4; RS; N43 -&3— 23), (—1,5—1M), (-1,—5, — 14), 
Da jedoch das System der negativen Klassen dem System der positiven 


Klassen stets ebenso ähnlich ist, dürfte es in den meisten Fällen überflüssig 
Gauss. 15 
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sein, jenes noch besonders aufzustellen. Wie man aber eine uneigentlich 
primitive Ordnung auf eine eigentlich primitive zurückführen kann, werden 
wir später zeigen. 

Was schliesslich die abgeleiteten Ordnungen betrifft, so sind für die 
Untereinteilung derselben neue Regeln nicht erforderlich. Denn da jede 
abgeleitete Ordnung aus irgend einer primitiven Ordnung (von kleinerer 
Determinante) entsteht, und die einzelnen Klassen jener sich von selbst 
nach den einzelnen Klassen dieser richten, so kann offenbar die Unter- 
einteilung einer abgeleiteten Ordnung aus der Untereinteilung der primitiven 
Ordnung hergeleitet werden. 


233. 


Wenn die (primitive) Form F= (a,b,c) derart beschaffen ist, dass sich zwei 
Zahlen g, % finden lassen, für welche 9’= a, gh=b, h?=c nach einem gege- 
benen Modulm wird, so werden wir jene Form den quadratischen Rest 


der Zahl m und ge-+hy einen Wert desAusdrucks van? + 2bxy + cy? 
(mod. m) oder kürzer (g, k) einen Wert des Ausdrucks ve b,:Wioder 
yF (mod. m) nennen. Allgemeiner werden wir, wenn der zum Modul m 


prime Multiplikator M von solcher Beschaffenheit ist, dass 
g?=aM, gh=bM, h?=cM (mod. m) 

gemacht werden kann, sagen, es sei M>(a, b, c) oder MF' quadratischer 
Rest von m und (g, A) ein Wert des Ausdrucks YM@, b, © oder 
yMF (mod. m). So ist z. B. die Form (3, 1, 54) quadratischer Rest von 
23 und (7, 10) ein Wert des Ausdrucks y (3, 1, 54) (mod. 23); analog ist 
(2, —4) ein Wert des Ausdrucks y5(10, 3, 17) (mod. 23). Der Nutzen 
dieser Definitionen wird später gezeigt werden; hier wollen wir nur die 
folgenden Sätze anführen. 


I. Ist M(a, b, c) quadratischer Rest der Zahl m, so wird diese in der 
Determinante der Form (a, b, c) aufgehen. Denn wenn (g, A) ein Wert 


des Ausdrucks yM(, b, ©) (mod. m) oder 
g?=aM, gh=bM, h?=cM (mod. m) 


ist, so wird 2?M?— acM?=0 oder (b?— ac)M? durch m teilbar sein. Da 
aber M prim zu m vorausgesetzt ist, so wird auch 5?—ac durch m 
teilbar sein. 

II. Ist M(a, b, c) quadratischer Rest von m und m entweder eine 
Primzahl oder die Potenz einer Primzahl, etwa gleich p#, so wird der 
Specialcharacter der Form (a, b, c) in Bezug auf die Zahl p entweder Rp 
oder Np sein, je nachdem M Rest oder Nichtrest von » ist. Dies folgt 
sogleich daraus, dass sowohl aM als auch cM quadratischer Rest von m 
oder von p und mindestens eine der Zahlen a, c nicht durch p teilbar ist 
(Artikel 230). 
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In analoger Weise ist, wenn m —4 ist (während das übrige ungeändert 
bleibt), entweder 1,4 oder 3,4 der Specialcharacter der Form (a, b, c), je 
nachdem M=1 oder =3 ist; ferner ist, wenn m=8 oder eine höhere 
Potenz von 2 ist, 1,8; 3, 8; 5,8; 7,8 der Specialcharacter der Form (a, b, c), 
je nachdem respective M=1; 3; 5; 7 (mod. 8) ist. 

III. Umgekehrt, wenn m eine Primzahl oder die Potenz einer ungeraden 
Primzahl, z. B. p#, ist, welche in der Determinante 52 — ac aufgeht, und 
ferner M entweder Rest oder Nichtrest von p ist, je nachdem der Character 
der Form (a, b, c) in Bezug auf p bezüglich Rp oder Np ist, so wird 
M(a, b, c) quadratischer Rest von m sein. Denn wenn « durch p nicht 
teilbar ist, so wird aM Rest von » und daher auch von m; wenn daher 9 


ein Wert des Ausdrucks yaM (mod. m), 7% der Wert des Ausdrucks 
2 (mod. m) ist, so wird = aM, ah=bg und daher: 


agh=bg?=abM und gh=bM, 
endlich 


a?=bgh= %M= EM — (b?— ac)M = acM 


und somit A®=cM, d.h. (g, h) ist ein Wert des Ausdrucks yM (a, b, c). 
Wenn aber a durch m teilbar ist, so ist es sicher e nicht ; hieraus ist leicht 
ersichtlich, dass man zu demselben Resultat kommt, wenn man für % einen 


Wert des Ausdrucks yeM (mod. m), für g den Wert des Ausdrucks © 
(mod. ») nimmt. 

In analoger Weise beweist man, dass, wenn m —=4 ist und in 5? — ac 
aufgeht und wenn ferner M entweder =1 oder =3 angenommen wird, je 
nachdem 1, 4 oder 3, 4 der Specialcharacter der Form (a, b, c) ist, M (a, b, c) 
quadratischer Rest von m sein wird. Ebenso auch, wenn m=8 oder eine 
höhere Potenz von 2 ist, durch welche 5? — ac teilbar ist, wenn ferner 
M=1;3;5; 7 (mod. 8) angenommen wird, je nachdem es der Special- 
character der Form (a, b, c) in Bezug auf die Zahl 8 erfordert, dass M (a, b, c) 
quadratischer Rest von m ist. 

IV. Wenn die Determinante der Form (a, b, ce) gleich D und M(a, b, c) 
Quadratischer Rest von D ist, so lassen sich sämtliche Specialcharactere der 
Form (a, b, c) sowohl in Bezug auf die einzelnen ungeraden Primteiler von D, 
als auch in Bezug auf die Zahl 4 oder die Zahl 8 (wenn sie in D aufgehen) 
aus der Zahl M sogleich erkennen. So sind z. B., da 3 (20, 10, 27) quadra- 
tischer Rest von 440, nämlich (150, 9) ein Wert des Ausdrucks y (20, 10,27) 
(mod. 440) und 3 N5, 3 Rl1 ist, die Charactere der Form (20, 10, 27) die 
folgenden: 3,8; N5; Ril. Nur die Specialcharactere hinsichtlich der 
Zahlen 4 und 8 haben, sobald diese nicht in der Determinante aufgehen, 
keinen notwendigen Zusammenhang mit der Zahl M. 

V. Umgekehrt, wenn die zu D prime Zahl M sämtliche Special- 
charactere der Form (a, b, c) in sich enthält (mit Ausnahme der Charactere 


15* 
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in Bezug auf die Zahlen 4 und 3, falls sie nicht in D aufgehen), so wird 
M (a, b,c) quadratischer Rest von D sein. Denn aus III ergiebt sich, dass, 
wenn die Zahl D auf die Form + A*B?CY ... gebracht wird, so dass A, B, C, .... 
verschiedene Primzahlen sind, M(a,b,c) quadratischer Rest der einzelnen 
Zahlen A*, BP, 07, ... ist. Wenn daher (U, W') ein Wert des Ausdrucks 


yM Ca, b,c) nach dem Modul A", (B, 8) ein Wert desselben Ausdrucks 


nach dem Modul BP, (&, ©) einer nach dem Modul C", u. s. w. ist, 
und die Zahlen g, h so bestimmt werden, dass 9=QU,B,&,..., h= 2,8, 
nach den Moduln A”, BP, O,.... respective ist (Artikel 32), so sieht man 
leicht, dass =aM, gh=bM, h?=eM nach sämtlichen Moduln 4°, BP, 0%... 
ist und daher auch nach dem Modul D, welcher das Product aus jenen ist. 

VI. Aus diesen Gründen werden derartige Zahlen wie M die 
characteristischen Zahlen der Form (a,b,c) genannt, und können nach V. 
mehrere derartige Zahlen ohne Schwierigkeit gefunden werden, sobald sämt- 
liche Speeialcharactere dieser Form ermittelt sind; die einfachsten von 
ihnen lassen sich meistens am leichtesten durch Probieren finden. Offenbar 
werden, wenn M eine characteristische Zahl einer gegebenen primitiven 
Form mit der Determinante D ist, alle Zahlen, welche M nach dem Modul 
D congruent sind, characteristische Zahlen derselben Form sein; ferner 
haben die Formen in derselben Klasse oder auch die in verschiedenen 
Klassen desselben Geschlechts enthaltenen dieselben characteristischen 
Zahlen, weshalb jede characteristische Zahl einer gegebenen Form auch der 
ganzen Klasse und dem ganzen Geschlecht beigelegt werden kann; endlich 
ist 1 stets die characteristische Zahl einer Hauptform, Hauptklasse und 
eines Hauptgeschlechts oder jede Form aus einem Hauptgeschlecht qüadra- 
tischer Rest von ihrer Determinante. 

VIl Ist (g,h) ein Wert des Ausdrucks V M (a, b, c) (mod. m) und = 9, 
h=h (mod. m), so ist auch (g’, %W) ein Wert desselben Ausdrucks. Der- 
artige Werte können als äquivalent betrachtet werden; sind dagegen (9, h), 
(g’, W) Werte des Ausdrucks yM (a,b, c) (mod. m), ist jedoch nicht gleich- 
zeitig ’=g, W=h (mod. m), so sind jene Werte als verschieden zu 
erachten. Offenbar wird, wenn (g, A) ein Wert eines solchen Ausdrucks ist, 
auch (—g, —h) ein solcher sein, und man zeigt leicht, dass diese Werte 
immer verschieden sind, wofern nicht m—=2 ist. Ebenso leicht zeigt man, 


dass der Ausdruck yM (a, b, c) (mod. m) mehr verschiedene Werte als zwei 
solche (entgegengesetzte) nicht haben kann, wenn m entweder eine ungerade 
Primzahl oder die Potenz einer ungeraden Primzahl oder gleich 4 ist; dass 
es aber, wenn m—=8 oder eine höhere Potenz von 2 ist, im Ganzen vier 
solche giebt. Hieraus folgt mit Hülfe von VI. leicht, dass es, wenn die 
Determinante D der Form (a, b, c) gleich £ Dr AT BE risk, worA, Bulias 
von einander verschiedene ungerade Primzahlen, deren Anzahl gleich n sei, 
bezeichnen, und wenn M eine characteristische Zahl jener Form ist, im 
Ganzen entweder 2” oder "+! oder 2”? verschiedene Werte des Aus- 
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drucks yYM(a,b,c) (mod. D) giebt, je nachdem p. entweder <2 oder 
—2 oder >2 ist. So erhält man z. B. sechzehn Werte des Ausdrucks 


y7(12, 6, — 17) (mod. 240), nämlich (#18, #11), (#18, #29), (#18, #91), 
18,26 109) GE 7810) (7 EB) TB, EL, (18,108, 
Einen ausführlicheren Beweis fügen wir der Kürze halber nicht hinzu, da 
er für das Folgende nicht so notwendig ist. 

VIII. Schliesslich bemerken wir, dass, wenn D die Determinante zweier 
äquivalenten Formen (a, b, c), (a, b’, €), M ihre characteristische Zahl ist 
und die erste in die zweite übergeht durch die Substitution «a, ß, y, ö, als- 


dann aus jedem Werte des Ausdrucks YM(a,b,c) z. B. aus (g, 7) sich ein 


Wert des Ausdrucks Y(a‘, b', c‘) ergiebt, nämlich (ag + yh, Pg + öh). Den 
Beweis wird jeder ohne Schwierigkeit ableiten können. 


Von der Composition der Formen. 


234. 

Nachdem wir dies über die Einteilung der Formen in Klassen, Ge- 
schlechter und Ordnungen vorausgeschickt und die allgemeinen Eigen- 
schaften, welche sich aus diesen Unterscheidungen unmittelbar ergeben, 
entwickelt haben, gehen wir zu einem andern sehr wichtigen, bisher noch 
von Niemand berührten Gegenstande, nämlich der Composition der For- 
men, über. Am Beginn dieser Untersuchung schieben wir sogleich, um 
nicht nachher die fortlaufende Reihe der Beweise unterbrechen zu müssen, 
ein den folgenden 

Hülfssatz. Hat man vier Reihen ganzer Zahlen: 


ou ea 


welche aus gleich vielen (nämlich »--1) Gliedern bestehen und 
so beschaffen sind, dass 


cd — de‘, cd’ — de”,..„ dd" —ded",.. 

respective gleich 
k(ab' — ba’), klab" — ba’'),..., kab"—b’a’),... 
sind, oder dass allgemein 
s 
De) _ AOL — kla®ıu® BE v9.) 

ist, wo keine gegebene ganze ZahlistundA, nirgend welchevon 
einander verschiedene ganze Zahlen zwischen O und ninel. sind, 


& für R 3 I) A, 
deren grössere p sei”), und ausserdem sämtliche am — Nam 


*) Indem man a als a°, db als 5° u.s. w. betrachtet. — Ubrigens wird offenbar 
dieselbe Gleichung gelten, auch wenn A= p, oder A > p. ist. 
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keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so lassen sich vier 
ganze Zahlen a, ß, y, © von der Art finden, dass 


aa+-Ppb=c, aa +Pb = Ce, aa’ +Bo"—c", 
sat ob da... > 0b=d, Ya ob —d.,... 
oder allgemein 
aa”) 38 Bu 3 cm, ya) A 8) N) 


ist. Ist dies geschehen, so ist: 
dö—Py=k. 


Da nach Voraussetzung die Zahlen ab’— ba’, ab" —ba’', ..., ab’ —V’a”,... 


(deren Anzahl gleich 4n(n + 1) ist) keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, so lassen sich ebenso viele andere ganze Zahlen finden, so 
dass, wenn man jene mit diesen respective multipliciert, die Summe der 
Producte gleich 1 wird (Artikel 40). Diese Multiplikatoren mögen mit (0,1), 
(0,2), ... (1,2), ... oder allgemein der Multiplikator von a®u® — 99a ®) 
mit (A, p) bezeichnet werden, so dass 


>Q, ") (PM) 282 v9) en. 


ist. (Durch den Buchstaben 2 bezeichnen wir das Aggregat aller Werte 
des nachfolgenden Ausdrucks, welche dadurch entstehen, dass man A, u alle 
verschiedenen Werte zwischen O0 und n, bei denen u>>A ist, beilegt.) Setzt 
man hierauf: 

Dun u) (cd A u». P) — a, Se u) (aM) Ba: cOaP) —ß 

20, u) (am) a una") —y, 2Q, p) (aPaP Be, AP a) A) 


so werden diese Zahlen «, ß, y, ö die vorgeschriebenen Eigenschaften besitzen. 
Beweis. I. Bezeichnet v irgend eine ganze Zahl zwischen 0 und », so ist: 


aa” + ae EN & 1) (c NN _ DM a aa _ Mar) 
ee 20, ) (ce INI.N _ AD. c) 


In, \ 
—| ne I2a, k.) (ca Kal AD et )) 


2 COLA, 1) (a9 y®) a uam) 
AV) 
=(C 


Und durch analoge Rechnung findet man: 


ya” +80 — aM. 
II. Da somit 


Mai, Ana + ap 


Composition der Formen, 


ist, so wird: 
OA) Bi u» c®) Ba ala ® 9) Kb u» a®) 


und analog: 


aD —_ IP — Bam — va) 
IP _ NP = (amd — IN ®) 
ade —_ A = öl H® EN va), 


und aus diesen Formeln lassen sich die Werte von a, ß, y, ö viel leichter 
finden, wenn man nur A, p so annimmt, dass am — d® a nicht gleich 
0 ist, was sicher möglich ist, weil nach Voraussetzung nicht alle 
amp) — 9Pa®) einen gemeinschaftlichen Teiler haben und daher nicht 
sämtlich gleich 0 sein können. — Aus eben diesen Gleichungen ergiebt 
sich, wenn man die erste mit der vierten, die zweite mit der dritten multi- 
plieiert und subtrahiert: 


Ne Ne AED —_ DEN (Da) —_ AD. 
(a5 — By) (ab B 0‘) (ab Dr ’a.) (00 d“’c 
nm (amp a vd), 


und daher notwendig: 
a — Py=k. 


238% 
Wenn die Form 
AX?+2BXY+- Cl”? =F 


übergeht in das Product zweier Formen: 


RD) ER) 


aar+ty ph, Ar +Hl?—=f 
durch eine Substitution von der Form: 


X— pax' + pay + pP" ya + 2" yy 
Y— gas’ + gay’ + "ya + a’ yy 


(was wir der Kürze halber im Folgenden stets so ausdrücken werden: 
Wenn F in ff’ übergeht durch die Substitution p, »', 2", pP’; 4, d, d’; 
g'’’)*), so werden wir einfach sagen, die Form F sei transformierbar in 
ff’; ist diese Transformation überdies so beschaffen, dass die sechs Zahlen 


22 In „m. 


BR KÄL 


»d— ar’, Pd’— ap", 2a" — ap", Pd’— gr", pad — ap 

*) Bei dieser Bezeichnung hat man also auf die Reihenfolge sowohl der Ooeffi- 
cienten p, p', ... als auch der Formen f, f' wohl zu achten. Man sieht aber leicht, 
dass, wenn man die Reihenfolge der Formen f, f' derart ändert, dass die erste zur 
zweiten wird, die Coeffieienten p', g’ mit p”, g” zu vertauschen sind, jeder der übrigen 
aber an seinem Platze bleibt. 
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keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so werden wir die Form F aus 
den Formen f, f! zusammengesetzt (componiert) nennen. 

Wir werden unsere Untersuchung mit der allgemeinsten Annahme 
beginnen, nämlich dass F in /f’ durch die Substitution p, p', 2,22 
d, q’, g" übergeht, und wollen entwickeln, was daraus folgt. Offenbar 
werden dieser Annahme die folgenden neun Gleichungen völlig äquivalent 
sein (d. h. sobald diese Gleichungen stattfinden, wird die Form F durch 
die genannnte Substitution in /f’ übergehen und umgekehrt): 


[1] Ap +2Bpg +02 =aua 
[2] Ap? +2BEpd + =ac 
[3] Ap''? + 2Bp"g" er Cq'? — ca’ 
[4] Ap'''? a 2Bp" + cq'"2 — cc’ 
[5] App +Blpd +gaP) +0 ab 
[6] App” + B(pg" ie qp") ie gg" — ba 
[7] Ap'p'"' = B(pd" en 0.0:)) gg’ = be’ 
[8] Ap'p' + B(p"d"”+ g"p'") m od’gd" —— cb’ 
[0] Alan" +29”) + Beog "+ 90" + Pd’ + 49”) + Ca” + a) = Ub. 


Es seien die Determinanten der Formen F, f, f' respective D, d, d', 
die grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen A, 25,0; a 2b ce. a, 
2b', c' respective M, m, m’ (die wir als positiv genommen voraussetzen); 
ferner bestimme man sechs ganze Zahlen A, B, &, W, B, & derart, dass 


% 


Ya+2Bb+&=m Wat 2BV + dm 
ist; endlich bezeichne man die Zahlen 
27 — a, 2d’—qan", ad” — ap", Pd’— dp", Pd” — dp", pl" — gg" 
respective mit P, Q, R, $S, 7, U, und deren grössten gemeinschaftlichen 
positiv genommenen Teiler mit %. — Setzt man dann: 
[10] App” + B(pg” + 9p") + Ca” — WA, 
so wird nach Gleichung [9]: 
[11] App" + B(pd’+ ap") + = — A. 


Aus diesen elf Gleichungen [1] bis [11] leiten wir die folgenden neuen 
Gleichungen her*): 


*) Diese Gleichungen entstehen so: [12] aus [5° — [1]- [2]; [13] aus [5] - [9] 
— [1-7] — B1- [6]; [14] aus [10]- [11] — [6]-[7]; [15] aus [51-18] -+ [5]- [8] 
+ [10 — [11 — [1] - 4] — [21-131 — [6] - [7] — [6] - [7]; [16] aus [8] - [9] — [3] - [7] 
— [41-16]; [17] aus [8]? — [3] - [4]. Die Ableitung der übrigen sechs geschieht in 
derselben Weise, wenn man nur die Gleichungen [2], [5], [7] mit den Gleichungen 
[3], [6], [8] resp. vertauscht und die andern [1], [4], [9], [10], [11] der Reihe nach 
an ihrem Platze lässt, nämlich [18] aus [6]®— [1] - [3], u. s. w. 


Be een ne Se or a 


Composition der Formen. 


DP?— 42 
DP(R— S)—= ab 
DPU = d’ac — (A? — dd’) 
D(R— 8% = 440? + 2(&? — de’) 
D(R— S)U— 2d'be 
DRrEd@ 
DO! = 40° 
DAR + 5) = 2da’v 
DOT = da’ — (A — dd’) 
D(R + 8)? = 4db'? + 2(A2— der) 
D(R+S)T= 2db'e 
DI? —=06% 


Aus diesen folgen wiederum die beiden: 


0 = 2da? (A? — dd‘) 
0= (A? — da)? — Wach? — dd’), 


nämlich die erste aus [12]-[15] — [13]- [13], die zweite aus [14]-[14] 
— [12]. [17], und hieraus ist leicht ersichtlich, dass notwendig A? — dd’—= 0 
ist, mag @ gleich Null sein oder nicht.*) Wir setzen daher voraus, dass 
auf den rechten Seiten der Gleichungen [14], [15], [20], [21] der Aus- 
druck A? — dd’ fehle. 
Setzt man jetzt: 
UP +B(R—S) +8U = mn 
UVO+B(R+IN)+ET=mn 


(wobei wohl zu beachten ist, dass », »’ auch Brüche sein können, obwohl 
mn', m'n notwendig ganz sind), so folgt leicht aus den Gleichungen [12] 
bis [17]: 

Dm’n? = d’ Aa + 2B8b + Ce)? = d’m? 
und analog aus den Gleichungen [18] bis [23]: 

Dn’m®?—=dAd+ 28V + ec)? = dm”. 


Es ist daher d= .Dn?, d= Dw’?, woraus wir als erste Folgerung erhalten: 
Die Determinanten der Formen F, f, f’ stehen notwendig in dem 
Verhältnis von Quadratzahlen zu einander, und als zweite Fol- 
gerung: D geht stets in den Zahlen dm’?, d’m? ohne Rest auf. 
Hieraus geht hervor, dass D, d, d’ dasselbe Zeichen haben, und dass keine 
Form in das Produet /f’ transformierbar ist, deren Determinante grösser ist, 
als der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm’?, d’m?. 


Multipliciert man die Gleichungen [12], [13], [14], ebenso auch die 
Gleichungen [13], [15], [16] sowie [14], [16], [17] respective mit U, 8, 6, 


*) Diese Ableitung der Gleichung A’—=dd' genügt zum vorliegenden Zwecke; 
sonst hätten wir ein eleganteres, hier aber zu weitläufiges Verfahren angeben können, 
um aus den Gleichungen [1] bis [11] die Gleichung 0 = (A? — dd’)? direct abzuleiten. 
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addiert die jedesmaligen drei Prodnete, dividiert die Summe durch Dmn’ 
und schreibt Dn’? für d’, so erhält man: 


P=an, R-S=2n, UT=m. 


Auf analoge Weise erhält man, wenn man die Gleichungen [18], [19], [20], 

ferner [19], [21], [22] sowie [20], [22], [23] respective mit W, 8’, €’ mul- 

tiplieiert: 
Q=an, R+S=%n T=cn. 


Hieraus erhält man als dritte Folgerung: Die Zahlen a, 2b, c sind pro- 
portional den Zahlen PA, R—S, U, und wenn man das Verhält- 
nisjenerzu diesen gleich 1:»’ setzt, so ist w die Quadratwurzel 
d 

ausn; ebenso haben die Zahlen a’, %#, cd zu Q, R-+S, T dasselbe 
Verhältnis und wenn man dasselbe gleich 1:» setzt, so ist n 

! / 
die Quadratwurzel aus 2 


Übrigens können die Grössen n, »’ sowohl die positiven als auch die 


! 


d 5 rar, ß 
7: pen worauf wir eine Unterscheidung 


gründen, die beim ersten Anblick zwecklos erscheint, deren Nutzen aber im 
Folgenden hinreichend zu Tage treten wird. Wir werden nämlich sagen, 
bei der Transformation der Form Fin ff’ werde die Form f direct genommen, 
wenn » positiv, invers, wenn » negativ ist, und analog werde /” direct 
oder invers genommen, je nachdem »’ positiv oder negativ ist. Tritt aber die 
Bedingung hinzu, dass k—1 sei, so heisst die Form F entweder aus beiden 
Formen f, f’ direct, oder aus beiden invers, oder aus f direct und aus f" 
invers, oder aus finvers und aus /’ direct zusammengesetzt, je nachdem 
entweder beide Zahlen n, »’ positiv, oder beide negativ, oder die erste po- 
sitiv und die zweite negativ, oder die erste negativ und die zweite positiv 
ist. Übrigens wird jeder leicht erkennen, dass diese Beziehungen von der 
Reihenfolge, in welcher f, f’ aufeinanderfolgen (Vgl. die erste Anmerkung 
zu diesem Artikel), nicht abhängen. 

Ferner bemerken wir, dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der 
Zahlen P, Q, R, $, T, U nämlich % in den Zahlen mn’, m’n (wie aus den 
oben abgeleiteten Werten hervorgeht) und daher das Quadrat A? in m®n’?, 
m'?n? und Dk? in d’m?, dm’? aufgeht. Aber auch umgekehrt wird jeder 
gemeinschaftliche Teiler von mn’, m’n in k aufgehen. Denn es sei e ein 
solcher Teiler, der offenbar auch in den Zahlen an’, 2bn’, cn’, a'n, 2b’n, c'n 
d. h. auch in den Zahlen P, R—S, U, Q, R+S, T und folglich auch in 


negativen Quadratwurzeln von 


2 ” 
2R und 25 aufgehen wird. Wäre nun — eine ungerade Zahl, so würde 


28... ; 
auch 7, eine ungerade Zahl sein müssen (da die Summe und Differenz 
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gerade Zahlen sind) und somit würde auch ihr Product ungerade sein. 


5 And 4 
Dieses Product ist aber gleich = ("?n? — bin?) = w) (d’n?+ ac’ n?—dn’?—acn‘?) 


'c'n? — acn'?) und daher gerade, weil e in a’n, c'n, an’, cn’ aufgeht. 


Daher ist notwendig gerade und daher R und ebenso $ durch e teilbar. 


Da somit e in allen sechs Zahlen P, ©, R, S, T, U aufgeht, so wird es 
auch in ihrem grössten gemeinschaftlichen Teiler % aufgehen. — Hieraus 
folgt, dass % der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen mn', m’n ist, 
woraus leicht ersichtlich ist, dass DA? der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der Zahlen dm’?, d’m? ist. Dies ist die vierte Folgerung. Offen- 
bar also wird, wenn F aus f und f’ zusammengesetzt ist, D der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm’? und d’m? sein und umgekehrt, 
und diese Eigenschaft kann auch als Definition einer zusammen- 
sesetzten Form genommen werden. Eine aus den Formen f, f’ 
zusammengesetzte Form hat demnach unter allen Formen, 
welche in das Product /f' transformierbar sind, die grösst- 
mögliche Determinante. | 

Bevor wir weiter vorschreiten können, müssen wir vor Allem den 
Wert von A, der, wie wir gezeigt haben, gleich Ydd' = y_D’n’n’? ist, dessen 
Vorzeichen aber bisher noch nicht bestimmt worden ist, genauer definieren. 
Zu diesem Zwecke leiten wir aus den Fundamentalgleichungen [1] bis 
[11] die Gleichung her: DPQ = Aaa’ (die aus [5] -[6] — [1]: [11] erhalten 
wird) und somit: Daa'nn’—= Aaa’, woraus, wenn nicht eine der Zahlen a, 
a’ gleich O ist, folgt: A= Dnn’. Aber in genau derselben Weise lassen 
sich aus den Fundamentalgleichungen acht andere Gleichungen ableiten, 
bei denen auf der linken Selte D»n’ und auf der rechten A multiplieiert 
sind mit 2ab', ac’, 2ba’, Abb’, 2bc', ca’, 2cb', cc'”), woraus, weil weder alle 
a, 2b, c, noch alle a’, 25, c’ gleich O sein können, leicht folgt, dass in 
allen Fällen A= Dnn' wird und daher A dasselbe Zeichen hat wie D, d, d’ 
oder das entgegengesetzte, je nachdem », »’ dasselbe oder verschiedenes 
Vorzeichen haben. 

Ferner bemerken wir, dass die Zahlen aa’, 2ab’, ac’, 2ba’, Abb’, 2bc', ca’, 
2ch', cc’, 2bb' + 2A, 2bb’— 2A sämtlich durch mm’ teilbar sind. Von den 
neun ersten ist dies an sich klar, von den beiden andern aber kann dies 
auf ähnliche Weise bewiesen werden, wie wir oben zeigten, dass R und 8 
durch e teilbar sind. Offenbar nämlich sind 45b’+4A und 4bb’— 4A durch 
mm’ teilbar (da 4A —= y16dd’ und 4d durch m?, 4d’ durch m’? und somit 
16dd’ durch m?m'? und 4A durch mm’ teilbar ist) und die Differenz der 
Quotienten eine gerade Zahl; man zeigt aber leicht, dass das Product aus 


*), Die Ableitung, die der Leser leicht selbst wird finden können, müssen wir 
der Kürze halber unterdrücken. 


236 Fünfter Abschnitt. [Art. 235] 


den Quotienten eine gerade Zahl ist, woraus folgt, dass jeder der beiden 
Quotienten gerade und 200’-+ 2A sowie 25b’— 2A durch mm!’ teilbar ist. 

Aus den elf Fundamentalgleichungen leitet man nun leicht die folgenden 
sechs Gleichungen her: 


AR ug 2ab'gad + acq? 
AQ2 — aa.g'? 2ba’aq’' -+ ca’q? 
AR? = aaq"? — 2(bb’ + A)gq”’ -+ cc'q? 
AS? = acd'? — 2(bb’ — A)g’g" + ca’g'? 
AT2 — ac"? Rt cg'd” u cc'g'? 
ATI eng" 2 Br: 2b’ dd" + ce». 


Demnach sind sämtliche Grössen AP?, AQ2, ... durch mm’ teilbar, 
woraus, da %? der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen P2, Q°, R3,... 
ist, leicht folgt, dass auch AA? durch mm’ teilbar ist. Substituiert man 

j : a 1 
aber für a, 2b, c, a, 2b, € ihre Werte FrIREE oder vn (pl — qP‘), ..., So 
gehen diese Gleichungen in sechs andere über, in denen auf den rechten 
2 i 
Seiten die Producte aus der Grösse ae (dq’—gaqg') und den Zahlen P2, 
Q?, R?,... stehen. Die sehr einfache Rechnung überlassen wir dem Leser. 
Hieraus ergiebt sich (da nicht alle Grössen P2, Q2, ... gleich 0 sein können): 
Ann — au — gg" 

Auf analoge Weise leitet man aus den Fundamentalgleichungen sechs 
andere Gleichungen her, welche sich von den vorstehenden nur dadurch 
unterscheiden, dass für A überall C und für q, q', q'’, q’’ respective p, p',p", np” 
steht, und die wir der Kürze halber nicht herschreiben. Aus diesen folgt 
in derselben Weise, dass CA? durch mm’ teilbar und Onn’—= p'p'"— pp’ ist. 

Schliesslich fliessen aus derselben Quelle die folgenden sechs Gleichungen: 


000g, 4 ob (od +4P) —acyg 
BY? = —aap"g’ + ba’ (pgd' +gp") — ca'pq 
BR? = — aa'p'"g" + (bb’+A)(pa"” +ap"”) — cc'pq 
BS? = — acp'gd’ + (bb"—A)(pd' +g'p") — ca'p'gy 
BT? ne acp"gq" ihr be’ (Da - dp") MD cp’ 
BU: — ErRR cap" y" + cb’ (Pd + dp") — cp q", 


aus denen ebenso wie vorher folgt, dass 25%? durch mm’ teilbar und 
2.Bnn' = pa" + an" — p'd' — dp" ist. | 

Da nun also Ak?, 2.bk?, Ck? durch mm’ teilbar sind, so sieht man leicht, 
“dass auch Mk? durch mm’ teilbar sein muss. Aus den Fundamental- 
gleichungen ergiebt sich aber, dass M in aa’, 2ab', ac’, 2ba’, Abb’, 2bc', ca’, 
2cb', ce und daher auch in am’, 2bm’, cm’ (welche die grössten gemein- 
schaftlichen Teiler respective der drei ersten, der drei mittleren und der drei 
letzten dieser neun Zahlen sind) und schliesslich auch in nm’, welches der 
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grösste gemeinschaftliche Teiler dieser letzten drei Grössen ist, aufgeht. 
Demnach muss offenbar in dem Falle, wo die Form F aus den 
Formen f, f' zusammengesetzt oder k=1 ist, notwendig MN —= mm’ sein. 
Dies ist die fünfte Folgerung. 

Wenn der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, B, © gleich 
St ist, so ist derselbe entweder gleich M (falls die Form F eigentlich 
primitiv oder aus einer eigentlich primitiven Form abgeleitet ist) oder gleich 
4 M (falls die Form 7’ uneigentlich primitiv oder aus einer uneigentlich 
primitiven Form abgeleitet ist). Bezeichnet man analog die grössten ge- 
meinschaftlichen Teiler der Zahlen a, b, c; a’, b’, € respective mit m, m’, 
so ist m entweder =m oder =4m und m’ entweder = m’ oder = 4m’. 
Offenbar geht nun m? in d, m’? in d’ und daher m?m’? in dd’ oder A? und 
mm’ in A auf. Hiernach folgt aus den sechs letzten Gleichungen für 
BP?,...., dass mm’ in Bk? und daher (da es auch in AA? und 0%? aufgeht) 
auch in M%2 aufgeht. So oft daher F aus f, f' zusammengesetzt ist, geht 
mm’ in M auf. Wenn daher in diesem Falle jede der beiden Formen f, f’ 
eigentlich primitiv oder aus einer eigentlich primitiven Form abgeleitet, 
oder wenn mtet’=mm’—= M ist, wird M=M oder also F eine Form 
gleicher Art sein. Wenn aber unter derselben Voraussetzung entweder 
jede der beiden Formen f, f’ oder wenigstens eine von beiden uneigentlich 
primitiv oder aus einer uneigentlich primitiven Form abgeleitet ist, z. B. 
die Form f, so folgt aus den Fundamentalgleichungen, dass aa, 2ab', ac, 
ba’, 2bb', bc’, ca’, 2cb', ec’ und somit auch am’, bm’', cm’ und hiernach auch 
mn’ —=4mm'—=4M durch M teilbar sind. Demnach ist in diesem Falle 
notwendig M—=4M, oder es ist auch die Form F' entweder uneigentlich 
primitiv oder aus einer uneigentlich primitiven Form abgeleitet. Dies macht 
die sechste Folgerung aus. 

Schliesslich bemerken wir, dass, wenn das Bestehen der neun 
Gleichungen 


an=Pp Me R—S, m =U 
an—Q, 2ön=R+S,vcn=T 


Ann = ad — gg", 9,Bnn = 20 + a" — Pd — pP", Onn’ = pp" — pp" 


(die wir, da wir im Folgenden öfter auf sie zurückkommen müssen, mit Q 
bezeichnen wollen) vorausgesetzt wird, nachdem bisher n, n’ als Unbe- 
kannte betrachtet wurden, von denen jedoch keine gleich O ist, durch Sub- 
stitution leicht bestätigt werden kann, dass auch die Fundamentalgleichungen 
[1] bis [9] notwendig gelten, oder dass die Form (A, B, C) durch die Sub- 
stitution 9, p', pP", 2"; 4 d’, q’, d'' in das Product der Formen (a, b, c), 
(a’, b’, €’) übergeht und dass ausserdem 


DE — ac— n?(B? — AC), 2? — a’c' = n?(B? — AC) 


ist. Die Rechnung, welche hierherzusetzen zu weitläufig sein würde, über- 
lassen wir dem Fleisse des Lesers. 
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236. 

Aufgabe. Wenn zwei Formen gegeben sind, deren Determi- 
nanten entweder gleich sind oder wenigstens in dem Verhältnis 
zweier Quadratzahlen zu einander stehen, so soll man die aus 
jenen zusammengesetzte Form finden. 

Auflösung. Es seien (a, b, c)=f, (a', d’, €)—=f’ die zu componieren- 
den Formen, d, d’ ihre Determinanten, die grössten gemeinschaftlichen Fac- 
toren der Zahlen a, 2b, c; a’, 2b’, c' resp. gleich m, m’, und der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm’?, d’m?, mit demselben Zeichen wie 
dm’? d'm? 
DE "De 
positive Zahlen und ihr Product eine Quadratzahl sein; daher sind sie selbst 


d, d' genommen, gleich D. Dann werden zu einander prime 


Quadrate (Artikel 21). Demnach sind 2 und y& rationale Zahlen, die 


wir gleich n, »’ setzen, und zwar werden wir für n den positiven oder ne- 
gativen Wert nehmen, je nachdem die Form f in die Composition entweder 
direct oder invers eingehen soll, und ebenso werden wir das Zeichen von 
n' nach der Art und Weise bestimmen, auf welche f’ in die Composition 
eingehen soll. Es werden daher mn’, m’n ganze zu einander prime Zahlen 
sein, während z, »’ auch Brüche sein können. Nachdem dies so geschehen, 
bemerken wir, dass an’, cm’, a'n, c'n, bn’ +b'n, bn’ — b’n ganze Zahlen 


; en : i a 
sind, was hinsichtlich der vier ersten von selbst klar ist (da an’ = = mn 


u.s. w. ist); hinsichtlich der beiden andern aber wird dies in derselben Weise 
bewiesen, wie oben im vorhergehenden Artikel gezeigt wurde, dass R und 
S durch e teilbar seien. 

Man nehme nun vier ganze Zahlen DO, D’, DO’, D’” nach Belieben, nur 
unter der einen Bedingung an, dass die vier in den folgenden Gleichungen 
(I) auf der linken Seite stehenden Grössen nicht sämtlich gleich 0 werden, 
und setze: 

D’ an +D” an +D”(bn’ + b'n)—=pg 
win DD an HD” en — D” (bn’ — b'n) = pg’ 
Den —D an +dD (bin —bn)= ng” 
— Van" —D cn—dD (In +Hbn)=pgq”, 


so dass q, q’, Q’, q’"’ ganze Zahlen werden, welche keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben, was erreicht wird, wenn man für 1. den grössten gemeinschaft- 
lichen Teiler der vier Zahlen, welche in diesen Gleichungen auf der linken 
Seite stehen, nimmt. Dann lassen sich somit nach Artikel 40 vier ganze 
Zahlen B, P, B”’, P”’ von der Beschaffenheit finden, dass 


17 - Br+ R’d"+ a 1 


ist. Ist dies geschehen, so bestimme man vier Zahlen », p’, p', p'” durch 
die folgenden Gleichungen: 
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B an +P' an + WB" (in + bn)=p 
(m) —B an+ m RB" (id — b’n)=p' 
P’nd—B an +VP (m—bn)=p" 
— VW a" —V cn VD In+Un)=p". 


Endlich setze man: 


22 


dd — a Ann‘, »q = qp' "—pd— a0 2.Bnn', pp" — pp 
Alsdann werden A, B, © ganze Zahlen und die Form (A, B, C)=F 
wird aus den Formen f, f! zusammengesetzt sein. 
Beweis. I. Aus den Gleichungen (I) ergeben sich ohne Schwierigkeit 
die folgenden vier Gleichungen: 


"— Onn. 


0=qg n—d" en — d"'(bW" — Un) 
0=qg mn-+ gen — (bn’ + b'n) 
0=d"an+qg den—d (bn-+b'n) 
0=d’an—dq an—gq (bn"— Un). 


(I) 


II. Nehmen wir jetzt an, dass ganze Zahlen A, B, 6, W, 9, ©, 
N, N derart bestimmt seien, 1 
Ya -+2Bb +6 =m 
Ya’ + 28V + Cc—=m' 
mn +Wmn—= 1 
ist, so wird: 


Hal n’ + 2BEIN + EN’ + WaNn + 2BVNn + CV ENn —=1. 


Hiernach und mit Hülfe der Gleichungen (III) bestätigt man leicht, 
dass, wenn | 


— ! UN — URN" (BDN+BEN= 0 
g AM —- C’ER+ 4 B- BEN = ıq 
age: Dom +g AIR BÜ-BI=g 
VEN + EN +4 BV+-+BM=q" 
gesetzt wird, die Gleichungen gelten: 
q’ an'+ ga’an a ga" (bn’+ b’n) —gq 
—( an-+ I a (W—bn)=g 
mn —g an+y (m—bn)=dq" 
— an —qg cen—ga wW+Un)=q". 


(IV) 


So oft „—=1 ist, sind diese Gleichungen nicht notwendig, vielmehr 
können an ihrer Stelle die Gleichungen (I), denen sie vollständig analog 
sind, beibehalten werden. Wenn nun aus den Gleichungen (II), (IV) die 
Werte von Ann’, 2Bnn', Onn’ (d. h. der Zahlen g’g"’—gq’”,...) entwickelt 
werden, und das, was sich gegenseitig aufhebt, en a so findet 
man, dass die Teile der einzelnen Werte entweder Producte aus ganzen 
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Zahlen und nn’ oder Producte aus ganzen Zahlen und dn’? oder aus ganzen 
Zahlen und d’n? sind und dass ausserdem die sämtlichen Bestandteile von 
2Bnn’ den Factor 2 enthalten. Hieraus schliesst man (da dn?—= d’n? und 
d’n? 

nn 


= ydd’ ganze Zahlen sind), dass A, B, C ganze Zahlen 


III. Substituiert man aus den Gleichungen (II) die Werte von p,p' 
p", p", so bestätigt man leicht mit Hülfe der Gleichungen (III) und der 
Gleichung 
%q - %g ı- 1”gq" ai Bd = 1 
dass 


m rn 


2q' — qp' en an, 2" — gp — Pd’ + Mn 2bn', » q —q’p"— en 


2 ap" = a'n, 2 ap" + nd" — ap — Un, pg" 9" — cn 


ist, und diese Gleichungen sind identisch mit den sechs ersten von @ im 
vorigen Artikel; die drei übrigen aber finden bereits infolge der Voraus- 
setzung statt. Daher geht (vgl. den Schluss des vorigen Artikels) die Form 
F' durch die Substitution p», p', p", 2’; q, d', q’, q’' in ff‘ über und ihre 
Determinante ist gleich D oder gleich dem grössten gemeinschaftlichen 
Teiler der Zahlen dm’?, d’m?; mithin ist der vierten Folgerung im vorher- 
gehenden Artikel zufolge F aus f und f’ zusammengesetzt. — Endlich ist 
leicht ersichtlich, dass F’ aus f, /’ derartig zusammengesetzt ist, wie vor- 
geschrieben ist, da die Zeichen der Grössen », »’ schon von Anfang an 
richtig bestimmt sind. 


237. 


Satz: Wenn die Form F in das Product zweier Formen ff’ 
transformierbar ist und die Form f’ die Form f” enthält, so 
wird F auch in das Product der Formen f, f” transformierbar 
sein. 

Beweis. Man behalte für die Formen F, /, f' sämtliche Bezeichnungen 
des Artikels 235 bei; die Form f"’ sei gleich (a, d’, ec”), und es gehe f’ 
in f” über durch die Substitution «a, ß, 7, ®. 

Dann sieht man ohne Mühe, dass F in /f” übergeht durch die Sub- 
stitution 

rm, pm, mm, Pop 
aa +, Patty, ad’ ra”, Pa’+ög”. W.z.b.w. 


Setzt man der Kürze wegen die Coefficienten 
ap + pP’, Bp + %p',....=B,P,P”,P”; D,V, DO”, D’” respective 


und die Zahl a — Bye, so bestätigt man aus den Gleichungen @ des 
Artikels 235 leicht die Gleichungen: 
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PO’ -DP% =ane 
SD! SIR BD” er ap” a Ibn’e 
1%” SR DD Te en’e 
PO’— OP’ = udn + 2ayb'n + Yen =a'n 
RO’ — DB”’+ 18 I Ay BR er om 
1,94 bi DB” — c'n 
DD” — DD” —= Ann’e 
RO”’+ DB” ER PO” arg. o’P” Be 9Bnn’e 
%P' N 1° Nm en Onn’'e. 


Wird jetzt die Determinante der Form f” mit d’”’ bezeichnet, so ist e die 


[24 


d ! ni ; Ä { 
Quadratwurzel aus ze und zwar die positive oder negative, je nachdem die 


Form f’ die Form f” eigentlich oder uneigentlich enthält. Daher ist n’e 


[A 


( ä 
die Quadratwurzel aus 77); woraus hervorgeht, dass die neun vorstehenden 


Gleichungen den Gleichungen Q des Artikels 235 vollständig analog sind, 
und dass die Form f bei der Transformation der Form F in ff” in derselben 
Weise genommen wird, wie bei der Transformation der Form F in /f', die 
Form f”' dagegen in jener entweder auf dieselbe oder auf entgegengesetzte 
Weise wie f’ in dieser, je nachdem f’ die Form f” eigentlich oder un- 
eigentlich enthält. 

238. 

Satz. Wenn die Form F unter der Form F’ enthalten und in 
das Product der Formen f, f’ transformierbar ist, so ist auch die 
Form F’ in dasselbe Product transformierbar. 

Beweis. Behält man für die Formen F, f, f! dieselben Bezeichnungen 
bei wie oben und nimmt man an, dass die Form F’ durch die Substitution 
a, ß, y, © in F’ übergehe, so sieht man leicht, dass F’ durch die Substitution 


p+Pg, p+ßg, ap’+Bg", ap’ +Bg”, 

ie 7.00, 0100, Dog, og 
ebendasselbe wird, wie F durch die Substitution 2.24.2030, 0,05 0%, 
und dass somit F’ durch jene Substitution übergeht in ff’. 

Ausserdem bestätigt man durch eine ähnliche Rechnung wie im vorigen 
Artikel leicht, dass F’ in derselben Weise wie F in ' transformierbar ist, 
wenn F" die Form F' eigentlich enthält, dass dagegen, wenn F' uneigent- 
lich unter F" enthalten ist, die Transformationen der Form F in f' und 
der Form F’ in ff’ entgegengesetzt sind in Bezug auf jede der beiden 
Formen /, f’, dass nämlich diejenige von diesen Formen, welche in die eine 
Transformation direet eingeht, in der andern invers genommen wird. 

Durch Combination des gegenwärtigen Satzes mit dem Satze des vorigen 
Artikels erhalten wir den folgenden allgemeineren Satz: Wenn die 
Form Fin das Product / transformierbar ist und die Formen 


f, f' respective die Formen g, g’ enthalten, die Form F aber 
Gauss. 16 
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unter der Form @ enthalten ist, so ist @in das Product 99’ trans- 
formierbar. Denn nach dem Satze dieses Artikels ist Gin /f’, demnach nach 
dem Satze des vorigen Artikels in /g’und nach demselben Satze auch in gg’ trans- 
formierbar. Ferner ist klar, dass, wenn alle drei Formen f, f', & die Formen 
g, g', F eigentlich enthalten, G auf dieselbe Weise hinsichtlich der Formen 
9, 9 in gg’ transformierbar ist, wie F hinsichtlich der Formen f, f’ in /f; dass 
dasselbe der Fall ist, wenn jene ersten drei Formen die letzten drei un- 
eigentlich enthalten; endlich wird man ebenso leicht bestimmen können, auf 
welche Weise @ in gg’ transformierbar ist, wenn von den drei Formen f, f', @ 
die eine die entsprechende Form aus den drei Formen 9, g', F in anderer 
Weise enthält, als die beiden andern die entsprechenden Formen enthalten. 

Wenn die Formen F, f, f' den Formen @, 9, g’ äquivalent sind, so 
werden diese dieselben Determinanten haben wie jene, und was die Zahlen 
m, m' für die Formen f, f' sind, werden sie auch für die Formen 9, g’ sein 
(Artikel 161). Hieraus leitet man mit Hülfe der vierten Folgerung des 
Artikels 235 ohne Schwierigkeit ab, dass in diesem Falle G aus g, g’ zu- 
sammengesetzt ist, wenn F' aus f, f” zusammengesetzt ist, und dass die 
Form g in jene Composition in derselben Weise eingeht, wie f in diese, 
wenn F der Form G in derselben Weise äquivalent ist, wie / der Form g 
und umgekehrt; und dass in ähnlicher Weise g’ in der ersteren Composition 
entweder in derselben oder in der entgegengesetzten Weise genommen wird 


wie f' in der letzteren, je nachdem die Äquivalenz der Formen /’, g’ der 
Äquivalenz der Formen F, @ gleichartig oder ungleichartig ist. 


239. 


Satz. Wenn die Form F aus den Formen f ff zusammen- 
gesetzt ist, so wirdjede andere Form, welche in das Product /f'in 
derselben Weise transformierbar ist, wie F, die Form F eigent- 
lich enthalten. 

Beweis. Behält man für F, f, f’ sämtliche Bezeichnungen des Artikels 
235 bei, so werden die Gleichungen Q auch hier stattfinden. Nehmen wir 
an, dass die Form F'= (4', B', 0’), deren Determinante gleich D’ sei, in 
das Product ff’ durch die Substitution p, p’, p", pP”; mg, q, q’’”’ über- 
gehe, und bezeichnen wir die Zahlen 
op nee one 00, 
respective mit 

2,0, 28.4, 0, 
so wird man neun den Gleichungen @ durchaus analoge Gleichungen er- 
halten, nämlich: 
P=m, R—-$S=2mn, UT=al 
Q=an, R+S=2ın T=cn 
179" ag’ = An), pq+ ap" — pa’ — yp' = 2Bm‘, pp" — pp’ Om, 


die wir mit © bezeichnen wollen. Die Grössen n, n’ sind hier die Quadrat- 
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[#7 


! 


d d \ N 
wurzeln aus —, Dr und zwar mit denselben Vorzeichen genommen, wie 


E D N i 
n, na; wenn daher die Quadratwurzel aus Dr (welche eine ganze Zahl ist) 


positiv genommen gleich % gesetzt wird, so ist nn, v—=kn’. Hiernach 
und den sechs ersten Gleichungen in Q und © zufolge ist offenbar: 


P=KkP, Q=%, R=kR 
S—ks, T=KkT, U—kU. 


Daher kann man nach dem Hülfssatz im Artikel 234 vier ganze Zahlen a, 
ß, y, %, von solcher Beschaffenheit bestimmen, dass 


prß=p, wtrig=q 
pr, W+Hil=dq 
u. 8. w. 
und 
a —By=k 
wird. Substituiert man diese Werte von p, q, pP’, q‘,... in die letzten drei 
Gleichungen von ©, so bestätigt man leicht mit Hülfe der Gleichungen 
n=kn, W=kn' und der drei letzten Gleichungen von @ die Gleichungen: 
Aa®+2Bay+l%—=A 
Aoaß+ B(ö +-py)+CyY—=B 
48° +2Bpe +0 R—= (0. 
Es geht daher die Form F’ durch die Substitution «, ß, y, ö (welche eine 
eigentliche ist, da aö—3y =%k positiv ist) in F' über, d. h. sie enthält die 
Form F eigentlich. W. z. b. w. 

Wenn daher die Form F’ aus den Formen f, f’ ebenfalls zusammen- 
gesetzt ist (in derselben Weise wie 7 aus ihnen), so werden die Formen 
F, F’ dieselbe Determinante haben und daher eigentlich äquivalent sein. 
Allgemeiner: Wenn die Form G aus den Formen g, g’ in derselben Weise 
zusammengesetzt ist, wie F' aus f, f' respective, und die Formen g, g’ den 
Formen f, f' eigentlich äquivalent sind, so werden auch die Formen F, @ 
eigentlich äquivalent sein. 

Da derjenige Fall, in welchem die beiden zucomponierenden 
Formen in die Composition direct eingehen, der einfachste ist 
und auf ihn die übrigen leicht zurückgeführt werden können, 
so werden wir im Folgenden nur jenen betrachten, so dass, 
wenn irgend eine Form aus zwei andern zusammengesetzt ge- 
nannt wird, darunter immer zu verstehen ist, dass jene aus 
jeder der beiden Formen eigentlich zusammengesetzt ist.*) Die- 


*) Analog wird bei der Zusammensetzung der Verhältnisse (welche mit der 
Zusammensetzung der Formen grosse Ähnlichkeit hat) gewöhnlich stillschweigend 
angenommen, dass die zu componierenden Verhältnisse direct genommen werden 
sollen, falls nicht das Gegenteil gesagt wird. 

16* 
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selbe Einschränkung wird gelten, wenn eine Form in das 
Product zweier andern transformierbar genannt wird. 


240. 


Satz. Wenn aus den Formen f, f’ die Form F, aus F, f” die 
Form 5, aus f, f” die Form F’ und aus F’, /’ die Form % zu- 
sammengesetzt ist, so sind die Formen 5 % eigentlich äqui- 
valent. 

Beweis. I. Es sei 


f=aa? +%2y + 
far? +%ay +cy? 
f'—= aa"? a Ey es 'y"? 
F=AX? +2BXY +CY? 
F= AX”?+2PXY+0'Y"” 
= UL +28) +09 
% en J’E'2 ai 2BTY —L E%Y2, 


ferner seien die Determinanten dieser sieben Formen resp. d, d, d', D, D', 
DO, D’; diese werden sämtlich dasselbe Vorzeichen haben und in dem Ver- 
hältnis von Quadratzahlen zu einander stehen. Weiter sei m der grösste 
ence Teiler der Zahlen a, 2b, c und eine analoge Bedeutung 
mögen m’, m’, M hinsichtlich der Formen f, f. F haben.. Dann ist der 
vierten Folgerung im Artikel 235 gemäss D der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der Zahlen dm’?, d’'m? und demnach .Dm’'? der grösste gemein- 
schaftliche Teiler der Zahlen dm'?m''?, d’m?m''?; M= mm’; D der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen Dm”?, d’M? oder der Zahlen Dm'’, 
d’'m?m’?. Hieraus folgt, dass D der grösste gemeinschaftliche Teiler der 
drei Zahlen dm’?m"?, d'm?m"?, d"’m?m'? ist. Aus analogem Grunde ist 
aber ®’ der grösste gemeinschaftliche Teiler ebenderselben drei Zahlen; 
demnach ist, weil OD und ®’ dasselbe Zeichen haben, D=®)', oder die 
beiden Formen %, % haben dieselbe Determinante. 


II. Es möge nun Fin /f’ durch die Substitution 


m 


X — pax + pay + p"ye+ P yy 
Y—=g2&0 + d’ay' + dyc + d"yy 


und % in Ff’ durch die Substitution 
x a px + p’Xy' + y’Yxc"+ p"’Yy" 
Y aa aXx’+ xy + a Ya'+ gr ry" 


ie d 5 3 dd 
übergehen, und es mögen die positiven Quadratwurzeln aus 2.0 


„ 


D 


SD 


mit », n’, N, nn” bezeichnet werden. Dann hat man nach Artikel 235 
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achtzehn Gleichungen, von denen die eine Hälfte zur Transformation der 
Form F in ff’, die andere zur Transformation der Form % in Ff” gehört. 
Die erste ist pg’— gp'=an’ und nach deren Muster können die übrigen, 
die wir der Kürze wegen hier weglassen müssen, leicht gebildet werden. 
Übrigens werden die Grössen », m, N, u” zwar rationale, aber nicht not- 
wendig ganze Zahlen sein. 

III. Wenn die Werte von X, Y in die Werte von X, 9 substituiert 
werden, so ergiebt sich folgende Substitution: 


— ( xx + ( 2) 2x y "+ ( I)aey' X + ( Yay'y" 
+ Hy! + Hyay' Hl Dyya’ rl 8)uyy” 
N—= (Nara” + (1N)aey"+ (Il)aya- en 
+ (13) ya’ + (14) yary + (S)yya + A) y” 


durch welche offenbar % in das Product ff'f’ übergeht. Der Coefficient (1) 
ist ‘gleich pp + qp”’; die Werte der fünfzehn übrigen setzen wir nicht 
hierher, weil sie jeder ohne Schwierigkeit entwickeln kann. Die Zahl 
(1)(10) — (2)(9) werden wir mit (1, 2), die Zahl (1)(11)— (3)(9) mit 
(1, 3) und allgemein (g)(8-+ Ah) — (h)(8 +9) mit (g, h) bezeichnen, indem 
wir annehmen, dass g, h verschiedene ganze Zahlen zwischen 1 und 
16, deren grössere A ist, seien.”) Auf diese Weise erhält man im Ganzen 
achtundzwanzig Zeichen. Bezeichnet man nun die positiven Quadrat- 


I 


RR ; \ 
wurzeln aus 3’8 mit n, n’ (welche gleich nR, »N sein werden), so 


findet man die folgenden achtundzwanzig Gleichungen: 


(1, 2)=aan” (3,5)=a"b'n — a’ br’ 

dd. 3=aaın 8,6)=bbn”’ + bb" n — bi’ mW —Duan’n” 
1,y)=abn/+.ab"n 8, an 

(1,5) «en 8, 8)=ben’+b’cn 

(1, 6)=a’bn’+ a’b"n (4, 5)=b'b"’n — bb’ n’ — bb" m’ +Dnn’'n” 
1,D)=a"bn + a”b'n (4, )=b’d’n—be’n 

1,)=bbwW’ + bb" m’ + bb" n+Dunn’ 4, )=b’en— ben” 

(2, 3) = ab" n’— ab'n’' (4, 8)=ce'n 

(2,4) —=acn (8, $)=—cat. 

(2, ne bw (5, )=ca'n 

(2,6)=ae'n 8,9)=bn. + bien 

2,)=bb"W HU mn —bbn”’ —Dan’n” (6, eb’ — ben” 

(2, )=be'W+de'n (6, ce’ 

(3, 4)=ac'n” (7, S>-eNM.; 

*) Die nern Bedeutung dieser Zeichen ist nicht zu verwechseln mit der- 
jenigen, in welcher sie im Artikel 234 genommen waren; denn die hier durch diese 
Zeichen ausgedrückten Zahlen entsprechen gerade denjenigen, welche im Artikel 234 
mit den dort durch ähnliche Zeichen bezeichneten Zahlen multipliciert sind. 
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nd 


welche wir mit ® bezeichnen wollen, und neun andere: 


(10) 11) — ( 9) (12) ann’ A 
VA) —(DIM)—- (HAN) HCLlH(lH 2ar'n’B 
(DH —-(VDCeH an'w’C 
— (9) (16) + (10) (15) + (11) (14) — (12) (13) nm’ A 
DA (DU) KAHN LH re 
a ee 
— VDeHIHLILN+HLICH—-LCHLH = Hrn’C 
(14) (15) — (13) (16) ara 
GA —- (SA —-LNDAH+LH (BE) 2cnn’B 
(SVAEN—(HLH au’, 
die wir mit W bezeichnen werden. *) 

IV. Die Ableitung aller dieser 37 Gleichungen anzugeben, würde allzu 
weitläufig sein; es wird genügen, einige zu bestätigen, nach deren Muster 
die übrigen ohne Schwierigkeit bewiesen werden können. 

1. Man hat: 


1,2)= (1) (10), — 2) 0) 
= PP) + appear) 
= nn" (Ap? + 2Bpq + Cd) = naa, 
und dieses ist die erste Gleichung. 
2. Es ist: 
(1,3) = (1) 11) — 8) (9) = (pq”’— ap”) (ad — qP') = a Nan’ = aan, 
und dieses ist die zweite Gleichung. 
3. Es ist: 
A) =) MD) 
= (pa — ap’) pp + (pq’— ap) pa” — (ya — ap”) ap” 
— (Bd — 0.) ad" 
— u” [App’+ B (og + ap”) + Caq""] + DR a” — a9”) 


—= n'bb’ + n’bb’ + nb’b’+ Dnn’n”. 


Dies ist die achte Gleichung in ®. Wir überlassen es dem Leser, die übri- 
gen Gleichungen zu bestätigen. 

V. Aus den Gleichungen ® ergiebt sich in folgender Weise, dass die 
achtundzwanzig Zahlen (1,2), (1,3),... keinen gemeinschaftlichen Teiler 

*) Es möge bemerkt werden, dass man 18 andere diesen Gleichungen W ähn- 
liche erhalten kann, in denen rechts an Stelle der Factoren a, 2b, ce resp. a’, 2b, d'; 
a', 2b", c’ stehen; da diese aber für unsern Zweck nicht notwendig sind, lassen wir 
sie weg. 

*) Dies folgt aus Gl. 10 des Art. 235 u. fl. Die Wurzelgrösse Vdd’ ist gleich 
Dnn’—= Dan’R? = Dan’. 
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haben: Wir bemerken zunächst, dass die siebenundzwanzig Producte aus 
drei Factoren, von denen entweder der erste ı, der zweite irgend eine der 
Zahlen a’, 2b‘, c', der dritte irgend eine der Zahlen a’, 2bi',;c., oder .der 
erste w, der zweite irgend eine der Zahlen a, 2b, c, der dritte irgend eine 
der Zahlen a’, 2b”, ce’, oder endlich der erste n”, der zweite irgend eine 
der Zahlen a, 2b, c, der dritte irgend eine der Zahlen a’, 2b’, €’ ist — dass 
diese einzelnen siebenundzwanzig Producte den Gleichungen ® zufolge ent- 
weder irgend einer der achtundzwanzig Zahlen (1,2), (1, 3)... ... Oder. ger 
Summe oder Differenz mehrerer von ihnen gleich sind (z. B. na’a’ = (1,5), 
Mad’— (1,6) + (2,5), Add’= (1,9) +2, N)+86)+ (4, 5) und ähnlich 
bei den übrigen); wenn daher diese Zahlen einen gemeinschaftlichen Teiler 
hätten, so müsste dieser notwendig auch in allen jenen Producten aufgehen. 
Hieraus aber ergiebt sich leicht mit Hülfe des Artikels 40 und nach einem 
im Vorhergehenden öfter angewendeten Verfahren, dass derselbe Teiler auch 
in den Zahlen um’m’, n'mm”, n’'mm’ aufgehen muss, und daher die Qua- 
at? 


; . .. dm’ ?m'? d’mm'? d'mim? . 
drate dieser, welche gleich 5 > So S sind, durch das 


Quadrat desselben teilbar sind. Dies ist aber absurd, da nach I der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der drei Zähler gleich ® ist, und daher die Qua- 
drate selbst keinen gemeinschaftlichen Teiler haben können. 

VI. Dies bezieht sich alles auf die Transformation der Form % in /f’f" 
und ist aus den Transformationen der Form F in ff’ und der Form & in Ff” 
abgeleitet. Auf ganz ähnliche Weise aber wird aus den Transformationen 
der Form F’ in ff” und der Form % in F’f' die folgende Transformation 
der Form % in ff’f" hergeleitet: 

= (1) + acy" + (Haya’t..- 

Y—= (ara + (Na y’ + (Maya... 
(indem man sämtliche Coefifeienten in ähnlicher Weise bezeichnet wie bei 
der Transformation der Form % in /f’f’ und jedem einzelnen zur Unter- 
scheidung einen Strich anfügt), aus der sich ebenso wie vorher achtund- 
zwanzig ® analoge Gleichungen, die wir mit ®’ bezeichnen, und neun andere 


W analoge Gleichungen, die wir mit W’ bezeichnen, ergeben. Bezeichnet 
man nämlich 


(1)(10y— (2/9) mit (1,2), AYAN— &/N' mit (1,3)/, u. s. w., 
so werden die Gleichungen ®': 
(1,2)=aau', (1,3) = aa, .... 
und die Gleichungen W': 
101) — GA) = ann, ... 


(Eine weitere Entwicklung überlassen wir der Kürze wegen dem Leser; 
übrigens werden Kundige finden, dass diese neue Rechnung nicht einmal 
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nötig ist, sondern die erste Analyse durch Analogie leicht hierauf über- 
tragen werden kann). Hiernach folgt aus ® und ®’ sogleich: 


129)=(,2), LH)=(N, (1,Y)=(1,N, 2,3)= (2,3), .. 
Hieraus aber und daraus, dass (1,2), (1, 3), (2, 3),... (nach V) nicht sämtlich 
einen gemeinschaftlichen Teiler haben, ergiebt sich mit Hülfe des Hülfs- 


satzes im Artikel 234, dass man vier ganze Zahlen a, B, y, 8 so bestimmen 
kann, dass 


A’ HEO)-A, I HEA)=(2, eBY+HBU= (3)... 

NEN N, 1 +8(10)= (10), EYE) (N), ... 
und  — By =1 ist. | 

VII. Hieraus und dadurch, dass man aus den ersten drei Gleichungen 
von W die Werte von aA, aB,a® und aus den ersten drei Gleichungen 
von W” die Werte von a’, aB’, a& substituiert, wird leicht bestätigt, dass 


a (Aa? + 2Bay + &y2) = al 
a(Aaß + Blad + By) + Cr) = a’ 
a(AB? + 2885 + 32) = a’ 


ist, woraus offenbar, falls nicht «= 0 ist, folgt, dass die Form % durch 
die eigentliche Substitution a, ß, y, ö& in % übergeht. — Wendet man aber 
statt der drei ersten Gleichungen in W und W” die drei folgenden an, so 
findet man drei den eben angegebenen völlig analoge Gleichungen, in 


denen an Stelle des Factors « überall b steht, woraus hervorgeht, dass 
derselbe Schluss gilt, wofern nur nicht d—=0 ist. Wendet man schliesslich 
die drei letzten Gleichungen in W und W’ an, so findet man auf dieselbe 
Weise, dass unser Schluss richtig ist, wofern nur nicht c=0 ist. Da nun 
sicher nicht alle drei Grössen a, b, c gleichzeitig gleich 0 sind, so muss 
notwendig die Form % durch die Substitution «, ß, y, ö übergehen in %, 
und demnach wird sie dieser Form eigentlich äquivalent sein. W. z. b. w. 


241. 

Eine solche Form wie % oder %, welche entsteht, wenn die eine von 
drei gegebenen Formen mit derjenigen, welche aus der Composition der 
beiden übrigen sich ergiebt, zusammengesetzt wird, werden wir aus diesen 
drei Formen zusammengesetzt nennen, und aus dem vorigen Artikel 
geht hervor, dass es gleichgültig ist, in welcher Reihenfolge die 
drei Formen componiert werden. Analog, wenn beliebig viele Formen 
»T1:.f..f, .... (deren Determinanten im quadratischen Verhältnis zu 
einander stehen müssen) gegeben sind, und es wird die Form fmit’f 
componiert, die daraus sich ergebende mit f”’, die hierdurch entstehende 
mit f”’ u. s. w., so wird die Form, welche am Schlusse dieser Operation 
sich ergiebt, aus allen Formen f, fi, f”, f", ... zusammengesetzt 
genannt werden. Man beweist leicht, dass es auch hierbei gleichgiltig ist, 
in welcher Reihenfolge die Formen zusammengesetzt werden, d. h. in 
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welcher Reihenfolge auch diese Formen zusammengesetzt werden mögen, es 
werden stets die aus dieser Zusammensetzung hervorgehenden Formen 
eigentlich äquivalent sein. — Ferner ist klar, dass, wenn den Formen f, 
f, f', .... die Formen 9, g', 9”, ... eigentlich äquivalent sind, auch die 
aus diesen zusammengesetzte Form der aus jenen zusammengesetzten Form 
eigentlich äquivalent sein wird, 

242. 

Die vorstehenden Sätze beziehen sich auf die Composition der Formen 
in ihrer grössten Allgemeinheit; wir gehen jetzt zu specielleren An- 
wendungen über, durch welche wir die Reihe jener nicht unterbrechen 
wollten. Fnnachei nehmen wir die Aufgabe des Artikels 236 wieder auf, 
die wir durch folgende Bedingungen beschränken: Erstens sollen die zu 
componierenden Formen dieselbe Determinante haben, also d=d' sein; 
zweitens sollen m, m’ prim zu einander sein; drittens soll die gesuchte 
Form direct aus jeder der beiden Formen f, f’ zusammengesetzt sein. 
Hiernach werden auch m? und »’? zu einander prim sein, und daher ist 
der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm’?, d’m?, d.h. 
D=d=d undn=nw=1. Die vier Grössen DO, D, DO’, D’”, die nach 
Belieben angenommen werden können, werden wir respective gleich — 1, 
0, 0, 0 setzen, was immer erlaubt ist, ausser in dem einzigen Falle, wo 
a, @, b+d' gleichzeitig gleich O sind, auf den wir daher hier keine Rück- 
sicht nehmen; offenbar aber kann dieser Fall nur eintreten bei Formen mit 
positiver quadratischer Determinante. Dann ist klar, dass w. der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, a, b-+D’ ist, dass die Zahlen W, 
PB’, PB” derart angenommen werden müssen, dass 


Ta une B’d+ RB” (b ar b') Ze pr 
wird, dass aber ® völlig willkürlich ist. Hieraus ergiebt sich, wenn man 
am angeführten Orte für p, q, p’ g,... ihre Werte substituiert: 


ee — [Paa’+ Pab+ Bad + P”(bb’-+ D)]; 


C aber kann durch die N AC= B? — D bestimmt werden, wofern 
nicht « und a’ gleichzeitig gleich O0 sind. 

In dieser Lösung hängt demnach der Wert von A nicht von den Werten 
PB, BP, PP’, PB” (welche auf unendlich viele verschiedene Arten bestimmt 
werden können) ab; B jedoch wird andere Werte erhalten, wenn man 
diesen Zahlen andere Werte beilegt, und es verlohnt sich zu untersuchen, 
auf welche Weise sämtliche Werte von B unter sich zusammenhängen. Zu 
diesem Zwecke bemerken wir: 

I. Wie auch immer die Zahlen B. BP, BR’, B”’ bestimmt werden mögen, 
die daraus hervorgehenden Werte von B sind sämtlich nach dem Modul A 
congruent. Nehmen wir an, dass, wenn 


°=p Pr, P=p, P’=p"” gesetzt wird, B=D ist; 
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wenn aber 
B=p+8, P=p+r, P’—=p’+9’, P’—=p"'+9” gesetzt wird, B=B+D 
werde, so ist: 

ad +aV’ +0 +U)d"’—=0, add + abv+ abv’+ (bV +D)d"’=yD. 


Multipliciert man die linke Seite der zweiten Gleichung mit ap'-+ ap” 
+(b+D5)p’”, die rechte mit x und subtrahiert von dem ersten Producte 
die Grösse 
(ab’'y’ + abyp"—+ (d’? u D) 2) (ad + Hanyle (b + ') d) 

welehe der ersten Gleichung zufolge offenbar gleich 0 ist, so erhält man, 
nachdem man entwickelt und, was sich hebt, weggelassen hat: 


aa [yd+ (8 -5)p’ + e9”)v + (O-D)p + ep”)d—(ep'+ cp" )d” |=rB, 


wonach offenbar p2D durch aa’ oder D durch m d. h. durch A teilbar 
und 

B=E(B+D)(mod. A) 
ist. 


II. Wenn für die Werte p, p, 9”, p”’ von B, P, PP, P"’:B=B 
wird, so lassen sich andere Werte dieser Zahlen finden, infolge deren B 
irgend einen gegebenen, ® nach dem Modul A congruenten Wert, etwa den 
Wert B+%4A, erhält. Zunächst bemerken wir, dass die vier Zahlen p, c, 
c,b—b’ keinen gemeinschaftlichen Teiler haben können; denn wenn sie 
einen solchen hätten, so würde dieser in den sechs Zahlen a, a, b+b', c, 
c,b—b und daher auch sowohl in a, 2b, c, als auch in a’, 20’, c', und 
folglich auch in m, m’ aufgehen, die aber nach Voraussetzung prim zu ein- 
ander sind. Daher lassen sich vier ganze Zahlen h, W, h’, W” von der 
Beschaffenheit angeben, dass 


he +We+h’d+h"'(b—V)=1 
wird. Ist dies geschehen und setzt man: 
kh ee d, k[h’' (b A b') Es Wa] — ud’ 
ko +b)+N'a=wW”", — k(had+Nha)=w”, 
so sind offenbar d, d, d’, d’’ ganze Zahlen; ferner bestätigt man leicht, dass 
ad + adv” + +-d)'—=0 
aa'k 


aa'd + abd-adb” + (+ DV’——, Irh+ah+ch”- (b—)N” =pkA 


ist, Aus der ersten Gleichung geht hervor, dass auch p + d, pP’ +, p’+ p., 
p”’+9” Werte von B,P,P”, P”’ sind, aus der letzten, dass diese Werte 
B=B+kA ergeben. 
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Hieraus erhellt, dass B immer so bestimmt werden kann, dass es 
zwischen O0 und A—1 inel., wenn A positiv ist, und zwischen 0 und 
— A— 1, wenn A negativ ist, liegt. 


243. 
Aus den Gleichungen 
Va+tVa+PB"’b+d)=u, B= ; [Bau + Pab’ + PR’ ab+PB” (bb + D)] 
folgt: 
B=b+ Bat Bw) P’)=b+ 


daher 


[4 


Ba + Pr (0) Pe], 


M 


' 


B= o(mod. -) und B=V (moa, —) 
P P 


' 


So oft an prim zu einander sind, wird zwischen O0 und A—1 (oder 


zwischen O0 und — A—1, falls A negativ ist) nur eine einzige Zahl liegen, 


a N: h 2 : 

welche =b (mod. | und. 0: (moa. ) ist; wird dieselbe gleich B und 
BE—D en 
a ee C gesetzt, so ist offenbar die Form (A, B,C) aus den Formen 
(a,b, c), (@',b’,c’) zusammengesetzt. In diesem Falle braucht man sich also, 
um die zusammengesetzte Form zu finden, um die Zahlen B, PB, BP’, BP” 
nicht weiter zu kümmern*). 

Wenn z.B. die aus den Formen (10, 3, 11), (15, 2, 7) zusammengesetzte 
Form gesucht wird, so sind a, a’, b + b’ respective gleich 10, 15,5; »=5; 
hieraus A—=6; B=3 (mod.2) und =2 (mod, 3), somit B=5 und die 


[2 


gesuchte Form ist (6, 5, 21). — Übrigens ist die Bedingung, dass n : 
prim zu einander seien, vollständig äquivalent der Bedingung, dass die 
beiden Zahlen a, a’ keinen grösseren gemeinschaftlichen Teiler haben sollen, 
als die drei a, a’, b-+b’ oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, « auch in der Zahl b+b’ 
aufgehen solle. Es mögen insbesondere die folgenden speciellen Fälle 
angeführt werden. 

1. Sind zwei Formen (a, b, c), («@, b’, c') mit derselben Determinante D 
von solcher Beschaffenheit gegeben, dass der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der Zahlen a, 2b, ce zum grössten gemeinschaftlichen Teiler der 
Zahlen a’, 2b’, € und ferner a zu a’ prim ist, so findet man die aus 
ihnen zusammengesetzte Form (A, B, CO), indem man A=aa, B=b 

B?—D 


(mod. a) und =D’ (mod. «’), Se De setzt. Dieser Fall findet immer 


*) Was immer bewirkt wird durch Anwendung der Congruenzen: 
aB ab’ daB_ab b+b)B_W+D 


Zune e) 
I0R BR « 
P 1 P pP P* Y 


(mod. A). 
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statt, wenn eine der zu componierenden Formen die Hauptform, nämlich a —=1, 
b=0,c=—D ist, Dann wird A=a, B kann gleich b’ gesetzt werden, 
woraus dann O=c’ folgt. Mithin ist die aus der Hauptform und 
irgend einer andern Form mit derselben Determinante zu- 
sammengesetzte Form diese Form selbst. 


2. Wenn zwei entgegengesetzte eigentlich primitive Formen zu com- 
ponieren sind, etwa (qa,b,c) und (a, —)D, c), so ist — a. Hieraus erkennt 
man leicht, dass die Hauptform (1,0,—D) aus jenen zusammengesetzt ist. 


2 


3. Sind beliebig viele eigentlich primitive Formen (a, b, c), (a, b, ce‘), 

(@’, b”,.c”), ... mit derselben Determinante D gegeben, deren Anfangs- 

glieder a, a’ a’, ... zu einander prime Zahlen sind, so findet man die 

aus jenen zusammengesetzte Form (A, B, C), wenn man A gleich dem 

Producte aus allen Zahlen a, a, a’,..., B den einzelnen b, d’, db’, ... 
32 

nach den Moduln a, a’, a’, ... respective congruent und O = 4 _ setzt. 


Denn man sieht leicht, dass die aus zwei Formen (a, b, c), (a, b’, ec’) zu- 


729 


5) . . ? 
sammengesetzte Forin lautet: (ac, en, » die aus dieser und der 


aa 
B?—D 
Form (a”, b”’, €’) zusammengesetzte Form: (aa”, B, a) u.8.Ww — 
aaa 
Umgekehrt 


4. Wenn eine eigentlich primitive Form (A, B, C) mit der Determi- 


nante D gegeben ist und das Glied A in beliebig viele zu einander prime. 


Factoren a, a’, «', .... zerlegt wird, ferner die Zahlen b, b’ db”, ... ent- 
weder gleich B oder wenigstens B nach den Moduln a, «@', @’ ... respec- 
tive congruent angenommen werden und «=b2—-D, dad—=b?—D, 
ab’=b"?—D,... gesetzt wird, so wird die Form (A, B, C) aus den 
Formen (a, b, c), (a, b’, €), (a, b’, c'),... zusammengesetzt oder in 
diese Formen zerlegbar sein. Man beweist ohne Schwierigkeit, dass 
derselbe Satz auch noch gilt, wenn die Form (A, B, C) eine uneigentlich 
primitive oder eine abgeleitete Form ist. Auf diese Weise kann daher jede 
beliebige Form in andere mit derselben Determinante zerlegt werden, deren 
Anfangsglieder sämtlich entweder Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen 
sind. Eine derartige Zerlegung lässt sich häufig mit Vorteil anwenden, 
wenn aus mehreren gegebenen Formen eine einzige zu componieren ist. So 
zerlege man z. B., wenn die aus den Formen (3, 1, 134), (10, 3, 41), 
(15, 2, 27) zusammengesetzte Form gesucht wird, die zweite in die folgenden: 
(2, 1,201), (5, —2, 81), die dritte in (3, —1, 134), (5, 2, 81), dann wird offen- 
bar die aus den fünf Formen (3, 1, 134), (2,1, 201), (5, —2, 81), (3, —1, 134), 
(5,2,81) zusammengesetzte Form, in welcher Reihenfolge auch diese Formen ge- 
nommen worden sein mögen, auch aus den drei gegebenen Formen zusammen- 
gesetzt sein. Aus der Composition der ersten und vierten aber entsteht dieHaupt- 
form (1, 0, 401); dieselbe entsteht aus der Composition der dritten und 
fünften; mithin ergiebt sich aus der Composition aller die Form (2, 1, 201). 
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5. Wegen des grossen Nutzens dieses Gegenstandes verlohnt es sich, 
dieses Verfahren noch etwas weiter zu entwickeln. Aus der vorigen Bemer- 
kung geht hervor, dass das Problem, beliebig viele gegebene eigentlich pri- 
mitive Formen mit derselben Determinante zusammenzusetzen, zurückgeführt 
werden kann auf die Composition von Formen, deren Anfangsglieder Po- 
tenzen von Primzahlen sind (denn eine Primzahl allein kann als erste Potenz 
von sich selbst betrachtet werden). Daher wollen wir den Fall insbesondere 
betrachten, wo zwei eigentlich primitive Formen (a, b, c), (a, b’, €) zu 
componieren sind, in denen « und «a Potenzen derselben Primzahl sind. 
Ist aloe —=.ht; = h‘, wo h eine Primzahl bezeichnet, und nehmen wir 
an (was erlaubt ist), dass x nicht kleiner als A sei, so wird h* der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, a’, und wenn dieser überdies in 5+b’ 
aufgeht, so hat man den im Anfang dieses Artikels betrachteten Fall und es 
wird (A, B, C) aus den gegebenen Formen zusammengesetzt sein, wenn man 
A—=h"*, B=b (mod. h“*) und =’ (mod. 1), welche letztere Bedingung 

2 
_—_ setzt. Wenn aber A 
in 5 + 5’ nicht aufgeht, so wird notwendig der grösste gemeinschaftliche 
Teiler dieser Zahlen auch selbst eine Potenz von % sein; ist derselbe gleich 
h’, so ist v<A (man muss v=0 setzen, wenn zufällig hr undb-+b' prim 
zu einander sind). Wenn man also W, B”, B’”’ derartig bestimmt, dass 


pn” r N u PB” (b Bu v‘) ur m 


wird, B aber nach Belieben annimmt, so wird die Form (A, B, C) aus den 
gegebenen zusammengesetzt sein, wenn man setzt: 


offenbar weggelassen werden kann, und C= 


Rh, x—V B?—D 
A=RHD, BEI+BRR WDR”), 0 Fr 


Man erkennt aber leicht, dass in diesem Falle auch ®’ willkürlich ange- 
nommen werden kann, so dass man, wenn man B—=W=0 setzt, erhält: 


B ed b RR Biche 
oder allgemein: 
B=kA-+b— PB on”. 


wo %k eine beliebige Zahl bezeichnet (voriger Artikel). In diese sehr ein- 


y 


] 
fache Formel geht nur ®”’ ein, welches der Wert des Ausdrucks a 


(mod. A*) ist.*) Sucht man z. B. die aus den Formen (16, 3, 19) und 


*) Oder des Ausdrucks (mod. AR"), woraus folgt: BE — 


b+b' 


h’ 


D ih) 
= ee mod. A). 
:h 
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(8, 1, 37) zusammengesetzte Form, soist'h=2, x=4, y=3,v=2. Daher 


4 
A=38, %’ ein Wert des Ausdrucks z (mod. 8); ein solcher ist 1, daher 


B=3%k—73 und somit, wenn man k=9 setzt, B=— 1 und (0=31%. 
Es ist daher (8, — 1, 37) die gesuchte Form. 


Sind also beliebig viele Formen, deren Anfangsglieder sämtlich Potenzen 
von Primzahlen sind, gegeben, so muss man nachsehen, ob die Anfangsglieder 
einiger von ihnen Potenzen derselben Primzahl sind, und diese nach der 
eben angebenen Regel unter sich zusammensetzen. Auf diese Weise erhält 
man Formen, deren erste Glieder auch noch Potenzen von Primzahlen, aber 
von gänzlich verschiedenen Primzahlen sind; die aus diesen zusammen- 
gesetzte Form wird daher nach der dritten Bemerkung bestimmt werden 
können. Sind z.B. die Formen (3, 1, 17), (4, 0, 35), (5, 0, 28), (16, 2, 9), 
(9, 7, 21), (16, 6, 11) gegeben, so entsteht aus der ersten und fünften die 
Form (27, 7, 7), aus der zweiten und vierten die Form (16, — 6, 11), aus 
dieser und der sechsten die Form (1, 0, 140), welche weggelassen werden 
kann. Es bleiben daher übrig die Formen (5, 0, 28) und (27, 7, 7), aus 
denen sich die Form (135, — 20, 4) ergiebt, an deren Stelle auch die 
eigentlich äquivalente Form (4, 0, 35) genommen werden kann. Dies ist 
also die aus der Composition der sechs gegebenen resultierende Form. 


Übrigens können aus dieser Quelle noch viele andere bei der Anwendung 
nützliche Kunstgriffe geschöpft werden; um aber nicht allzu weitläufig zu 
werden, unterdrücken wir eine eingehendere Behandlung dieses Gegenstandes 
und wenden uns zu anderen schwierigeren Sachen. 


244. 


Wenn die Zahl a durch irgend eine Form f, die Zahl a’ durch die 
Form f’ dargestellt werden kann, und die Form Fin /f’ transformierbar 
ist, so ist ohne Schwierigkeit ersichtlich, dass das Product aa’ durch die 
Form F' darstellbar ist. Hieraus folgt sogleich, dass, wenn die Determinanten 
dieser Formen negativ sind, die Form F positiv ist, wenn entweder beide 
Formen /, f’ positiv oder beide negativ sind, dass dagegen die Form F' 
negativ ist, wenn die eine der Formen f, f’ positiv, die andere negativ ist. 
Wir wollen besonders bei dem Falle verweilen, den wir im vorigen Artikel 
betrachtet haben, wo F aus f, f’ zusammengesetzt ist und /, f‘, F dieselbe 
Determinante D haben. Nehmen wir überdies an, dass die Darstellungen 
der Zahlen a, « durch die Formen f, f‘ vermittelst unter einander primer 
Werte der Unbestimmten bewirkt werden, und dass die erstere zu dem Werte 
b des Ausdrucks yD (mod. a), die letztere zu dem Werte b’ des Ausdrucks 
yD (mod. a’) gehört, und setzt man 5? — D= ac, 2? — D=.a'c', so werden 
nach Artikel 168 die Formen (a, b, c), (a’, Ö, c’') eigentlich äquivalent sein 
den Formen f, f', weshalb F auch aus jenen beiden Formen zusammen- 
gesetzt sein wird. Aus denselben Formen ist aber die Form (A, B, C) zu- 
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sammengesetzt, wenn man, nachdem der grösste gemeinschaftliche Teiler 


der Zahlen a, a’, b+b’ mit p. bezeichnet ist, A= a Bb=b und =b 


nach den Moduln = = respective und AU=B?—D setzt. Daher wird 


diese Form der Form F eigentlich äquivalent sein. Nun wird die Zahl a«’ 
durch die Form Ax?-+2Bxy-+ Cy? dargestellt, wenn man &=p, y==0 setzt, 
welche Werte den gemeinschaftlichen Teiler x haben; daher lässt sich auch 
aa’ durch die Form F' derart darstellen, dass die Werte der Unbestimmten den 
grössten gemeinschaftlichen Teiler », haben (Artikel 166). So oft daher „—=1 
ist, wird die Zahl aa’ durch die Form F' dargestellt werden können, indem 
man den Unbestimmten zu einander prime Werte beilegt, und diese Dar- 


stellung wird zu dem Werte B des Ausdrucks V D (mod. aa’) gehören, der den 
Zahlen b, b’ respective nach den Moduln a, a congruent ist. Die Bedingung 
»— 1 findet immer statt, wenn a, a prim zu einander sind; allgemein aber 
immer, wenn der grösste gemeinschaftliche Teiler von a, a’ prim zu b + d’ ist. 
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Satz. Wenn die Form f zu derselben Ordnung gehört wie 9 
und ebenso f' aus derselben Ordnung ist wie g’, so wird die aus 
f, f zusammengesetzte Form F dieselbe Determinante haben 
und aus derselben Ordnung sein, wie die aus 9, g’ zusammen- 
gesetzte Form @. 


Beweis. Es seien die Formen f, f’, F' respective gleich (a, b, ce), 
(a',b’,c'), (A, B, C) und ihre Determinanten bezüglich gleich d, d’‘, D. Ferner 
sei der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, 2b, c gleich m, der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, b, ce aber gleich m, und 
analoge Bedeutungen mögen m’, m’ in Bezug auf die Form f und M, M 
in Bezug auf die Form F haben. Dann wird die Ordnung der Form f 
durch die Zahlen d, m, m bestimmt, weshalb dieselben Zahlen auch für die 
Form g gelten werden; aus demselben Grunde werden die Zahlen d’, m’, m’ 
für die Form g’ dieselben sein, wie für die Form ff Nun sind aber dem 
Artikel 235 zufolge die Zahlen D, M, M durch die Zahlen d, d’, m, m’, ı, 
m’ bestimmt; es ist nämlich D der grösste gemeinschaftliche Teiler von 
dm'?, d’m?, ferner M= mm’ und M = mm’ (wenn gleichzeitig m = m und 
m — m ist) oder =2mm’ (wenn m = 2m oder m = 2m’ ist). Da diese Eigen- 
schaften der Zahlen D, M, M daraus sich ergeben, dass F' aus f, f zu- 
sammengesetzt ist, so ist leicht ersichtlich, dass D, M, M auch für die Form 
G gelten und daher @ aus derselben Ordnung ist wie . W.z. B. w. 

Aus diesem Grunde werden wir die Ordnung, in welcher F ent- 
halten ist, aus den Ordnungen, in denen f, f' enthalten sind, 
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zusammengesetzt nennen. So ist z. B. aus zwei eigentlich primitiven 
Ordnungen immer eine Ordnung gleicher Art, aus einer eigentlich primi- 
tiven und einer uneigentlich primitiven eine uneigentlich primitive Ordnung 
zusammengesetzt. — In analoger Weise hat man es zu verstehen, wenn eine 
Ordnung aus mehreren anderen Ordnungen zusammengesetzt genannt wird. 


Composition der Geschlechter. 


246. 


Aufgabe. Wenn zwei beliebige primitive Formen f, f/, aus 
deren Composition die Form F entsteht, gegeben sind, so soll 
man aus den Geschlechtern, zu welchen f, f’ gehören, das 
Geschlecht bestimmen, zu welchem F zu rechnen ist. 


Auflösung. I. Wir betrachten zunächst den Fall, wo wenigstens eine 
der Formen f, f’, z. B. die erstere, eigentlich primitiv ist, und bezeichnen 
die Determinanten der Formen f, f’, F bezüglich mit d, d', D. Dann ist 
D der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm’?, d’, wo m’ entweder 
gleich 1 oder gleich 2 ist, je nachdem die Form f’ eigentlich oder uneigent- 
lieh primitiv ist. Im ersten Falle wird F' zu einer eigentlich primitiven 
Ordnung, im zweiten zu einer uneigentlich primitiven Ordnung gehören. 
Nun wird das Geschlecht der Form F' bestimmt durch ihre Specialcharactere 
sowohl in Bezng auf die einzelnen ungeraden Primteiler von D als auch 
für gewisse Fälle in Bezug auf die Zahlen 4 und 8. Diese müssen wir 
daher einzeln bestimmen. 

1. Ist » irgend ein ungerader Primteiler von D, so geht derselbe 
notwendig auch in d, d’ auf und daher werden auch unter den Characteren 
der Formen f, f’ die Beziehungen dieser zu p vorkommen. Wenn nun 
durch f eine Zahl a, durch f’ eine Zahl a’ dargestellt werden kann, so 
wird das Product aa’ durch F darstellbar sein. Wenn daher sowohl durch 
f als auch durch f’ quadratische (durch p nicht teilbare) Reste von p 
dargestellt werden können, so können auch durch F' quadratische Reste von 
p dargestellt werden, d. h. wenn jede der beiden Formen /, f’ den Character 
Rp hat, so wird auch die Form F' denselben Character haben. Aus dem- 
selben Grunde wird F den Character Rp haben, wenn jede der beiden 
Formen f, f’ den Character Np hat; dagegen hat F' den Character Np, 
wenn eine der beiden Formen f, f’ den Character Rp, die andere den 
Character Np hat. 

2. Wenn in den Totalcharacter der Form F' die Beziehung zur 
Zahl 4 eingeht, so muss eine solche Beziehung auch in die Charactere der 
Formen /, f’ eintreten. Denn jenes findet nur dann statt, wenn D=0 oder 
=3(mod.4) ist. Ist D durch 4 teilbar, so sind auch dm’? und d’ durch 
4 teilbar, woraus sogleich hervorgeht, dass f’ nicht uneigentlich primitiv 
sein kann und somit »= 1 ist. Daher ist sowohl d als d’ durch 4 teilbar, 


EEE 
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und in den Character beider Formen tritt die Beziehung zu 4 ein. Ist 
D=3 (mod. 4), so geht D in d, d’ auf; die Quotienten sind Quadrate und 
daher auch d, d’ notwendig entweder =0 oder =3 (mod. 4), und unter 
den Characteren von f, f’ findet sich ihre Beziehung zu 4. Hieraus folgt 
in derselben Weise wie in (1), dass der Character der Form f 1,4 ist, 
wenn entweder beide Formen f, f’ den Character 1,4 oder den Character 
3, 4 haben, dass dagegen der Character der Form F 3,4 ist, wenn die 
eine der Formen f, f’ den Character 1, 4, die andere den Character 3, 4 hat. 

3. Ist D durch 8 teilbar, so ist es auch d’; demnach ist f’ sicher 
eigentlich primitiv, w’—=1 und auch d durch 8 teilbar. Daher kann unter 
den Characteren der Form F irgend einer der Charactere 1,85. 9,8 
9,8; 7,8 nur dann sich vorfinden, wenn auch in dem Character der 
Form f sowohl als in dem Character der Form f’ eine solche Beziehung 
zu 3 vorkommt. Man bestätigt aber leicht in derselben Weise wie vorher, 
dass der Character der Form F' 1,8 ist, wenn f und /’ in Bezug auf 8 den- 
selben Character haben; dass der Character der Form F 3, 8 ist, wenn 
die eine der Formen f, f' den Character 1,8, die andere den Character 
3, 8, oder die eine den Character 5, 8, die andere den Character 7,8 hat; 
dass die Form F' den Character 5, 8 besitzt, wenn die Formen 1.7 die 
Charactere 1,8 und 5,8 oder die Charactere 3,8 und 7,8 haben; dass 
endlich F den Character 7,8 hat, wenn f, f’ die Charactere 1,8:und 7,8 
oder 3,8 und 5,8 haben. 

4. Ist D=2(mod.8), so ist d’ entweder =0 oder =2 (mod. 8); 
demnach ist m—=1 und daher auch d entweder =0 oder =2(mod.8). 
Indessen können nicht beide Zahlen d, d’ durch $ teilbar sein, da D der 
grösste gemeinschaftliche Teiler derselben ist. Daher wird nur in dem 
Falle der eine oder der andere der beiden Charactere 1 u. 1, 8::3.0. 9.9 
der Form F' zuerteilt werden dürfen, wenn entweder beide Formen f, f’ 
irgend einen von jenen Characteren besitzen, oder die eine einen von jenen, 
die andere einen der folgenden Charactere 1,8; 2.059,05 48 Nat. 
Hieraus ergiebt sich leicht, dass der Character der Form F durch die 
folgende Tafel bestimmt werden kann, wenn sich der am Rande befindliche 
Character auf die eine der beiden Formen f, f', der am Kopfe befindliche 
aber auf die andere bezieht: 


9a Kan Dar ailte: u 
oder 1, 8 oder 8, 
oder 7, 8 oder 5, 


Luz, 


8 
8 
h NE I 
8 


2 


5. Auf dieselbe Art beweist man, dass der Form F der eine oder 


der andere der beiden Charactere 1u.3,8; 5u. 7, 8 nicht beigelegt werden 
Gauss, 17 
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kann, wenn nicht irgend einer von ihnen wenigstens einer der Formen f, f' 
und der andern entweder einer von denselben Characteren oder einer von 
den folgenden: 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 zukommt, und zwar bestimmt sich der 
Charaeter der Form F durch folgende Tafel, bei welcher sich die Charactere 
der Formen f, f’ am Rande und am Kopfe befinden: 


Nur 
oder 
oder 


ku 
Sk 


II. Wenn beide Formen f, f' uneigentlich primitiv sind, so ist D der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 4d, 4d’ oder 4D der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen d, d‘. Hieraus folgt leicht, dass sowohl 
d als auch d’ als auch 4D=1 (mod. 4) sind. Setzt man aber F= (A,B,0), 
so ist der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, B, C. gleich 2 und 
der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 4A, 2B, C gleich 4. Daher 
ist F eine aus der uneigentlich primitiven Form (4A, $B, 40) abgeleitete 
Form; die Determinante der letzteren ist 4D und ihr Geschlecht wird das 
Geschlecht der Form F bestimmen. Der Character jener Form aber wird, 
da sie eine uneigentlich primitive ist, die Beziehungen zu 4 oder 8 nicht 
enthalten, sondern nur die Beziehungen zu den einzelnen ungeraden Prim- 
teilern von 4D. Da nun offenbar alle diese Teiler in d, d’ aufgehen und 
die Hälfte eines jeden Productes zweier Factoren, von denen der eine 
durch f, der andere durch f’ darstellbar ist, durch die Form (4A,4B,30) 
dargestellt werden kann, so sieht man leicht, dass der Character dieser 
Form in Bezug auf jede in 4D aufgehende ungerade Primzahl Rp ist, 
sowohl wenn 2Rp ist und die Formen f, f' in Bezug auf p ein und denselben 
Character haben, als auch wenn 2Np ist und die Charactere der Formen 
f, f in Bezug auf p entgengesetzt sind, dass dagegen der Character jener 
Form Np ist, sowohl wenn f, // gleiche Charactere haben in Bezug auf p 
und 2Np ist, als auch wenn f, f’ entgegengesetzte Charactere haben und 
2Rp ist. 


247. 


Aus der Auflösung des vorstehenden Problems geht hervor, dass, wenn g 
_ eine primitive Form aus derselben Ordnung und demselben Geschlechte 
wie f und ebenso g’ eine primitive Form aus derselben Ordnung und dem- 
selben Geschlechte wie f ist, die aus g und g’ zusammengesetzte Form zu 
demselben Geschlechte gehört wie die aus f und f' zusammengesetzte Form. 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die Bedeutung eines aus zwei (oder auch 
aus mehreren) andern Geschlechtern zusammengesetzten Geschlechts, 
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Ferner geht ebendaraus hervor, dass, wenn f, f’ dieselbe Determinante haben 
und f eine Form aus einem Hauptgeschlechte, sowie F aus f und f’ 
zusammengesetzt ist, F'aus demselben Geschlechte ist wie f’; demnach kann 
ein Hauptgeschlecht bei der Composition mit andern Geschlechtern derselben 
Determinante stets weggelassen werden. Wenn dagegen, während die übrigen 
Annahmen bleiben, /nicht aus einem Hauptgeschlecht, f’ aber eine primitive 
Form ist, so wird F'sicher aus einem andern Geschlechte sein als f'. Wenn 
endlich f, f’ eigentlich primitive Formen desselben Geschlechts sind, so wird 
F' aus einem Hauptgeschlechte sein; wenn dagegen f, f’ beide eigentlich 
primitive Formen mit derselben Determinante, aber aus verschiedenen Ge- 
schlechtern sind, so kann F nicht zu einem Hauptgeschlechte gehören. 
Wird daher irgend eine eigentlich primitive Form mit sich selbst com- 
poniert, so wird die dadurch entstehende Form, welche ebenfalls eigentlich 
primitiv ist und dieselbe Determinante hat, notwendig zu einem Haupt- 
geschlechte gehören. 
248. 

Aufgabe. Wenn zwei beliebige Formen f, f', aus denen die 
Form F zusammengesetzt ist, gegeben sind, so soll man aus 
den Geschlechtern der Formen f f' bestimmen, zu welchem 
Geschlechte die Form F gehört. 

Auflösung. Es sei f= (a, b, c), f=(a',b', ce), F=(4A,B,C), ferner 
m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, d, ce und m’ der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a’, d, c’, so dass f, f! aus 
den primitiven Formen = 2 = &, ER ) die wir bezüglich mit 
f, f bezeichnen, abgeleitet sind. Wenn nun wenigstens eine der Formen 
f, f eigentlich primitiv ist, so wird der grösste gemeinschaftliche Teiler 
der Zahlen A, B, C gleich mm’ und daher F aus der primitiven Form 

A B C 
schlecht der Form F abhängig ist vom Geschlecht der Form %. Man er- 
kennt aber leicht, dass % durch dieselbe Substitution in ff’ übergeht, durch 
welche F' in 7’ übergeht und dass somit % aus ff’ zusammengesetzt ist 
und ihr Geschlecht nach der Aufgabe im Artikel 246 bestimmt werden 
kann. — Sind aber beide Eormen f, f' uneigentlich primitiv, so ist der 
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, B, C gleich 2mm’ und die 
Form % ist auch jetzt noch aus den Formen f, f' zusammengesetzt und 


)=$ abgeleitet sein, woraus hervorgeht, dass das Ge- 


i ; RT A B C ) 
offenbar aus der eigentlich primitiven Form ( mm’ Imm ab- 


geleitet. Das Geschlecht dieser Form kann daher nach Artikel 246 be- 
stimmt werden, und da F' aus eben dieser Form abgeleitet ist, so wird da- 
durch auch unmittelbar das Geschlecht von F bekannt sein. 

Aus dieser Auflösung geht hervor, dass der im vorigen Artikel für 
primitive Formen entwickelte Satz, nämlich dass, wenn f', g’ aus den- 


17% 
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selben Geschlechtern sind, wie f, g, die aus den Formen f’, g’ 
zusammengesetzte Form aus demselben Geschlechte ist} wie 
die aus f, g zusammengesetzte Form, allgemein für beliebige 
Formen gilt. 


Composition der Klassen. 


249. 


Satz. Wenn die Formen f, f aus denselben Ordnungen, 
Geschlechtern und Klassen sind, wie die Formen g, g’.re- 
spective, so ist die aus den Formen f, f' zusammengesetzte 
Form aus derselben Klasse, wie die aus g und g’ zusammen- 
gesetzte. 

Aus diesem Satze, dessen Richtigkeit aus Artikel 239 ohne Weiteres 
folgt, ist die Bedeutung einer aus zwei oder auch aus mehreren 
gegebenen Klassen zusammengesetzten Klasse unmittelbar ersichtlich. 

Wird irgend eine Klasse K mit der Hauptklasse zusammengesetzt, so 
entsteht wiederum die Klasse K, d. h. die Hauptklasse kann bei der Com- 
position mit andern Klassen derselben Determinante weggelassen werden. 
Aus der Composition zweier entgegengesetzten eigentlich primitiven Klassen 
entsteht stets die Hauptklasse derselben Determinante (vgl. Artikel 243). 
Da nun jede ambige Klasse sich selbst entgegengesetzt ist, so geht durch 
Composition jeder eigentlich primitiven ambigen Klasse mit sich selbst die 
Hauptklasse derselben Determinante hervor. 

Der letzte Satz gilt auch umgekehrt, nämlich: Wenn durch Com- 
position einer eigentlich primitiven Klasse X mit sich selbst 
die Hauptklasse H derselben Determinante hervorgeht, so ist K 
notwendig eine ambige Klasse. Denn wenn K’ die zu K entgegen- 
gesetzte Klasse ist, so wird aus den drei Klassen K, K, K’ durch Com- 
position dieselbe Klasse entstehen wie aus HZ und K'; aus jenen ergiebt sich 
aber K (da K und K’ die Hauptklasse ZH, diese aber und K wiederum K 
hervorbringen), aus diesen K’, Mithin fällt X mit K’ zusammen und ist 
daher eine ambige Klasse. 

Ferner mag folgender Satz angeführt werden: Wenn die Klassen X, Z 
bezüglich den Klassen K', Z/ entgegengesetzt sind, so wird auch 
die aus K und Z zusammengesetzte Klasse der aus K’ und Z 
zusammengesetzten entgegengesetzt sein. Es seien die Formen 
f, 9 f, 9’ bezüglich aus den Klassen K, L, K’, L’; die Form F' sei aus 

und g, die Form F’ aus den Formen f’ und g’ zusammengesetzt. Da 
f' und f sowie g’ und g uneigentlich äquivalent sind, F' aber aus jeder 
der beiden Formen f, g direct zusammengesetzt ist, so wird F' auch aus 
f', g’ zusammengesetzt sein, aber aus jeder der beiden invers. Daher ist 
jede Form, welche F' uneigentlich äquivalent ist, aus f’ und g’ direct zu- 
sammengesetzt und daher der Form F’ eigentlich äquivalent (Artikel 238,239), 
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weshalb F, F’ uneigentlich äquivalent und die Klassen, zu denen sie ge- 
hören, entgegengesetzt sind. 

Hieraus folgt, dass, wenn eine ambige Klasse X mit einer ambigen 
Klasse Z zusammengesetzt wird, immer eine ambige Klasse entsteht. Denn 
dieselbe ist der Klasse, welche aus den den Klassen K, L entgegengesetzten 
Klassen zusammengesetzt ist, und daher sich selbst entgegengesetzt, da 
diese Klassen sich selbst entgegengesetzt sind. 

Endlich bemerken wir, dass, wenn zwei beliebige Klassen X, L mit 
derselben Determinante gegeben sind, von denen die erste eigentlich 
primitiv ist, man immer eine Klasse M mit derselben Determinante finden 
kann, welche mit K componiert Z ergiebt. Offenbar erreicht man dies, 
indem man für M die Klasse nimmt, welche aus Z und der zu K entgegen- 
gesetzten Klasse zusammengesetzt ist; zugleich ist sehr leicht ersichtlich, 
dass diese Klasse die einzige ist, welche diese Eigenschaft besitzt, oder dass 
verschiedene Klassen derselben Determinante mit einer und derselben 
eigentlich primitiven Klasse zusammengesetzt verschiedene Klassen liefern. 

Die Composition der Klassen kann passend durch das 
Additionszeichen +, ebenso wie die Identität der Klassen durch 
das Gleichheitszeichen, bezeichnet werden. In diesen Zeichen 
lässt sich der eben angegebene Satz folgendermassen ausdrücken: Wenn X’ die 
zu K entgegengesetzte Klasse ist, so ist X--K’ die Hauptklasse derselben Deter- 
minante, und somit X+ K+ L=L; setzt man alo K+-L= M, so ist K+ 
M=L, wie verlangt wurde. Wenn es aber ausser M noch eine andere M’ gäbe, 
welche dieselbe Rigenschaft besässe, oderwenn X+ M’=L wäre, so würde K+ 
K+-M=L-+K=M sein, woraus M—=M folgt. — Wenn mehrere identische 
Klassen zusammengesetzt werden, so kann dies (nach Art der Multiplikation) 
durch Vorsetzen ihrer Anzahl bezeichnet werden, so dass z. B. 2X dasselbe be- 
zeichnet wie K + X, 3K dasselbe wie K+K-+K, u.s. w. Dieselben Bezeich- 
nungen können auch auf die Formen übertragen werden, so dass (a,b,c) + 
(a, b’,c’) die aus (a, b, c), (a, b’, c’) zusammengesetzte Form bezeichnen würde; 
um aber keine Zweideutigkeit aufkommen zu lassen, wollen wir uns dieser Ab- 
kürzung lieber enthalten, zumal wir einem Zeichen wie yM (a, b,c) schon 
eine besondere Bedeutung beigelegt haben. — Wir werden sagen, dass die 
Klasse 2X durch Duplikation der Klasse X, die Klasse 3K durch 
Triplikation von X u. s. w. entstehe. 


250. 


Wenn D eine durch m? teilbare Zahl ist (wo wir m als positiv voraus- 
setzen), so giebt es eine aus einer eigentlich primitiven Ordnung mit der 


Ä D ö ı Ä 
Determinante m abgeleitete Ordnung der Formen mit der Determinante D 


(oder zwei, falls D negativ ist, nämlich eine positive und eine negative). 


; Ä D \ : 
Offenbar wird die Form (m, 0,—,,) zu jener Ordnung (nämlich der posi- 
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tiven) gehören und kann mit Recht als die einfachste Form in derselben 


betrachtet werden (ebenso wie (- m, 0, =) im Falle eines negativen D die 


einfachste Form in der negativen Ordnung sein wird). Wenn überdies 


me 
minante D, welche aus der uneigentlich primitiven Ordnung mit der Deter- 
Br 
minante = abgeleitet ist und zu der offenbar die Form (2m, Mm, ne 
gehören und in ihr für die einfachste gehalten werden wird. (Ist D negativ, 
so giebt es wiederum zwei Ordnungen und in der negativen soll die Form 


Ä D— m? a 
e 2m, —m, .. als die einfachste betrachtet werden). So werden 


1 (mod. 4) ist, so giebt es auch eine Ordnung von Formen mit der Deter- 


z. B., wenn wir auch den Fall, wo m =1 ist, hierher rechnen wollen, in 
den vier Ordnungen von Formen mit der Determinante 45 die folgenden 
Formen die einfachsten sein: (1, 0, —45), (2, 1, — 22), (3, 0, — 15), (6, 3, — 6). 
In diesem Sinn ist der folgende Satz zu verstehen: 

Satz Wenn irgend eine Form F aus der Ordnung OÖ gegeben 
ist, so soll man eine eigentlich primitive (positive) Form fin- 
den, durch deren Composition mit der einfachsten Form in O 
die Form F entsteht. 

Auflösung. Es sei die Form F'= (ma, mb, mc) aus der primitiven 
Form f=(a, b, c), deren Determinante gleich d ist, abgeleitet und es 
werde zunächst angenommen, dass f eigentlich primitiv sei. Wir 
bemerken zunächst, dass, wenn etwa a nicht prim zu 2dm ist, es sicher 
andere zu (a, b, c) eigentlich äquivalente Formen giebt, welche diese Eigen- 
schaft besitzen. Denn nach Artikel 228 giebt es zu 2dm prime und durch 
jene Form darstellbare Zahlen; es sei eine solche Zahl a’= aa? + 2bay + cy2, 
und es werde (was erlaubt ist) angenommen, dass «, y prim zu einander 
sind. Werden dann ß, ö derart angenommen, dass «ö — Py=1 ist, so möge 
f durch die Substitution a, ß, y, © in die Form (a’, b’, c') übergehen, welche 
jener eigentlich äquivalent sein und die vorgeschriebene Eigenschaft haben 
wird. Da nun auch F und (a’m, b’m, c'm) eigentlich äquivalent sind, so 
sieht man leicht, dass es genügt denjenigen Fall zu betrachten, in welchem 
a zu 2dm prim ist. Dann wird (a, bm, cm?) eine eigentlich primitive Form 
(denn wenn a, 2bm, cm? einen gemeinschaftlichen Teiler hätten, so würde 
derselbe auch in 2dm = 2b’m — 2acm enthalten sein) mit derselben Deter- 
minante wie F' sein, und man bestätigt leicht, dass die Form F durch die Sub- 
stitution 1, 0, —b, — cm; 0, m, a, bm in das Product aus der Form 
(m, 0, — dm), welche, wenn F’ nicht eine negative Form ist, die einfachste 
der Ordnung O ist, und der Form (a, bm, cm?) übergeht, woraus man aus 
dem Kriterium in der vierten Bemerkung des Artikels 235 schliesst, dass F’ 
aus (m, 0, — dm) und (a, bm, cm?) zusammengesetzt ist. Ist aber F eine 
negative Form, so geht sie in das Product aus der einfachsten Form der- 
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selben Ordnung (— m, 0, dm) und der positiven Form (—a, bm, — cm?) 
über durch die Substitution 1, 0, db, —cm; 0, —m, —a, bm und ist daher 
aus ihnen zusammengesetzt. 

Ist zweitens feine uneigentlich primitive Form, so kann man 
annehmen, dass Ja und 2dm prim zu einander sind; denn wenn diese Eigen- 
schaft bei der Form f nicht stattfindet, so kann man eine f eigentlich 
äquivalente Form finden, welche diese Eigenschaft besitzt. Hieraus aber 
folgt leicht, dass (4 a, bm, 2cm?) eine eigentlich primitive Form mit derselben 
Determinante wie F ist, und ebenso leicht bestätigt man, dass F in das 
Product der beiden Formen 


(+ 2m, m, +3 (m — dm)), oe 3a, bm, £ 2cm?) 
übergeht durch die Substitution: 
1,0, (1b), —cm; 0, #2m, +$a, (b+1)m, 


wobei die unteren Zeichen zu nehmen sind, wenn F' eine negatiye Form ist, 
die oberen aber in den übrigen Fällen, und dass somit F' aus diesen beiden 
Formen, von denen die erste die einfachste der Ordnung O, die letzte eine 
eigentlich primitive (positive) Form ist, zusammengesetzt ist. 


251. 

Aufgabe. WennzweiFormen F, fmit derselben Determinante 
D, welche zu derselben Ordnung O gehören, gegeben sind, so 
soll man eine eigentlich primitive Form mit der Determinante 
D finden, welche mit f componiert die Form F erzeugt. 

Auflösung. Es sei die einfachste Form der Ordnung 0; ferner seien 
5, f eigentlich primitive Formen mit der Determinante .D, welche mit & 
componiert bezüglich F, f hervorbringen; endlich sei f eine eigentlich 
primitive Form, welche mit f componiert die Form % erzeugt. Dann wird 
die Form F aus den drei Functionen 9, f, f’ oder aus den beiden f, f' 
zusammengesetzt sein. 

Es kann daher jede Klasse einer gegebenen Ordnung betrachtet werden 
als zusammengesetzt aus irgend einer gegebenen Klasse derselben Ordnung 
und irgend einer eigentlich primitiven Klasse mit derselben Determinante. 


Für eine gegebene Determinante sind in den einzelnen 
Geschlechtern derselben Ordnung gleichviele Klassen 
enthalten. 


252. 
Satz. Für eine gegebene Determinante sindin den einzelnen 
Geschlechtern derselben Ordnung gleichviele Klassen enthalten. 
Beweis. Es mögen die Geschlechter G und H zu derselben Ordnung 
gehören, und es möge G aus den n Klassen K, K’, K”,..., a: 
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stehen; ferner sei Z irgend eine Klasse aus dem Geschlechte 7. Man 
suche nach dem vorigen Artikel eine eigentlich primitive Klasse M mit 
derselben Determinante, aus deren Composition mit K die Klasse Z, entsteht, 
und bezeichne die aus der Composition der Klasse M mit den Klassen RK; 
KR, a En hervorgehenden Klassen respective mit Z/, Z”,. ee 1) 
Dann Kolpt aus der letzten Bemerkung im Artikel 249, dass is Klassen 
L, L’, L",..., L" verschieden sind, und nach Artikel 248 gehören sie 
sämtlich zu hen Geschlechte, d. h zum Geschlechte Z7. Schliesslich 
sieht man leicht, dass 4 andere Klassen als diese nicht enthalten kann, da 
jede Klasse des Geschlechts Z als zusammmengesetzt aus M und einer andern 
Klasse derselben Determinante, welche notwendig immer aus dem Geschlechte 
G ist, betrachtet werden kann. Daher enthält 7, ebenso wie G, n verschie- 
dene Klassen. 


Die Anzahlen der in den einzelnen Geschlechtern verschie- 
dener Ordnungen enthaltenen Klassen werden verglichen. 


255. 

Der vorhergehende Satz setzt die Identität der Ordnung voraus und 
lässt sich nicht auf verschiedene Ordnungen ausdehnen. So giebt es z. B. 
für die Determinante — 171 zwanzig positive Klassen, welche sich auf vier 
Ordnungen verteilen. In der eigentlich primitiven Ordnung sind zwei Ge- 
schlechter enthalten, deren jedes sechs Klassen umfasst; in der uneigentlich 
primitiven Ordnung besitzen die beiden Geschlechter vier Klassen, jedes 
einzelne deren zwei; in der aus der eigentlich primitiven Ordnung mit der 
Determinante — 19 abgeleiteten Ordnung giebt es nur ein einziges Geschlecht, 
welches drei Klassen enthält; endlich hat die aus der uneigentlich primi- 
tiven Ordnung mit der Determinante — 19 abgeleitete Ordnung nur ein 
einziges, aus einer Klasse bestehendes Geschlecht. Ebenso verhalten sich 
die negativen Klassen. Es verlohnt daher der Mühe, ein allgemei- 
nes Prinzip zu suchen, von welchem der Zusammenhang unter 
den Klassenanzahlen in den verschiedenen Ordnungen abhängt. 
Wir nehmen an, dass K, L zwei Klassen aus derselben (positiven) Ordnung 
O mit der Determinante D seien und M eine eigentlich primitive Klasse 
mit derselben Determinante sei, aus deren Composition mit K die Klasse L 
entsteht; eine solche lässt sich nach Artikel 251 stets angeben. Nun kann 
es in gewissen Fällen geschehen, dass M die einzige eigentlich primitive 
Klasse ist, welche mit K componiert Z erzeugt; in andern können mehrere 
verschiedene eigentlich primitive Klassen existieren, welche diese Eigenschaft 
besitzen. Wir nehmen allgemein an, dass es r derartige eigentlich primitive 
Klassen M, M’, M, Men giebt, welche, einzeln mit X componiert, 
dieselbe Klasse Z haryaibrinken, und bezeichnen die Gesamtheit jener mit 
W. Ferner sei 2’ eine andere (von L verschiedene) Klasse der Ordnung 
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O und N die eigentlich primitive Klasse mit der Determinante D, welche 
mit Z componiert Z’ erzeugt, und es werde die Gesamtheit der Klassen N’ -— 
M,N"+-M, N +M",..,N+Mmt» (welche sämtlich eigentlich pri- 
mitiv und von einander verschieden sind) mit W’ bezeichnet. Dann ist 
leicht ersichtlich, dass X mit irgend einer Klasse aus W’ componiert Z/ 
hervorbringt, woraus folgt, dass W und W’ keine Klasse gemeinschaftlich 
haben; ausserdem zeigt man ohne Mühe, dass es keine eigentlich primitive 
in dem Complexe W’ nicht enthaltene Klasse giebt, welche mit X compo- 
niert Z’ hervorbrächte. Auf dieselbe Weise erhellt, dass, wenn Z’ eine 
andere von den Klassen Z, ZL’ verschiedene Klasse der Ordnung O ist, es 
r eigentlich primitive sowohl unter sich als auch von den Klassen W, W’ 
verschiedene Klassen giebt, welche einzeln mit X componiert Z’’ hervor- 
bringen, und ähnlich verhält es sich mit allen übrigen Klassen der Ord- 
nung OÖ. Da aber jede eigentlich primitive (positive) Klasse mit der Deter- 
minante D mit XK componiert eine Klasse der Ordnung O liefert, so folgt 
hieraus leicht, dass, wenn die Anzahl der sämtlichen Klassen der Ordnung 
O gleich » ist, die Anzahl sämtlicher eigentlich primitiven (positiven) Klassen 
mit derselben Determinante gleich rn ist. Wir erhalten daher die allgemeine 
Regel: Bezeichnen X, L irgend welche Klassen der Ordnung O und r die 
Anzahl der verschiedenen eigentlich primitiven Klassen mit derselben Deter- 
minante, welche einzeln mit K componiert Z erzeugen, so ist die Anzahl 
sämtlicher Klassen in der eigentlich primitiven (positiven) Ordnung r-mal 
grösser als die Anzahl der Klassen der Ordnung O. 

Da die Klassen X, Z in der Ordnung O ganz nach Belieben angenom- 
men werden können, so wird man auch identische Klassen nehmen dürfen, 
und zwar wird es zweckmässig sein, sich derjenigen Klasse zu bedienen, in 
welcher die einfachste Form dieser Ordnung enthalten ist. Nimmt man 
daher diese für X und Z, so ist die Sache darauf zurückgeführt, sämtliche 
eigentlich primitiven Klassen anzugeben, welche mit X componiert wiederum 
K erzeugen. Hierzu wird der Weg gebahnt durch den Satz des folgenden 
Artikels. 


254. 

Satz. Wenn F=(A, B, O) die einfachste Form der Ordnung 
O mit der Determinante D und f=(a, b, c) eine eigentlich pri- 
mitive Form mit derselben Determinante ist, so lässt sich durch 
diese Form f die Zahl A? darstellen, wenn F durch Composition 
der Formen f, F entsteht, und umgekehrtist F aus sich selbst 
und f zusammengesetzt, wenn A? durch f dargestellt werden 
kann. 

Beweis. I. Wenn F in das Product fF durch die Substitution 9, 9’, 
»',Pp";q 4 % d" übergeht, so hat man nach Artikel 235: 


Alag'?— 2bgg" + eg?) = AP, daher: A?—= ag"? — 2bqq” + cq?. 
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U. Wenn vorausgesetzt wird, dass A? durch / dargestellt werden könne, 
so bezeichne man die Werte der Unbestimmten, durch welche dies bewirkt 
wird, mit g’,— g, oder es sei: A?—= ag" ?— 2bgq’’+ cq?, und es werde gesetzt: 


g’a— g(b+B)= Ap, An dur Degen 
— g"0=4p", a— ab —B)=Ag, db +B)— g0= Ag”. 


Dann zeigt man leicht, dass F' in das Product ff durch die Substitution 
»,»,»",»"; q, d, @d', d übergeht und daher aus f und F' zusammen- 
gesetzt ist, wofern nur sämtliche Zahlen », p’, .. . ganz sind. Nun ist 
nach der Erklärung der einfachsten Form B entweder gleich O oder gleich 
BB GE. 
4 A, daher ist —y eine ganze Zahl; ebendaraus folgt, dass auch 7 eine 
ganze Zahl ist. Demnach sind g’—», p', d'"— pP”, p" ganze Zahlen, und es bleibt 
daher nur zu beweisen, dass p und p’”’ ganze Zahlen sind. Es wird aber: 


2pgB qC 2p'’d’’B g'2C 
n2 BEER a h 
Dale od 


m 


Ist daher B=0, so folgt: 


Dear = p?=c— gie 


A ? 
und somit sind »p und »"” ganze Zahlen; ist dagegen B=#4, so ist: 


20 20 
P+n=a- TG: p"? +" =c— = r 

woraus ebenso leicht sich ergiebt, dass auch in diesem Falle p und »"” 
ganze Zahlen sind. Hieraus folgt, dass F aus fund F' zusammengesetzt ist. 


255. 


Das Problem ist demnach darauf zurückgeführt, dass man alle eigent- 
lich primitiven Klassen mit der Determinante D bestimmen solle, durch 
deren Formen die Zahl A? sich darstellen lässt. Offenbar- ist A? durch 
jede Form darstellbar, deren erstes Glied entweder A? oder das Quadrat 
eines aliquoten Teils von A ist; umgekehrt aber wird, wenn A? durch die 
Form f dargestellt werden kann, indem man den Unbestimmten die Werte 
ae, je, deren grösster gemeinschaftlicher Teiler e ist, beilegt, die Form f 


IN 


durch die Substitution «, ß, y, ö in eine Form übergehen, deren erstes Glied 
Ar i $ j ; 
2? ist, und diese Form wird der Form f eigentlich äquivalent sein, wenn 


aö— Py—=1 ist. Hieraus geht hervor, dass sich in jeder Klasse, durch 
deren Formen A? dargestellt werden kann, Formen finden, deren erstes 
Glied entweder A? oder das Quadrat eines aliquoten Teils von A ist. Die 
Sache dreht sich also darum, alle eigentlich primitiven Klassen mit der 
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Determinante D zu ermitteln, in denen derartige Formen vorkommen, und 

dies erreicht man auf folgende Weise: Es seien a, a’, «', ... sämtliche 
8 ’) ’ ’ 

(positiven) Teiler von A; man suche sämtliche Werte des Ausdrucks 


yD (mod. a?), welche zwischen O0 und a? — 1 inel. liegen und welche Db, Ö, 


b’,... sein mögen, und setze: 
%— D=a%, W”?—D=a!c, W"?—D= 


ferner werde die Gesamtheit der Formen (a, b, c), (a2, db’, c'),.... mit V 
bezeichnet. Dann sieht man leicht, dass in jeder Klasse mit der Deter- 
minante D, in welcher eine Form vorkommt, deren erstes Glied «a? ist, 
auch irgend eine Form aus V enthalten sein muss. In analoger Weise 
ermittle man sämtliche Formen mit der Determinante D, deren erstes 
Glied a’? und deren mittleres Glied zwischen O0 und a? —1 incl. gelegen 
ist, und bezeichne den Complex derselben mit V’. Ebenso sei V’ der 
Complex analoger Formen, deren erstes Glied a’? ist, u. s. w. Aus den 
Formen V, V’, 7”, ... entferne man sämtliche Formen, welche nicht 
eigentlich primitiv sind, verteile die übrigen in Klassen und behalte, wenn 
zufällig mehrere zu derselben Klasse gehörende vorhanden sein sollten, in 
den einzelnen Klassen nur eine bei. Auf diese Weise erhält man alle 
gesuchten Klassen und die Anzahl derselben wird sich zur Einheit verhalten, 
wie die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Klassen zur Anzahl 
der Klassen in der Ordnung OÖ. 


Beispiel. Es sei D=—531 und O die positive aus der 'uneigentlich 
primitiven Ordnung mit der Determinante — 59 abgeleitete Ordnung, in 
welcher die einfachste Form (6, 3, 90) oder A=6 ist. Hier sind a, «', 
a’, a’ gleich 1, 2, 3, 6. V enthält die Form (1, 0, 531), V’ die folgenden: 
(4, 1, 133), (4, 3, 135); V’’ die folgenden: (9, 0, 59), (9, 3, 60), (9, 6, 63); 
endlich V’” die folgenden: (36, 3, 15), (36, 9, 17), (36, 15, 21), (36, 21, 27), 
(36, 27, 35), (36, 33, 45). Aus diesen zwölf Formen sind aber sechs weg- 
zulassen, nämlich aus V’” die zweite und dritte, aus V"’ die erste, dritte, 
vierte und sechste, welche sämtlich abgeleitete Formen sind; von den sechs 
übrigen findet man, dass sie alle zu verschiedenen Klassen gehören. In 
der That ist die Anzahl der eigentlich primitiven (positiven) Klassen mit 
der Determinante — 531 gleich 18 und die Anzahl der uneigentlich primitiven 
(positiven) Klassen mit der Determinante — 59 (oder die Anzahl der aus 
ihnen abgeleiteten Klassen mit der Determinante — 531) gleich 3; somit 
verhält sich jene zu dieser wie 6 zu 1. 


256. 
Diese Lösung wird durch die folgenden allgemeinen Bemerkungen 
noch mehr ins Licht treten. 
I. Ist die Ordnung O aus einer eigentlich primitiven Ordnung ab- 
geleitet, so geht A? in D auf; ist aber O eine uneigentlich primitive oder 
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eine aus einer uneigentlich primitiven abgeleitete Ordnung, so ist A gerade, 
D durch 44° teilbar und der Quotient =1(mod.4). Hiernach wird das 
Quadrat eines jeden Teilers von A entweder in D oder wenigstens in 4D 
aufgehen, und im letzteren Falle wird der Quotient stets =1 (mod. 4) sein. 

II. Geht a? in D auf, so werden die sämtlichen Werte des Ausdrucks 
yD (mod. a?), welche zwischen 0 und a?— 1 liegen, die folgenden sein: 
0, a, 2a, ..., @—.a, und daher ist a die Anzahl der Formen V. Aber 
unter diesen werden nur so viele eigentlich primitiv sein, als Zahlen in der 
Reihe 

age any 

2.0 a? a? 
vorhanden sind, welche mit « keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Ist 
a—=1, so wird V nur aus der einen Form (1, 0, — D) bestehen, welche 
stets eigentlich primitiv ist. Ist «= 2 oder irgend eine Potenz von 2, so 
wird die eine Hälfte von jenen a Zahlen gerade, die andere ungerade sein; 
daher werden in Y 4a eigentlich primitive Formen vorkommen. Ist « irgend 
eine andere Primzahl p oder die Potenz einer Primzahl, so sind drei Fälle 
zu unterscheiden, nämlich: Alle jene a Zahlen sind prim zu « und daher 


sämtliche Formen in V eigentlich primitiv, wenn = durch » nicht teilbar 
und gleichzeitig nicht quadratischer Rest von p ist; geht dagegen p in 


(»— 1)a 
p 


De, : A : Ä h 4. 
— auf, so giebt esin V eigentlich primitive Formen; ist endlich — 
a a 


ein durch p nicht teilbarer quadratischer Rest von p, so giebt es in V 
P—2)a . : N i x ; ent 
a eigentlich primitive Formen. Dies alles lässt sich ohne Schwierig- 


keit beweisen. Setzt man aber allgemein «= 2p" gr? ..., ww», ,r,... 
von einander verschiedene ungerade Primzahlen bezeichnen, so ist die An- 
zahl der eigentlich primitiven Formen in Y gleich NPQR ..., wo gesetzt 
werden muss: 


N=1 (wenn v=0) oder N=2}'1! (wenn v>0) 
BD: (wenn 5, quadratischer Nichtrest von » ist) oder 


P=(p—1)p"”' (wenn = durch p teilbar ist) oder 


P=(p—- 2" (wenn 2 ein durch 9 nicht teilbarer quadratischer Rest 
von » ist), 


und @, A, ... sind respective aus q, r,.... in derselben Weise zu bestimmen, 
wie P aus p. 


4D 
III. Geht a? nicht in D auf, so ist 2) eine ganze Zahl und =] (mod. 4); 


die Werte des Ausdrucks yD (mod. a?) sind: 3a, 3a, 3a, ..., a — 4a; daher 
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ist die Anzahl der Formen in.V gleich « und hiervon werden soviele eigentlich 
primitiv sein, als es unter den Zahlen 


2: 2 10,.023..02,20009 


Papa 


D { 
zu a prime Zahlen giebt. Sooft _ (mod. 8) ist, sind alle diese Zahlen 
gerade und daher giebt es in V keine eigentlich primitive Form; wenn 
4D 
dagegen a 5 (mod. 8) ist, so sind alle jene Zahlen ungerade, und daher 


in V alle Formen eigentlich primitiv, falls @—=2 oder eine Potenz von 2 
ist, allgemein aber werden in diesem Falle so viele Formen in V eigentlich 
primitiv sein, als es unter jenen Zahlen durch keinen ungeraden Primteiler 
von a teilbare Zahlen giebt. Diese Anzahl ist gleich NPQOR..., wenn 
a—=2!p"gr?... ist, wobei N=2" zu setzen ist, die anderen PQ,R,... 
aber aus p9,9,r, ... in derselben Weise herzuleiten sind wie im vorher- 
gehenden Falle. 

IV. Auf diese Weise können also die Anzahlen der eigentlich primitiven 
Formen in V, V’, V",.... bestimmt werden; für die Summe aller dieser 
Anzahlen findet man ohne Schwierigkeit die folgende allgemeine Regel: 
It A=LUBE..., woW,B,,... von einander verschiedene ungerade 
Primzahlen bezeichnen, so ist die Gesamtanzahl aller eigentlich primitiven 


2 „SAROBE. 
Kormen in Y, V',V’",... gleich JABE..» " gesetzt werden muss: 


4D 
n=]1 (wenn = 1 (mod. 8) ist), oder 


Di; : 
n=2 (wenn 75 eine ganze Zahl ist) oder 


4D : 
n=3 (wenn => 5 (mod. 8) ist); ferner 
, 4D 
a=N„ (wenn A in 73 aufgeht) oder 


a N 
a=A=1 (wenn Win 2 nicht aufgeht, wobei das obere 
oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 


2 quadratischer Nichtrest oder Rest von X ist); 
und b, (,... aus B, @,... in derselben Weise abgeleitet werden müssen 
wie a aus V. Die Kürze gestattet uns nicht, den Beweis hier weitläufiger 
zu entwickeln. 

V. Was nun die Anzahl der Klassen anlangt, welche die eigentlich 
primitiven Formen in V, V’, V’”’, ... liefern, so müssen die drei folgen- 
den Fälle unterschieden werden: 
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Erstens, wenn D eine negative Zahl ist, so bilden die einzelnen 
eigentlich primitiven Formen in V, V’,... je eine besondere Klasse, oder 
die Anzahl der gesuchten Klassen wird ausgedrückt durch die in der vorigen 
Bemerkung angegebene Formel, ausgenommen in zwei Fällen, nämlich wenn 


AD 
78 entweder — —4 oder =—3 oder wenn D entweder = — 4A? oder 


19 ist. Um diesen Satz zu beweisen, braucht man offenbar nur zu 
zeigen, dass es nicht möglich sei, dass zwei verschiedene Formen aus 
v, V', V",... eigentlich äquivalent sin. Nimmt man daher an, dass 
(h2, i, A), (W2, d, kX) zwei verschiedene eigentlich primitive Formen aus 
V, V', V",... seien, welche zu derselben Klasse gehören, und geht die 
erstere in die letztere über durch die eigentliche Substitution «, ß, y, ö, so 
dass man die Gleichungen hat: 

ö—Py=1, MaR+ %ay+k=M2, Maß+ila+ By) + kyi=tV, 
so folgt hieraus leicht: erstens, dass y sicher nicht gleich O ist (denn 
hieraus würde folgen, dss a= +1, ®=M?2, ? =i (mod. A?) ist und daher 
die gegebenen Formen identisch sind, was der Voraussetzung widerspricht); 
zweitens, dass y durch den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen 
h, W teilbar ist (denn setzt man diesen Teiler gleich r, so geht derselbe 
offenbar auch in 2, % auf, ist aber zu % prim; ausserdem geht r? in 
h?k — h?k= i? — i? auf, woraus leicht folgt, dass r auch in ö — i’ aufgeht; 
man hat aber «@’— BPW?—= ai yk, mithin ist yk und somit auch y durch r 
teilbar); drittens, dass (ah? y3)2— Dy?—= h?W? ist. Setzt man daher 
ah? + yi=rp, y=1rg, so sind p, q ganze Zahlen, deren letztere nicht gleich 

2 272 
0 ist, und es ist: 9 De Nun ist aber n die kleinste gleich- 


zeitig durch h? und 2 teilbare Zahl und geht daher auch in A? und somit 


; ee. : 
auch in 4D auf; folglich ist nn eine ganze (negative) Zahl, und setzen 


wir diese gleich —e, so wird # — D? = — . oder 4 = el + eg? 


In dieser Gleichung muss der Teil e A als Quadrat, welches kleiner als 


hh' 
4 ist, notwendig entweder gleich O oder gleich 1 sein. Im ersteren Falle 
; hh'N? 4D 
ist e? —4 nd D= (6); woraus folgt, dass 72 
Vorzeichen behaftetes Quadrat und daher sicher nicht =1 (mod. 4), also O 
weder eine uneigentlich primitive noch aus einer uneigentlich primitiven 


ein mit negativem 


abgeleitete Ordnung ist. Demnach ist = eine ganze Zahl, woraus leicht 


{ 1 5 
folgt, dass e durch 4 teilbar, =1, D-—-(*) und auch = eine ganze 


Zahl ist. Hiernach ist notwendig D= — 4? oder l, welches der 
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erste Ausnahmefall ist. Im letzteren Falle ist eg?=3, also e=3 


7 NR 
0 3 ” . Hiemach ist 3 nn 
rA 


AN? 
andere sein kann als 3, da sie mit einem ganzen Quadrate =) multipli- 


ciert die Zahl 3 hervorbringt. Mithin ist 4D= —34°? oder D=— 44°, 
welches der zweite Ausnahmefall ist. In allen übrigen Fällen also 
werden sämtliche eigentlich primitiven Formen in V, V’, V"’, ... zu ver- 
schiedenen Klassen gehören. — Für die Ausnahmefälle möge es genügen, 
die Resultate aus einer nicht schwierigen, aber hier der Kürze wegen weg- 
gelassenen Untersuchung anzugeben. Im ersten Falle werden nämlich von 
den eigentlich primitiven Formen in V, V’, V",... immer je zwei, im 
zweiten Falle je drei zu derselben Klasse gehören, so dass die’ Anzahl aller 
gesuchten Klassen in jenem Fälle die Hälfte, in diesem der dritte Teil des 
in der vorigen Bemerkung angegebenen Ausdrucks ist. 


2 
) eine ganze Zahl, welche keine 


Zweitens, wenn D eine positive Quadratzahl ist, so werden die 
einzelnen eigentlich primitiven Formen in Y, V’, V”,... ohne Ausnahme 
je eine besondere Klasse bilden. Denn nimmt man an, dass (h?, i, k), 
(W2, i, k’) zwei solche verschiedene eigentlich äquivalente Formen seien, 
und geht die erste in die zweite durch die eigentliche Substitution «, ß, 7, ö 
über, so werden offenbar alle im vorigen Falle gemachten Schlussfolgerungen, 
in denen es nicht auf die Voraussetzung, dass D negativ sei, ankam, auch 


hier gelten. Bezeichnen daher p, g, r hier dasselbe wie dort, so wird auch 
Bi 3 i : \ 
hier 7275 elne ganze Zahl sein, aber nicht mehr eine negative, sondern 


eine positive und überdies quadratische Zahl, und wird diese gleich 9? ge- 


Irm\? 
setzt, so ist I) — 9??? =4. Dies ist aber absurd, da die Differenz zweier 


Quadrate nicht gleich 4 sein kann, wofern nicht das kleinere Mao gleich 
0 ist. Daher kann die Annahme en richtig sein. 

Für den dritten Fall aber, in welchem D eine positive nicht- 
quadratische Zahl ist, besitzen wir bisher noch keine allgemeine Regel, 
um die Anzahl der eigentlich primitiven Formen in Y, V’, V”,... mit der 
Anzahl der verschiedenen daraus hervorgehenden Klassen vergleichen zu 
können. Nur das können wir behaupten, dass diese entweder jener gleich 
oder ein aliquoter Teil derselben ist; ja wir haben sogar einen eigentüm- 
lichen Zusammenhang zwischen dem Quotienten dieser Zahlen und den 
kleinsten der Gleichung ??— Du? = 4? genügenden Werten von Z, u ent- 
‘ deckt, den hier zu entwickeln zu weit führen würde; ob es aber möglich 
ist, jenen Quotienten in allen Fällen aus dem blossen Anblick der Zahlen 
D, A zu erkennen (wie in den vorigen Fällen), darüber können wir nichts 
sicheres voraussagen. Wir geben hier einige Beispiele, deren Zahl jeder 
leicht wird vermehren können. Für D=13, A=2 ist die Anzahl der 
eigentlich primitiven Formen in V,... gleich 3, welche sämtlich äquivalent 
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sind oder nur eine einzige Klasse bilden; für D= 37, A—2 giebt es auch 
drei eigentlich primitive Formen in V,..., welche zu drei verschiedenen 
Klassen gehören; für D=588, A—=7 hat man acht eigentlich primitive 
Formen in V,..., welche vier Klassen bilden; für D— 867, A—= 17 kommen 
in V,... achtzehn eigentlich primitive Formen vor, für D= 1445, A=17 
deren ebensoviele, die aber für jene Determinante in zwei, für diese in 
sechs Klassen zerfallen. 

VI. Aus der Anwendung dieser allgemeinen Theorie auf denjenigen 
Fall, wo O eine uneigentlich primitive Ordnung ist, folgt, dass sich die An- 
zahl der in dieser Ordnung enthaltenen Klassen zur Anzahl sämtlicher 
Klassen in der eigentlich primitiven Ordnung verhält, wie 1 zur Anzahl der 
verschiedenen eigentlich primitiven Klassen, welche die folgenden drei For- 
men bilden: (1, 0, —D), (4 1, a (4 BR nn Und zwar wird hier- 
aus eine einzige Klasse hervorgehen, wenn D=1 (mod. 8) ist, weil in diesem 
Falle die zweite und dritte Form uneigentlich primitiv sind; ist aber D=5 
(mod. 8), so werden jene drei Formen sämtlich eigentlich primitiv sein und 
daher ebenso viele verschiedene Klassen hervorbringen, wenn D negativ ist, 
den einzigen Fall, ww D=—3 ist, ausgenommen, in welchem sie nur eine 
Klasse bilden; schliesslich gehört der Fall, wo D positiv (von der Form 
8n +5) ist, zu denen, für welche eine allgemeine Regel bisher noch zu 
wünschen ist. Das jedoch können wir behaupten, dass jene drei Formen 
in diesem Falle entweder zu drei verschiedenen Klassen oder zu einer ein- 
zigen Klasse, niemals aber zu zwei Klassen gehören. Denn man erkennt 
leicht, dass, wenn jene Formen (1, 0, —D), (4 1; . (4, 3, —_ 
respective zu den Klassen X, K', K’ gehören, K+-X=K, K+K=K' 
ist, und dass somit, wenn K und X’ als identisch angenommen werden, 
auch X’ und X’ identisch sind; ebenso werden, wenn K und K’ als iden- 
tisch angenommen werden, auch X’ und X” identisch sein; da endlich 
K-+-K'—=K ist, so folgt aus der Annahme, dass X’ und K’ identisch seien, 
auch die Identität von X und K”. Hieraus ergiebt sich, dass entweder 
alle drei Klassen X, K’, K'': verschieden oder alle drei Klassen identisch _ 
sind. Z. B. giebt es unterhalb 1000 im Ganzen 125 Zahlen von der Form 
8n +5, unter denen sich 31 Determinanten befinden, für welche der erstere 
Fall stattfindet, also die Anzahl der Klassen in der eigentlich primitiven 
Ordnung dreimal grösser ist als in der uneigentlich priwitiven, nämlich 
37, 101,.:141,:189,. 197,269, 325, 333,349, 373, 381,:389, 405, 485, 55%; 
919,614, 701,209; (97, :781,.818,,829,:877,.:885,:901,'909,.925,:983, 9:8; 
997; für die 94 übrigen gilt der letztere Fall oder für sie ist die Anzahl 
der Klassen in beiden Ordnungen gleich gross. 

VII Es wird kaum nötig sein zu bemerken, dass nach der vorstehenden 
Untersuchung nicht allein die Klassenanzahlen in verschiedenen Ordnungen 
derselben Determinante mit einander verglichen werden können, sondern 
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dass jene auch auf beliebige verschiedene Determinanten, welche unter sich 
im quadratischen Verhältnis stehen, anwendbar ist. Bezeichnet nämlich O 
irgend eine Ordnung der Determinante dm?, 0’ eine Ordnung der Determi- 
nante dm’?, so kann O verglichen werden mit der eigentlich primitiven Ord- 
nung mit der Determinante dm? und diese mit der Ordnung, welche aus der 
eigentlich primitiven Ordnung mit der Determinante d abgeleitet ist, oder, 
was hinsichtlich der Anzahl der Klassen auf dasselbe hinauskommt, mit 
dieser letzteren Ordnung selbst, und mit eben derselben wird auf gleiche 
Weise die Ordnung O’ verglichen werden können. 


Über die Anzahl der ambigen Klassen. 


257. 

Unter allen Klassen in einer gegebenen Ordnung mit gegebener Deter- 
minante erfordern besonders die ambigen Klassen eine ausführlichere Unter- 
suchung, und die Bestimmung der Anzahl dieser Klassen wird uns zu vielem 
andern den Weg bahnen. Es genügt aber, diese Anzahl bloss in der eigent- 
lich primitiven Ordnung zu bestimmen, da die übrigen Fälle auf diesen 
leicht zurückgeführt werden können. Diese Aufgabe werden wir in der Weise 
erledigen, dass wir zuerst zeigen, wie man sämtliche eigentlich primitiven 
ambigen Formen (A, B, C) mit der gegebenen Determinante D, in denen 
entweder B=0 oder B=14A ist, ermittelt, und sodann, wie man aus der 
Anzahl dieser die Anzahl aller eigentlich primitiven ambigen Formen mit 
der Determinante D findet. 


I. Man findet offenbar sämtliche eigentlich primitiven Formen (A, 0, C) 
mit der Determinante D, wenn man für A die einzelnen Teiler von D 
(sowohl positiv als negativ) nimmt, für welche C = prim zu A wird. 
Wenn daher D=1 ist, giebt es zwei derartige Formen (1, 0, —1), 
(—1, 0, 1); ebenso viele giebt es, wenn D=—1 ist, nämlich (1, 0, 1), 
(—1,0, — 1); ist D eine Primzahl oder die Potenz einer Primzahl (sei es 
mit positivem, sei es mit negativem Vorzeichen), so giebt es vier: 
10 DICH, ED), (5 1), (—D, 0, 1). Allgemein aber giebt 
es, wenn D durch n verschiedene Primzahlen (zu denen hier auch 2 ge- 
rechnet werden muss) teilbar ist, im Ganzen "+! derartige Formen. Setzt 
man nämlich D=+ PQR ...., wo P,Q, R,... von einander verschiedene 
Primzahlen oder Potenzen solcher, deren Anzahl gleich » ist, bezeichnen, 
so werden die Werte von A die Zahlen 1, 2, Q, R, ... und Producte aus 
beliebig vielen dieser Zahlen sein; die Anzahl dieser Werte ist nach der 
Combinationslehre gleich 2”; dieselbe muss aber verdoppelt werden, da 
man den einzelnen Werten sowohl das positive wie das negative Vorzeichen 
beilegen muss. 

Gauss. 18 
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II. In ähnlicher Weise ergiebt sich, dass alle eigentlich primitiven 
Formen (2B, B, C) mit der Determinante D erhalten werden, wenn man 
für B alle Teiler von D (positiv und negativ) nimmt, für welche 


B 
ungerade und daher O2= 1 (mod. 8) sein muss, so folgt aus D= B?— 2B0 = 
(B— 0)? — 02, dass D entweder =3 (mod. 4), wenn B ungerade ist, oder 
= ( (mod.8),wenn.B gerade ist; sooft daher D irgend einer der Zahlen 1, 2,4,5,6 
nach dem Modul 8 congruent ist, giebt es keine derartigen Formen. Ist 
D=3 (mod. 4), so ist C ganz und ungerade, welchen Teiler von D man auch 
für B nehmen möge; damit aber C mit 2B keinen gemeinschaftlichen Teiler 


= 4(B = =) eine ganze Zahl und prim zu 2B wird. Da somit C notwendig 


D BE ; a 
habe, muss man .B so nehmen, dass gu Bprim wird. Hiernach erhält man für 


D=-—.1 die beiden Formen (2, 1, 1), (—2, —1, —1), und allgemein ist 
leicht ersichtlich, dass, wenn die Anzahl aller in D aufgehenden Prim- 
zahlen gleich n ist, im Ganzen 2”*" Formen entstehen. — Ist D durch 
8 teilbar, so wird C eine ganze Zahl, wenn man für BD irgend einen 
geraden Teiler von 4D nimmt; der andern Bedingung aber, dass 
D 
C=1B 5 Zu 2B prim sein soll, genügt man erstens dadurch, dass 
man für B alle ungerademal geraden Teiler von D nimmt, für welche 
> s e . ; h 
B mit B keinen gemeinschaftlichen Teiler hat, und deren Anzahl (mit 
Rücksicht auf die Verschiedenheit der Vorzeichen) gleich 9”+1 ist, wenn 
man annimmt, dass D durch » verschiedene ungerade Primzahlen teilbar 
sei; zweitens dadurch, dass man für B alle gerademal geraden Teiler 


von 4D nimmt, für welche = prim zu B wird und deren Anzahl ebenfalls 


9r+H ist, so dass man in diesem Falle im Ganzen 2”*” derartige Formen 
erhält. Setzt man nämlich D=-+2"PQR..., wo p einen Exponenten be- 
zeichnet, der grösser als 2 ist, und P, @, R,... verschiedene ungerade Prim- 
zahlen oder Potenzen von solchen, deren Anzahl gleich » ist, sind, so 


können sowohl für 42 als auch für = die Werte 1, P, OÖ, R,... und 


die Producte aus beliebig vielen dieser Zahlen sowohl mit positivem als 
auch mit negativem Vorzeichen genommen werden. 

Aus allem diesen folgert man, dass, wenn D durch » verschiedene un- 
gerade Primzahlen teilbar angenommen wird (wo n—=0 zu setzen ist, wenn 
D=-+1 oder +2 oder eine Potenz von 2 ist), die Anzahl aller eigentlich 
primitiven Formen (A, B, C), in denen B entweder gleich 0 oder gleich 
1A ist, gleich 2”*', wenn D=1 oder =5 (mod. 8), gleich 9”"7?2 wenn 
D= =2, 3, 4, 6 oder 7 (mod. 8), endlich gleich 2”*? ist, wenn D==0 (mod. 8) 
ist. Vergleicht man diese Zahl mit demjenigen, was wir im Artikel 231 
für die Anzahl aller möglichen Charaetere der primitiven Formen mit der 
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Determinante D angegeben haben, so bemerkt man, dass jene in allen 
Fällen genau doppelt so gross ist als diese. Übrigens ist klar, dass, wenn 
D negativ ist, es stets unter jenen Formen ebenso viele positive wie 
negative giebt. 


258. 


Alle im vorigen Artikel abgeleiteten Formen gehören offenbar zu 
ambigen Klassen, und umgekehrt muss in jeder ambigen eigentlich primi- 
tiven Klasse mit der Determinante D wenigstens eine jener Formen ent- 
halten sein; denn in einer solchen Klasse kommen sicher ambige Formen 
vor und jeder eigentlich primitiven ambigen Form (a, b, c) mit der Deter- 
minante D ist irgend eine der Formen des vorigen Artikels äquivalent, 
nämlich 


entweder e 0, — = oder (a, ia, ta — = 


/ 


je nachdem b entweder =0 oder = 4a (mod. a) ist. Die Aufgabe ist 
daher darauf zurückgeführt, zu ermitteln, wie viele verschiedene Klassen 
jene Formen bilden. 

Kommt die Form (a, 0, c) unter den Formen des vorigen Artikels vor, 
so wird die Form (c, 0, a) ebenfalls unter ihnen vorkommen und von jener 
stets verschieden sein, ausser in dem einen Falle, wa—=c—=-+1 und 
daher D=—1 ist, welchen Fall wir einstweilen unberücksichtigt lassen. 
Da aber diese Formen offenbar zu derselben Klasse gehören, so braucht 
man nur eine beizubehalten, und zwar lassen wir diejenige weg, bei 
welcher das erste Glied grösser ist als das dritte; den Fall, wo 
a=—c=-=]1 oder D=]1 ist, lassen wir ebenfalls noch bei Seite. Auf 
diese Weise können wir sämtliche Formen (A, 0, C) auf die Hälfte re- 
ducieren, indem wir von je zweien stets nur eine beibehalten, und in allen 
übrigbleibenden ist A<y+D. 

In analoger Weise wird, wenn unter den Formen des vorigen Artikels 
die Form (2b, b, c) vorkommt, sich unter ihnen auch die Form finden: 


2D 28 
): 

welche jener eigentlich äquivalent und von ihr verschieden ist, den einen 
Fall, den wir zurücklegen, ausgenommen, wc=b=+1 oder D=—1 
ist. Von diesen beiden Formen braucht man nur diejenige beizubehalten, 
deren erstes Glied kleiner ist, als das erste Glied der andern (an Grösse 
gleich, dem Vorzeichen nach aber verschieden können sie in diesem Falle 
nicht sein); daraus geht hervor, dass auch alle Formen (2B, B, C) auf die 
Hälfte reduciert werden können, indem man von je zweien immer nur eine 


Be 


N 9=(- 


D IRB 
beibehält, und dass in den übrigbleibenden BP < 7; oder Ds y=+Dist. Auf 


diese Weise bleibt von sämtlichen Formen des vorigen Artikels nur die 
fies 
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Hälfte übrig, deren Gesamtheit wir mit W bezeichnen wollen, und es bleibt 
nur noch übrig zu zeigen, wieviel verschiedene Klassen aus diesen hervor- 
gehen können. Übrigens ist klar, dass in dem Falle, wo D negativ ist, 
ebensoviele positive Formen in W enthalten sind wie negative. 

I. Ist D negativ, so werden die einzelnen Formen in W zu ver- 
schiedenen Klassen gehören. Denn alle Formen (A, 0, C) sind reduciert, 
ebenso sind alle Formen (2B, B, C) reduciert mit Ausnahme derjenigen, 
in welchen O<<2B ist. In einer solchen Form aber ist 20 <2B+C, 
daher (weil B< = d.i. B<20— B und daher 2B<2C oder B< ( ist) 
2C—2B<CundC—B<}C, und somit ist (C, C— B, C), welche jener 
offenbar äquivalent ist, eine reducierte Form. Auf diese Weise hat man 
ebensoviele reducierte Formen, als Formen in W vorhanden sind, und da 
man leicht sieht, dass unter jenen weder identische noch entgegengesetzte 
vorkommen können (ausser in dem Falle, vv — B= 0, in welchem B=0= 
+1 und daher D=—1 ist, welchen Fall wir schon zurückgelegt haben), so 
werden alle Formen zu verschiedenen Klassen gehören. Hieraus folgt, dass 
die Anzahl aller ambigen eigentlich primitiven Klassen mit der Determinante 
D der Anzahl der Formen in W oder der Hälfte der Anzahl der Formen des 
vorigen Artikels gleich ist; in. dem ausgeschlossenen Falle D= — 1 aber findet 
durch Compensation dasselbe statt, denn man hat zwei Klassen, zu deren 
einer die Formen (1, 0, 1), (2, 1, 1), zu deren anderer die Formen (—1, 0, —1), 
(— 2,— 1,—1) gehören. Allgemein ist also für eine negative Determinante 
die Anzahl aller ambigen eigentlich primitiven Klassen gleich der Anzahl 
aller möglichen Charactere der primitiven Formen dieser Determinante; die 
Anzahl der positiven ambigen eigentlich primitiven Klassen aber ist die 
Hälfte davon. 

U. Ist D eine positive Quadratzahl A?, so beweist man ohne 
Schwierigkeit, dass die einzelnen Formen in W zu verschiedenen Klassen 
gehören, in diesem Falle können wir aber zur Lösung des Problems 
noch kürzer auf folgende Weise gelangen. Da nach Artikel 210 in jeder 
ambigen eigentlich primitiven Klasse mit der Determinante h?, und in keiner 
andern weiter, eine reducierte Forın (a, h, 0) enthalten ist, in welcher « 
der Wert des Ausdrucks y! (mod. 2h) ist und zwischen O0 und 2%—1 incl. 
liegt, so ist ersichtlich, dass es ebenso viele eigentlich primitive ambige 
Klassen mit der Determinante A? giebt, als jener Ausdruck Werte hat. Aus 
Artikel 105 aber ergiebt sich leicht, dass die Anzahl dieser Werte gleich 
2” oder 2”*! oder 2°? ist, je nachdem h entweder ungerade oder ungerade- 
mal gerade oder gerademal gerade, d. h. je nachdem D=1 oder =4 oder 
=( (mod. 8) ist, wobei » die Anzahl der ungeraden Primteiler von % oder 
D bezeichnet. Hieraus folgt, dass die Anzahl der ambigen eigentlich pri- 
mitiven Klassen stets die Hälfte der Anzahl aller im vorigen Artikel ab- 
geleiteten Formen oder gleich der Anzahl der Formen in W oder gleich 
der Anzahl aller möglichen Charactere ist. 
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III. Ist D eine positive nichtquadratische Zahl, so leiten 
wir aus den einzelnen Formen (A, B, CO), welche in W enthalten sind, 
andere (A, B', C’) her, indem wir B’=B (mod. A) und zwischen den 
Grenzen yD und yD 2 A (wo das obere oder untere Zeichen anzuwenden 

B? 


—D 
ist, je nachdem A positiv oder negativ ist) und 0’ — — Be annehmen, 


und bezeichnen den Complex dieser mit W’. Offenbar sind diese Formen 
eigentlich primitive ambige Formen mit der Determinante D und alle von 
einander verschieden; ausserdem aber sind sämtliche Formen redueiert. Denn 


wenn A<< yYD ist, so ist offenbar B’ << YD und positiv; überdies B’> 
yD A und daher A> YD— B’ und somit A, positiv genommen, sicher 
zwischen YD -+ B’ und YD — B’ gelegen. Wenn aber 4> yYD ist, so 
kann nicht B=0 sein (da wir diese Formen verworfen haben), sondern es 
wird notwendig B=4A sein; demnach ist B’ an Grösse gleich 4 A aber 
mit positivem Vorzeichen behaftet (denn da A <2 YD, so liegt + $ A 
zwischen den für 5’ angegebenen Grenzen und ist B nach dem Modul A 
congruent, daher ’=+44), somit BD’ < YD, also 2. B’ < vD+ B’ oder 
AN yD + B’; demnach wird & A notwendig zwischen den Grenzen 
yD-+ B' und YD — B’ liegen. Endlich enthält W’ sämtliche reducierten 
eigentlich primitiven ambigen Formen mit der Determinante D; denn wenn 
(a, b, c) eine solche Form ist, so ist entweder 5=0 oderb=4.«a (mod. a). 
Im ersten Falle kann offenbar nicht b <a und daher auch nicht «> yD 


D\ i - 
sein, weshalb die Form ( 0, ei) sicher in W und die entsprechende 


(a, b, c) in W’ enthalten ist. Im zweiten Falle ist sicher a <2 V D und 
daher (a, sa, ta) in W und die entsprechende (a, b, c) n W’ ent- 


halten. Hieraus schliesst man, dass die Anzahl der Formen in W gleich 
ist der Anzahl aller reducierten eigentlich primitiven ambigen Formen mit 
der Determinante D; da jedoch in den einzelnen ambigen Klassen je zwei 
reducierte ambige Formen enthalten sind (Artikel 187, 194), so ist die An- 
zahl aller ambigen eigentlich primitiven Klassen mit der Determinante D 
gleich der Hälfte der Anzahl der Formen in W oder gleich der Hälfte aller 
möglichen Charactere. 


259. 


Die Anzahl der ambigen uneigentlich primitiven Klassen mit der 
gegebenen Determinante D ist der Anzahl der eigentlich primitiven ambigen 
Klassen mit derselben Determinante stets gleich. Es sei X die Hauptklasse 
und X, K',... die übrigen ambigen eigentlich primitiven Klassen dieser 
Determinante, ferner Z irgend eine ambige uneigentlich primitive Klasse 
mit derselben Determinante, z. B. diejenige, in welcher die Form (2, 1,4 —4$.D) 
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vorkommt. Dann wird also aus der Composition der Klasse Z mit K die 
Klasse ZL selbst hervorgehen; aus der Composition der Klasse Z mit 
K',K',... mögen die Klassen Z’, L’,... sich ergeben, welche offenbar alle 
zu derselben Determinante D gehören und uneigentlich primitiv und ambig 
sind. Offenbar wird daher unser Satz bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass 
sämtliche Klassen Z, 2’, L’,... verschieden sind und dass es andere un- 
eigentlich primitive ambige Klassen mit der Determinante D ausser jenen 
nicht giebt. Zu diesem Zwecke unterscheiden wir folgende Fälle: 


I. Wenn die Anzahl der uneigentlich primitiven Klassen der Anzahl 
der eigentlich primitiven gleich ist, so entsteht eine jede von jenen aus der 
Composition der Klasse Z mit einer bestimmten eigentlich primitiven Klasse, 
wonach notwendig sämtliche /, Z’, L”, ... verschieden sind. Bezeichnet 
aber & irgend eine uneigentlich primitive ambige Klasse mit der Determi- 
nante D, so giebt es eine eigentlich primitive Klasse & von solcher Be- 
schaffenheit, dass & + Z=X& ist; ist der Klasse X die Klasse £’ entgegen- 
gesetzt, so wird auch (da die Klassen Z, & sich selbst entgegengesetzt sind), 
&+L=tX sein, weshalb notwendig K mit 8’ identisch und daher die 
Klasse ambig ist. Hiernach findet sich 8 unter den Klassen X, K’,K”,... 
und & unter den Klassen ZL, U, L”,.... 

II. Wenn die Anzahl der uneigentlich primitiven Klassen dreimal 
kleiner ist als die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen, so sei ZZ die 
=) H die Klasse, in welcher die 


D 
Form (4 3,7 ) enthalten ist. Dann sind 4, H’ eigentlich primitiv und 


Klasse, in welcher die Form € 1. 


sowohl unter sich als von der Hauptklasse X verschieden und ferner 
H+-H=K 2H=H', 2H7—= H, und wenn & irgend eine uneigentlich 
primitive Klasse mit der Determinante D ist, welche aus der Composition 
der Klasse Z mit der eigentlich primitiven Klasse & entsteht, so wird auch 
L—=L+8+H wdt=L+8+H sein; ausser den drei (eigentlich 
primitiven und von einander verschiedenen) Klassen £, &£+ H,& + H’ wird 
es keine andern weiter geben, welche mit Z componiert & hervorbringen. 
Da nun, wenn & ambig und $’ der Klasse & entgegengesetzt ist, auch 
L+K=X ist, so wird notwendig $’ mit irgend einer jener drei Klassen 
identisch sein. It !=S$, so ist & ambig; it /—=&-+ H, so wird 
K=8+8—=28 + H=2(& + H’) und daher &-+ H’ ambig; und analog 
wird, wenn =&-+ H’ ist, £ + H ambig sein, woraus folgt, dass sich & 
notwendig unter den Klassen L, L', L’, ... vorfindet. Man sieht aber 
leicht, dass es unter den drei Klassen &, & + H, & + H' mehrere ambige 
nicht geben kann; denn wenn £ und £-+ H beide ambig, also mit den 
ihnen entgegengesetzten &’, &’-+ H’ resp. identisch wären, so würde 
&+H=$&+H sein; derselbe Schluss ergiebt sich aus der Annahme, 
dass & und &+ H' ambig seien; wenn endlich &£-+ H, &£-+ H’ ambig 
oder mit den zu ihnen entgegengesetzten &’+ ZH’, $’+ H identisch wären, 
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so würde + H + &® + H=&+ H'+S8-+H' also 2H=2H' oder H=H' 
sein. Daher giebt es nur eine ambige eigentlich primitive Klasse, welche, 
mit Z zusammengesetzt, & hervorbringt, und somit sind Z, DL, L", ... 
sämtlich verschieden. 

Die Anzahl der ambigen Klassen in einer abgeleiteten Ordnung ist 
offenbar gleich der Anzahl der ambigen Klassen in der primitiven Ordnung, 
aus welcher sie abgeleitet ist, und lässt sich nach dem Vorhergehenden 
immer bestimmen. 


260. 


Aufgabe. Die eigentlich primitive Klasse K mit der Deter- 
minante D entsteht durch Duplikation der eigentlich primitiven 
Klasse %k mit derselben Determinante; gesucht werden alle 
gleichartigen Klassen, durch deren Duplikation die Klasse K 
hervorgeht. 


Auflösung. Es sei H die Hauptklasse der Determinante D und 
H', H", H", ... die übrigen ambigen eigentlich primitiven Klassen mit 
derselben Determinante, und es mögen die Klassen, welche aus der Com- 
position dieser mit % entstehen, nämlich k+H’, k+ HNSH- IR 
bezüglich mit A, k”, %”, ... bezeichnet werden. Dann sind alle Klassen 
k, kW, k',.... eigentlich primitive Klassen der Determinante D und unter 
einander verschieden; ebenso leicht ist ersichtlich, dass durch Duplikation 
der einzelnen die Klasse K entsteht. Bezeichnet aber K irgend eine eigent- 
lich primitive Klasse mit der Determinante D, welche durch Duplikation 
die Klasse K hervorbringt, so wird $ notwendig unter den Klassen %, a 
enthalten sein. Denn setzt man $=k-+9, so dass 5 eine eigentlich 
primitive Klasse mit der Determinante D ist (Artikel 249), so ist 2% + 
29 = 28 —=K—2%, woraus leicht folgt, dass 29 mit der Hauptklasse zu- 
sammenfällt, 9 ambig oder unter den Klassen A, B'H" is und RK unter 
den Klassen k, %, %”, ... enthalten ist. Daher werden diese Klassen die 
vollständige Lösung der Aufgabe darstellen. 

Übrigens ist klar, dass in dem Falle, wo D negativ ist, von den Klassen 
k, k, k', ... die Hälfte positiv und die Hälfte negativ ist. 

Da somit eine jede eigentlich primitive Klasse mit der Determinante 
D, welche durch Duplikation irgend einer gleichartigen Klasse entstehen 
kann, überhaupt durch Duplikation so vieler gleichartigen Klassen hervor- 
geht, als es ambige eigentlich primitive Klassen mit der Determinante D 
giebt, so ist klar, dass, wenn die Anzahl sämtlicher eigentlich primi- 
tiven Klassen mit der Determinante D gleich r, die Anzahl sämtlicher 
ambigen eigentlich primitiven Klassen mit dieser Determinante gleich » ist, 
die Anzahl sämtlicher eigentlich primitiven Klassen mit derselben Determi- 
nante, welche durch Duplikation einer gleichartigen Klasse entstehen können, 


gleich 7, sem wird. Dieselbe Formel ergiebt sich, wenn für eine negative 
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Determinante die Buchstaben r, » die Anzahl der positiven Klassen be- 
zeichnen und zwar jener die Anzahl aller eigentlich primitiven, dieser nur 
die Anzahl der ambigen eigentlich primitiven Klassen. So ist z. B. für die 
Determinante D—=— 161 die Anzahl aller positiven eigentlich primitiven 
Klassen gleich 16, die Anzahl der ambigen gleicher Art gleich 4, daher 
muss die Anzahl aller Klassen, welche durch Duplikation irgend einer der- 
selben entstehen können, gleich 4 sein. Und in der That findet man, dass 
alle in dem Hauptgeschlechte enthaltenen Klassen diese Eigenschaft be- 
sitzen; die Hauptklasse (1, 0, 161) nämlich entsteht durch Duplikation der 
vier ambigen Klassen; (2, 1, 81) durch Duplikation der Klassen (. 
1,518), 410, 2,16), 1, 22,05); (9, 1, 18) durch Duplikation der 
Klassen (3, 1, 54), (6, 1, 27), (5, — 2, 33), (10, 3, 17); schliesslich (9, — 1,18) 
durch Duplikation der Klassen (3, — 1, 54), (6, —1, 27), 6, 2, 33), (10, — 3,17). 


Sicher der Hälfte aller für eine gegebene Determinante 

möglichen Charactere können eigentlich primitive (bei ne- 

sativer Determinante, positive) Geschlechter nicht ent- 
sprechen. 


261. 

Satz. Der Hälfte aller möglichen Charactere können bei 
positiver nichtquadratischer Determinante keine eigentlich 
primitiven, bei negativer Determinante aber keine eigentlich 
primitiven positiven Geschlechter entsprechen. 

Beweis. Es sei m die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) 
Geschlechter der Determinante D; % die Anzahl der in den einzelnen Ge- 
schlechtern enthaltenen Klassen, so dass km die Anzahl sämtlicher eigentlich 
primitiven (positiven) Klassen ist, und » die Anzahl aller verschiedenen für 
diese Determinante möglichen Charactere. Dann ist nach Artikel 258 die 
Anzahl aller ambigen (positiven) eigentlich primitiven Klassen gleich In, 
und demnach dem vorigen Artikel zufolge die Anzahl aller eigentlich pri- 
mitiven Klassen, welche durch Duplikation einer gleichartigen Klasse ent- 


2km 4 h 
stehen können, gleich - en: Nach Artikel 247 gehören aber diese Klassen 


sämtlich zum Hauptgeschlechte, in welchem % Klassen enthalten sind; wenn 

daher sämtliche Klassen des Hauptgeschlechts durch Duplikation ırgend 

einer Klasse entstehen können (und dass dies in Wirklichkeit immer statt- 
: . , 2km 

findet, wird im Folgenden bewiesen werden), so ist ” en 


” —=k,odrm=1in; 


.., 2km ; 
sicher aber kann nicht —- > % und daher auch nicht m > 4n sein. Da 


nun also die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Geschlechter 
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sicher nicht grösser ist als die Hälfte aller möglichen Charactere, so können 
mindestens der Hälfte dieser derartige Geschlechter nicht entsprechen. 

Übrigens muss man wohl beachten, dass hieraus noch nicht folgt, dass 
der Hälfte aller möglichen Charactere in Wirklichkeit eigentlich primitive 
(positive) Geschlechter entsprechen, vielmehr wird die Richtigkeit dieses 
höchst wichtigen Satzes sich weiter unten erst aus den verborgensten Eigen- 
schaften der Zahlen ableiten lassen. 

Da für eine negative Determinante immer ebensoviele negativen Ge- 
schlechter existieren wie positive, so können offenbar von allen möglichen 
Characteren nicht mehr als die Hälfte eigentlich primitiven negativen Ge- 
schlechtern zugehören, worüber wir ebenso wie über die uneigentlich pri- 
mitiven Geschlechter weiter unten sprechen werden. Endlich bemerken wir, 
dass sich der Satz auf positive quadratische Determinanten nicht erstreckt, 
vielmehr ist ohne Weiteres ersichtlich, dass bei denselben den einzelnen 
möglichen Characteren in Wirklichkeit auch Geschlechter entsprechen. 


Zweiter Beweis des Fundamentalsatzes und der übrigen 
auf die Reste — 1, +2, —2 sich beziehenden Sätze. 


262. 

In dem Falle also, wo für eine gegebene nichtquadratische Determinante 
D nur zwei verschiedene Charactere möglich sind, wird nur einem einzigen 
ein eigentlich primitives (positives) Geschlecht entsprechen (welches kein 
anderes sein kann, als das Hauptgeschlecht), während der andere keiner 
eigentlich primitiven positiven Form jener Determinante zukommt. Dies 
ist der Fall für die Determinanten —1, 2, — 2, —4, für die positiv ge- 
nommenen Primzahlen von der Form 4» +1, für die negativ genommenen 
Primzahlen von der Form 4» +3, endlich für alle positiv genommenen un- 
geraden Potenzen der Primzahlen von der Form 4» +1 und für die Po- 
tenzen der Primzahlen von der Form 4» +3, und zwar dieselben positiv 
oder negativ genommen, je nachdem die Exponenten gerade oder ungerade 
sind. Aus diesem Prineip können wir eine neue Methode ableiten, nicht 
nur um das Fundamentaltheorem, sondern auch um alle übrigen auf die 
Reste — 1, +2, —2 sich beziehenden Sätze des vorigen Abschnittes zu 
beweisen, eine Methode, welche von den im vorigen Abschnitte angewandten 
Methoden vollständig verschieden ist und an Rleganz hinter diesen keines- 
wegs zurückstehen dürfte. Die Determinante —4 aber und diejenigen De- 
terminanten, welche Potenzen von Primzahlen sind, werden wir, da sie nichts 
Neues lehren, übergehen. 

Für die Determinante — 1 giebt es also keine positive Form, deren 
Character 3, 4 ist; für die Determinante + 2 überhaupt keine Form, deren 
Character 3 u.5, 8 ist; für die Determinante —2 kommt keiner positiven 
Form der Character 5u.7, 8 zu; für die Determinante +p, falls p eine 
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Primzahl von der Form 4» +1, oder für die Determinante —p, falls » 
eine Primzahl von der Form 4n + 3 ist, kommt keiner eigentlich primitiven 
(im letzteren Falle positiven) Form der Character Np zu. Hiernach beweisen 
wir die Sätze des vorigen Abschnitts in folgender Weise: 


I. Es ist —1 Nichtrest einer jeden (positiven) Zahl von 
der Form 4»-+3. Denn wenn —1 Rest einer solchen Zahl A wäre, so 
würde, wenn man — 1= B?— AC setzt, (A, B, C)) eine positive Form mit 
der Determinante — 1 sein, deren Character 3, 4 wäre. 


I. Es ist —1 Rest jeder Primzahl » von der Form 4» +1. 
Denn der Character der Form (— 1, 0, p) sowie aller eigentlich primitiven 
Formen mit der Determinante p ist Rp; demnach — 1 Rest von p. 


II. Sowohl +2 als auch — 2 ist Rest einerjeden Primzahl p 


09 
von der Form 8% +1. Denn es sind entweder die Formen (8, gr)» 


| gr 0 
(- 8.0.1, . 3 ) oder die folgenden (8, 3, ZZ’) (— 8.0, 2) 
eigentlich primitiv (je nachdem » ungerade oder gerade ist) und daher ist 
ihr Character Rp. Hiernach ist +8Rp und — SKRp, daher auch 2Rp, 
— 2Rp. 

IV. Es ist +2 Nichtrest einer jeden Zahl von der Form 
8n-+3 oder 8n-+-5. Denn wenn + 2 Rest einer solchen Zahl A wäre, 
so würde es eine Form (A, B, C) mit der Determinante + 2 geben, deren 
Character 3 u.5, 8 wäre. 


V. Ebenso ist — 2 Nichtrest jeder Zahl von der Form 39% +5 
oder 8%” +7, denn sonst würde es eine Form (A, B, CO) mit der Deter- 
minante — 2 geben, deren Character 5 u. 7, 8 wäre. 


VL Esist —2 Rest jeder Primzahl p von der Form 3-3. 
Diesen Satz kann man auf doppelte Weise beweisen. Erstens: Da nach 
IV: + 2Np und nach I: — 1.Np ist, so ist notwendig — 2Rp. Der zweite 
Beweis gründet sich auf die Betrachtung der Determinante + 29, für 
welche vier Charactere möglich sind, nämlich Rp, 1u.3,8; Rp, 5 u.7,8; 
Np, 1u.3,8; Np, 5u.7,8, und von diesen werden mindestens zweien 
keine Geschlechter entsprechen. Nun kommt der Form (1, 0, 2p) der erste, 
der Form (— 1, 0, 2p) der vierte Character zu, daher ist der zweite und 
dritte Character zu verwerfen. Da nun der Character der Form (p, 0, — 2) 
in Bezug auf die Zahl 8 1u.3,8 ist, so kann ihr Character in Bezug 
auf p kein anderer sein als Rp, daher ist — 2.Rp. 


VI. Es ist +2 Rest jeder Primzahl p von der Form 37, 
was man ebenfalls auf doppelte Weise beweisen kann. Erstens: Da nach 
I und V: —1Np, — 2Np ist, so wird +2 Rp. Zweitens: Da entweder 


(8, 1, 4) oder (8 3, —- eine eigentlich primitive Form mit der 
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Determinante —p ist (je nachdem » gerade oder ungerade ist), so ist ihr 
Character Rp und daher ist 8Rp und 2Rp. 

VII. Jede beliebige Primzahl » von der Form 4» —+-1 ist 
Nichtrest von jeder ungeraden Zahl g, welche Nichtrest von p 
ist. Denn wäre p Rest von g, so würde es offenbar eine eigentlich primitive 
Form mit der Determinante » geben, deren Character Np wäre. 


IX. Ebenso ist, wenn irgend eine ungerade Zahl g Nichtrest 
der Primzahl » von der Form 4n-+3 ist, —p Nichtrest von 9; 
denn sonst würde es eine positive eigentlich primitive Form mit der Deter- 
minante —p geben, deren Character Np wäre. 


X. Jede Primzahlp von der Form4n +1 ist Restjeder andern 
Primzahl g, welche Rest von p ist. Wenn auch q von der Form 4» +1 
ist, so folgt dies unmittelbar aus VIII; ist aber q von der Form 4» + 3, 
so wird (wegen II) auch —g Rest von » und daher pAg (nach IX). 


XI. Wenn irgend eine Primzahl g Rest einer andern Prim- 
zahl p von derForm4n-+3 ist, so ist —pRest von g. Ist nämlich 
q von der Form 4» +1, so folgt aus VII: pRq und daher nach II: — pRg; 
der Fall aber, wo auch q von der Form 4» +3 ist, entzieht sich dieser 
Methode, kann jedoch leicht durch Betrachtung der Determinante + »9 
erledigt werden. Da nämlich zweien von den vier für diese Determinante 
möglichen Characteren Rp, Rg; Rp, Ng; Np, Rq; Np, Nq keine Geschlechter 
entsprechen können, und die Charactere der Formen (1, 0, — »g), (— 1,0, 29) 
respective der erste und vierte sind, so kann der zweite und dritte Character 
keiner eigentlich primitiven Form mit der Determinante p9 zukommen. Da 
nun der Character der Form (g, 0, — p) in Bezug auf die Zahl p nach Voraus- 
setzung Rp ist, so muss der Character derselben Form in Bezug auf die 
Zahl g Kg sein, und daher ist — pRg. 

Nimmt man in den Sätzen VIII und IX an, dass q eine Primzahl be- 
zeichnet, so stellen dieselben in Verbindung mit den Sätzen X und XI das 
Fundamentaltheorem des vorigen Abschnitts dar. 


Es wird diejenige Hälfte der Charactere, denen Geschlechter 
nicht entsprechen können, näher bestimmt. 


263. 


Nachdem wir das Fundamentaltheorem von Neuem bewiesen haben, 
werden wir zeigen, wie man diejenige Hälfte der Charactere, denen keine 
eigentlich primitiven (positiven) Formen entsprechen können, für irgend eine 
gegebene nichtquadratische Determinante erkennt, und zwar werden wir 
diese Aufgabe um so kürzer erledigen können, da das Fundament derselben 
bereits in der Untersuchung der Artikel 147—150 enthalten ist. Es sei e? 
das grösste Quadrat, welches in der gegebenen Determinante D aufgeht, 
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und D=D’e, so dass D’ keinen quadratischen Factor enthält; ferner seien 
a, b,c,... sämtliche ungeraden Primteiler von D’ und daher D’ abgesehen 
vom Vorzeichen entweder das Product aus diesen Zahlen oder das Doppelte 
dieses Productes. Es bezeichne ferner @ den Complex der Specialcharactere 
Na, Nb, Ne,..., und zwar allein diesen, wenn D’=1 (mod. 4) ist, dagegen 
nach Hinzufügung des Characters 3,4, wenn D’=3 und e ungerade oder 
ungerademal gerade ist; nach Hinzufügung der Charactere 3,8 und 7, 8, 
wenn D’=3 und e gerademal gerade ist, nach Hinzufügung entweder des 
Characters 3u.5, 8 oder der beiden 3,8 und 5,8, wenn D’=2 (mod. 8) 
und e entweder ungerade oder gerade ist, endlich nach Hinzufügung entweder 
des Characters 5u.7,8 oder der beiden 5, 8 und 7, 8, wenn D’=6 (mod. 8) 
und e entweder ungerade oder gerade ist. Ist dies in dieser Weise ge- 
schehen, so werden allen Totalcharacteren, in welchen eine ungerade Anzahl 
von Specialcharacteren @ enthalten ist, keine eigentlich primitiven (positiven) 
Geschlechter mit der Determinante D entsprechen können. In allen übrigen 
Fällen haben die Specialcharactere, welche die Beziehung zu den in D’ nicht 
aufgehenden Primteilern von D ausdrücken, keinen Einfluss auf die Möglich- 
keit oder Unmöglchkeit der Geschlechter. — Aus der Combinationslehre aber 
erkennt man leicht, dass auf diese Weise wirklich die Hälfte aller möglichen 
Totalcharactere ausgeschlossen wird. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Vorschriften wird in der folgenden 
Weise geführt. Aus den Prinzipien des vorigen Abschnittes oder aus den 
im vorigen Artikel von Neuem bewiesenen Sätzen leitet man ohne Schwierig- 
keit ab, dass, wenn p eine in D nicht aufgehende (ungerade positive) Prim- 
zahl ist, welcher irgend einer von den weggelassenen Characteren zukommt, 
D' eine ungerade Anzahl von Factoren, welche Nichtreste von » sind, ent- 
hält und daher D’ und somit auch D Nichtrest von p ist. Ferner ist 
leicht ersichtlich, dass das Product aus beliebig vielen ungeraden zu D 
primen Zahlen, deren keiner irgend einer der weggelassenen Charactere zu- 
kommt, auch mit einem solchen Character nicht verträglich sein kann; 
hieraus ist umgekehrt klar, dass jede ungerade positive zu D prime Zahl, 
welcher irgend einer der verworfenen Charactere zugehört, sicher irgend 
einen Primfactor von derselben Beschaffenheit enthält, und daher D Nicht- 
rest derselben ist. Wenn es daher eine eigentlich primitive (positive) Form 
mit der Determinante D gäbe, welche einem der verworfenen Charactere 
entspricht, so würde D Nichtrest von einer jeden durch eine solche Form 
darstellbaren, positiven ungeraden, zu D primen Zahl sein, was offenbar 
mit dem Satze des Artikels 154 nicht verträglich ist. 

Als Beispiele können die in den Artikeln 231, 232 angegebenen Klassi- 
fikationen verglichen werden, deren Anzahl jeder nach Belieben vermeh- 
ren kann. 

264. 

Auf diese Weise zerfallen also für irgend eine gegebene nichtquadratische 

Determinante sämtliche möglichen Charactere in zwei Arten P, @ von der 
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Beschaffenheit, dass keinem der Charactere Q eine eigentlich primitive (posi- 
tive) Form entsprechen kann, während nichts im Wege steht, soweit wir bis- 
her es wissen, dass die andern P zu derartigen Formen gehören. In Betreff 
dieser Arten von Characteren möge insbesondere der folgende Satz angeführt 
werden, der aus der Erklärung derselben leicht sich ergiebt: Wenn ein 
Character aus P mit einem Character aus Q zusammengesetzt wird (nach 
Art des Artikels 246, gerade so als ob auch diesem ein Geschlecht entspräche), 
so ergiebt sich ein Character aus Q; wenn dagegen zwei Charactere aus P 
oder zwei aus Q zusammengesetzt werden, so gehört der sich ergebende 
Character zu P. Mit Hülfe dieses Satzes kann auch für negative und un- 
eigentlich primitive Geschlechter die Hälfte der möglichen Charactere in 
folgender Weise ausgeschlossen werden. 

I. Für eine negative Determinante D werden die negativen 
Geschlechter den positiven in dieser Beziehung vollständig entgegen- 
gesetzt sein, es wird nämlich keiner der Charactere P zu einem eigentlich 
primitiven negativen Geschlechte gehören, vielmehr werden diese Geschlechter 
sämtlich Charactere aus @ haben. Denn wenn D’=1 (mod. 4) ist, so ist — D’ 
eine positive Zahl von der Form 4n + 3 und daher giebt es unter a, b, c,... 
eine ungerade Anzahl von Zahlen von der Form 4» + 3, von deren jeder — 1 
Nichtrest ist, woraus hervorgeht, dass in den Totalcharacter der Form (—1,0,.D) 
in diesem Falle eine ungerade Anzahl von Specialcharacteren aus @ eingeht, 
oder dass derselbe zu Q gehört. Ist D’=3 (mod. 4), so giebt ist unter 
den Zahlen a, b, c,.. . entweder keine Zahl von der Form 4n +3, oder 
zwei, oder vier, u.s. w.; da aber in diesem Falle entweder 3, 4 oder 3, 8 
oder 7, 8 unter den Specialcharacteren der Form (— 1,0, D) vorkommt, so 
ist klar, dass der Totalcharacter dieser Form auch hier zu Q gehört. Den- 
selben Schluss erhält man ebenso leicht in den übrigen Fällen, so dass die 
negative Form (— 1, 0, D) immer einen Character aus Q hat. Aber da 
diese Form, mit irgend einer andern negativen eigentlich primitiven Form 
mit derselben Determinante componiert, eine positive Form der gleichen Art 
hervorbringt, so sieht man leicht, dass keine negative eigentlich primitive 
Form einen Character aus P haben kann. 

II. Für uneigentlich primitive (positive) Geschlechter be- 
weist man in ähnlicher Weise, dass sich die Sache entweder in derselben 
oder in entgegengesetzter Weise verhält wie bei eigentlich primitiven, je 
nachdem D=1 oder =5 (mod. 8) ist. Denn in dem ersten Falle ist auch 
D'=1 (mod. 8), woraus leicht folgt, dass es unter den Zahlen a, b, c,... 
entweder keine Zahl von der Form 82 +3 und 8» -+5 giebt, oder zwei 
oder vier, u.s. w. (denn das Product aus beliebig vielen ungeraden Zahlen, 
unter denen die Zahlen von der Form 8» + 3 und 8%» +5 zusammen in un- 
gerader Anzahl vertreten sind, wird immer entweder =3 oder =5 (mod. 8), 
das Product aus allen Zahlen a, b, ec, ... muss aber entweder D’ oder —.D’ gleich 


1— D 
sein). Hieraus geht hervor, dass der Totalcharacter der Form (2, L; —. 
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entweder keinen Specialcharacter aus @ oder deren zwei oder vier, u. 8. w., 
enthält und daher zu P gehört. Da nun jede uneigentlich primitive (posi- 
tive) Form mit der Determinante D als zusammengesetzt betrachtet werden 


1—D } \ . le I 
kann aus (2, 1 und einer eigentlich primitiven (positiven) Form der- 


selben Determinante, so ist ersichtlich, dass keine uneigentlich primitive 
(positive) Form in diesem Falle einen Character aus Q haben kann. Im 
zweiten Falle, wo D=5 (mol. 8) ist, ist alles umgekehrt; es wird nämlich 
D', welches ebenfalls =5 (mod. 8) ist, sicher eine ungerade Anzahl von 
Factoren von der Form 8% +3 und 8”-+-5 enthalten, woraus folgt, dass 
ie 
der Character der Form (2, 1, _—_ und hiernach auch der Character 
jeder uneigentlich primitiven (positiven) Form mit der Determinante D zu Q 
gehört und daher keinem der Charactere ? ein uneigentlich primitives posi- 
tives Geschlecht entsprechen kann. 


III. Endlich sind für eine negative Determinante die negativen 
uneigentlich primitiven Geschlechter wiederum den uneigentlich 
primitiven positiven Geschlechtern entgegengesetzt; jene können nämlich 
nicht einen Character aus P oder aus Q@ haben, je nachdem D=1 oder 
=d(mod.8) oder je nachdem — D von der Form 8% +7 oder 8% +3 ist. 
Dies leitet man ohne Schwierigkeit daraus her, dass aus der Composition 
der Form (-- 1, 0, D), deren Character aus Q@ ist, mit negativen uneigent- 
lich primitiven Formen mit derselben Determinante positive uneigentlich 
primitive Formen hervorgehen und daher, wenn von diesen die Charactere Q 
ausgeschlossen sind, von jenen notwendig die Charactere P ausgeschlossen 
werden müssen, und umgekehrt. 


Besondere Methode, Primzahlen in zwei Quadrate zu 
zerlegen. 


265. 

Aus den Untersuchungen der Artikel 257, 258 über die Anzahl der 
ambigen Klassen, auf welchen alles Vorhergehende aufgebaut ist, lassen 
sich noch viele andere der Beachtung werte Folgerungen ziehen, die wir 
der Kürze wegen unterdrücken müssen; indessen können wir die folgende, 
durch ihre Eleganz ausgezeichnete nicht übergehen. Wir haben gezeigt, 
dass es für eine positive Determinante p, welche eine Primzahl von der 
Form 4» + 1 ist, nur eine einzige ambige eigentlich primitive Klasse giebt; 
demnach sind alle ambigen eigentlich primitiven Klassen mit einer solchen 
Determinante einander eigentlich äquivalent. Wenn daher Db die grösste 
positive ganze Zahl, welche kleiner als /p ist, und p—b?=a«’ ist, so 
werden die Formen (1, db, —a’), (—1, b, a’) eigentlich äquivalent und 


Ey else zeige 
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daher, da offenbar beide reducierte Formen sind, die eine in der Periode 
der andern enthalten sein. Legt man der ersten Form in ihrer Periode 
den Index O bei, so wird der Index der zweiten notwendig ungerade sein 
(da die ersten Glieder dieser beiden Formen entgegengesetzte Zeichen 
haben); derselbe möge daher gleich 2m + 1 gesetzt werden. Ferner sieht 
man leicht, dass, wenn die Formen mit den Indices 1, 2, 3, ... bezüglich 


! 1 [2 [2 27 [ZZ m ım rm 
@,0,@), \@,b, ar, (a, ah 


sind, den Indices 2m, 2m —1, 2m —2, 2m —3, ... die Formen ent- 
sprechen werden: 


(a’, b, SEHE 1), (— 0% b', a), (a’’', Dr — da"), (— Ben, 0% a); Ne 


Hieraus folgt, dass, wenn die Form vom Index m gleich (A, B, 0) ist, 
dieselbe auch gleich (— C, B,— A) und daher C=— A und p—= B? + 42 
ist. Daher lässt sich jede Primzahl von der Form 4» + 1 in zwei Quadrate 
zerlegen (welche Zerlegung wir oben im Artikel 182 aus ganz verschiedenen 
Prinzipien abgeleitet haben), und zu einer solchen Zerlegung gelangen wir 
durch eine höchst einfache und durchaus gleichförmige Methode, nämlich 
durch Entwicklung der Periode der reducierten Form, deren Determinante 
jene Primzahl und deren erstes Glied ] ist, bis zu einer Form, deren 
äussere Glieder der Grösse nach gleich, dem Vorzeichen nach entgegen- 
gesetzt sind. So hat man z. B. für p= 233: (1, 15, — 8), (— 8, 9, 19), 
49, 10. — D.C 1, H„ 16), 6. 5, — 13), 13, 8,. DB) ums 
233 — 64 + 169. Übrigens ist klar, dass A notwendig ungerade (da ja 
(A, B, — A) eine eigentlich primitive Form sein muss) und somit .B gerade 
wird. — Da für eine positive Determinante p, welche eine Primzahl von 
der Form 4%» +1 ist, auch in der uneigentlich primitiven Ordnung nur 
eine einzige ambige Klasse enthalten ist, so ist ersichtlich, dass, wenn g 


die grösste ungerade Zahl, welcher kleiner als Vp ist, und p — 9? = 4h ist, 


die reducierten uneigentlich primitiven Formen (2, 9, — 2h), (— 2, 9, 2%) 
eigentlich äquivalent sind und daher die eine in der Periode der andern 
enthalten ist. Hieraus folgt durch Schlüsse, welche den vorstehenden ganz 
analog sind, dass sich in der Periode der Form (2, 9, — 2h) eine Form 
findet, deren äussere Glieder der Grösse nach gleich sind, aber entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, so dass die Zerlegung der Zahl p in zwei 
Quadrate auch hieraus abgeleitet werden kann. Offenbar aber werden die 
äusseren Glieder dieser Form gerade, das mittlere ungerade sein, und da 
bekanntlich eine Primzahl nur auf eine Weise in zwei Quadrate zerlegt 
werden kann, so wird die nach dieser letzteren Methode gefundene Form 
entweder (B, #4, —B) oder (-—B, +#A, B) sein. So erhält man in 
unserm Beispiel für p—=233: (2, 15, —4), (—4, 13, 16), (16, 3, — 14), 
(— 14, 11, 8), (8, 13, — 8) und 233 = 64 + 169, wie oben. 
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Digression, enthaltend eine Untersuchung über ternäre 
Formen. 


266. 


Bisher haben wir unsere Untersuchung auf solche Functionen zweiten 
Grades beschränkt, welche zwei Unbestimmte enthalten, und es war daher 
nicht nötig, ihnen eine besondere Benennung beizulegen. Offenbar aber 
können wir diesen Gegenstand als einen sehr speciellen Abschnitt der 
allgemeinsten Untersuchung über die algebraischen rationalen 
ganzen homogenen Functionen mehrerer Unbestimmten und von 
mehreren Dimensionen betrachten und derartige Functionen nach der 
Anzahl der Dimensionen in Formen zweiten, dritten, vierten 
u.s. w. Grades, nach der Anzahl der Unbestimmten aber in 
binäre, ternäre, quaternäre u.s.w. Formen passend unterscheiden. 
Die bisher einfach so genannten Formen sind daher binäre Formen zweiten 
Grades, derartige Functionen aber wie 


Ax? + 2Bxy + Oy? + 2Dxz + 2Eyz + Fr? 


(wo A, B, C, D, E, F gegebene ganze Zahlen bedeuten) heissen ternäre 
Formen zweiten Grades u.s. w. Zunächst zwar ist der gegenwärtige Ab- 
schnitt bloss den binären Formen zweiten Grades gewidmet; da jedoch 
mehrere auf diese bezügliche Wahrheiten, und zwar die schönsten, noch 
übrig sind, deren eigentliche Quelle in der Theorie der ternären Formen 
zweiten Grades zu suchen ist, so wollen wir hier eine kurze Digression über 
diese Theorie einschalten, in der wir aus ihren ersten Elementen das an- 
führen wollen, was zur Vervollkommnung der Theorie der binären Formen 
notwendig ist, und hoffen wir, dass dies den Geometern angenehmer sein 
wird, als wenn wir jene Wahrheiten entweder unterdrückten oder durch 
weniger natürliche Methoden ableiteten. Eine genauere Untersuchung über 
diesen sehr wichtigen Gegenstand müssen wir uns aber für eine andere 
Gelegenheit vorbehalten, einmal weil die Reichhaltigkeit desselben die 
Grenzen dieses Werkes schon jetzt weit überschreiten würde, sodann weil 
Hoffnung vorhanden ist, dass derselbe in Zukunft noch durch ansehnliche 
Erweiterungen werde bereichert werden. Die quaternären, quinären u. s. w. 
Formen zweiten Grades sowohl wie auch die Formen höherer Grade schliessen 
wir wenigstens an dieser Stelle von der Betrachtung gänzlich aus”) und 
begnügen uns, dieses sehr weite Gebiet der Aufmerksamkeit der Geometer 
empfohlen zu haben, da sie darin einen ungeheuren Stoff zur Übung ihrer 
Kräfte und zur Bereicherung der höheren Arithmetik durch hervorragende 
Erweiterungen finden werden. 


*) Aus diesem Grunde sind im Folgenden immer binäre oder ternäre Formen 
zweiten Grades zu verstehen, wenn von solchen Formen schlechthin die Rede ist. 
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267. 


Es wird zur grösseren Deutlichkeit viel beitragen, wenn wir zwischen 
den drei in die ternäre Form eingehenden Unbestimmten ebenso wie bei 
den binären Formen eine bestimmte Reihenfolge festsetzen, so dass die 
erste, zweite und dritte Unbestimmte von einander unterschieden 
werden. Bei der Aufstellung der einzelnen Teile der Form werden wir 
ferner immer eine solche Anordnung beobachten, dass derjenige Teil, 
welcher das Quadrat der ersten Unbestimmten enthält, die erste Stelle 
erhält, sodann diejenigen Teile, welche das Quadrat der zweiten, das Qua- 
drat der dritten Unbestimmten, das doppelte Product aus der zweiten und 
dritten, das doppelte Product aus der ersten und dritten, das doppelte Pro- 
duct aus der ersten und zweiten Unbestimmten enthalten, der Reihe nach 
folgen. Schliesslich werden wir die bestimmten ganzen Zahlen, mit denen 
diese Quadrate und doppelten Producte multipliciert sind, in ebenderselben‘ 
Reihenfolge den ersten, zweiten, dritten, vierten, fünften, sechsten 
Coeffieienten nennen. So wird 


ax? Zu a'zx'? = ax? + 2ba’c" + 2x’ + ID" 


eine richtig geordnete ternäre Form sein, deren erste Unbestimmte x, deren 
zweite x’, dritte x”, deren erster Coefficient a, u. s. w., vierter b, u. s. w. 
ist. Da es aber zur Kürze viel beiträgt, wenn wir nicht stets die Un- 
bestimmten der ternären Form mit besonderen Buchstaben zu bezeichnen 
brauchen, so werden wir dieselbe Form, sofern wir nicht auf die Unbe- 
stimmten Rücksicht nehmen, auch auf die folgende Weise bezeichnen: 


B a, j) 
b, b', b* e 
B—dad=A M—-a=A4, br — aA" 
ad—bVÜ"=B AV’ —W=PB, «VW —Ww—=B", 


so entsteht eine andere Form 


(4 A, en 
B, BD. BR" 


Setzt man 


= FR, 


welche wir der Form 


’ „ 
e 2. '@ )= f 
[% m Her 
D, 0,0 
adjungiert nennen werden. Hieraus findet man wieder, wenn man der Kürze 
wegen die Zahl 


ab? + ab’? + a’? — aaa’ — bb)" — D 
setzt: 
DB A4'=aD, BR —- Ale), : BR 44eRD; 
AB—BB'"=bD, AB—BB'=bD, A'"B"—- BB= b.D, 
Gauss. 19 
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woraus hervorgeht, dass der Form F' die Form 


In aD, | 
DD.:0.1), .0.D 


adjungiert ist. Die Zahl D, von deren Beschaffenheit die Eigenschaften 
der ternären Form f hauptsächlich abhängen, werden wir die Determinante 
dieser Form nennen. Auf diese Weise wird die Determinante der Forn F 
gleich D2 oder gleich dem Quadrate der Determinante der Form /, welcher 
sie adjungiert ist. 

” N ) die Porm ( 
adjungiert und die Determinante beider gleich 1. 

Die ternären Formen mit der Determinante 0 werden von der nach- 
folgenden Untersuchung gänzlich ausgeschlossen, da sie, wie in der bei 
anderer Gelegenheit ausführlicher zu behandelnden Theorie der ternären 
Formen gezeigt werden wird, nur dem Anblick nach ternäre Formen, in 
Wirklichkeit aber binären Formen äquivalent sind. 


—68, —260, 
27 110. . 183 


So ist z. B. der ternären Form ( 


268. 


Wenn irgend eine ternäre Form f mit der Determinante D, deren 
Unbestimmten x, x', x’ (nämlich die erste gleich ©, u. s. w.) sind, in die 
ternäre Form g mit der Determinante %, deren Unbestimmten y, y', y"' sind, 
durch eine Substitution von der Form 


may hy + W" 
Bra — a'y + By’ 12 Tan 


u — a'y 22 B’y+ Yy" 


übergeht, wo die neun Coefficienten «a, ß,.... sämtlich als ganze Zahlen 


vorausgesetzt werden, so ‘werden wir der Kürze wegen mit Weglassung der 
Unbestimmten einfach sagen, dass fin g durch die Substitution ($) 


a By 

eo, P, Y 

e% Br, de 
übergehe und dass f die Form g enthalte oder g unter f enthalten 
sei. Aus einer solchen Voraussetzung ergeben sich daher unmittelbar sechs 
Gleichungen für die sechs Coeffieienten in g, die hierherzusetzen nicht nötig 
ist; aus diesen erhält man aber durch eine leichte Rechnung die folgenden 
Schlüsse ; 

I. Setzt man der Kürze wegen die Zahl 


MSHR: 


A A By'a”’-+ ya’ — tl az ad — Bay — k, 
so findet man nach den gehörigen Reductionen die Gleichung E& = aD. 
woraus hervorgeht, dass EX durch D teilbar und der Quotient ein Quadrat 
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ist. Es ist daher klar, dass die Zahl % für die Transformationen ternärer 
Formen etwas ähnliches ist, wie die Zahl ad —ßy im Artikel 157 für die 
Transformationen der binären Formen, nämlich die Quadratwurzel aus dem 
Quotienten der Determinanten, wonach man vermuten könnte, dass die 
Verschiedenheit des Vorzeichens von % auch hier einen wesentlichen Unter- 
schied zwischen den Transformationen und dem Eigentlich- oder Uneigentlich- 
Enthaltensein der einen Form in der andern begründe. Betrachtet man 
aber die Sache näher, so sieht man, dass f auch durch die folgende Sub- 
stitution 

IT, mu] mel 

dB, —Y 

K235 a, ET B% 
in g übergeht; setzt man aber —a für «, — ß für ß, u. s. w., in dem Werte 
von k, so entsteht —%, daher würde diese Substitution der Substitution S 
ungleichartig sein und daher jede ternäre Form, welche eine andere auf die 
eine Weise enthält, ebendieselbe auch auf die andere Weise enthalten. 
Eine derartige Unterscheidung wird daher hier ganz verbannt, da sie bei 
ternären Formen nichts nützt. 

II. Bezeichnet man mit F, @ die zu f, g adjungierten Formen, so 
werden die Coefficienten in F' durch die Coeffieienten in f bestimmt und 
die Coefficienten in @ durch die Werte der Coeffieienten der Form 9, welche 
aus den Gleichungen, die die Substitution S liefert, bekannt sind. Drückt 
man die Coefficienten der Form f durch Buchstaben aus, so bestätigt man 
aus der Vergleichung der Werte der Coefficienten der Formen F, @ ohne 
Mühe, dass F' die Form @ enthält und in sie durch die Substitution (5’) 


U 


ß”y SR URL, Y } Ye Lan Aa, a'B en! aß” 
Be re a 


By — Bat, Ya — a aß" — a’ ı 
ß 1 


übergeht. Die Rechnung, welche keinen Schwierigkeiten unterliegt, schreiben 
wir nicht her. 


Ill. Die Form 9 geht offenbar durch die Substitution (S”) 
ee 
Ya’ — re, VE JDEN Ha, ya’ — Ya 
a — Rn, aß Luce), aß”, aß’ — @B 
in dieselbe Form über, in welche die Form fdurch die folgende Substitution 
%,.0,0 
0,20 
0.05% 
übergeht, d. b. sie geht in diejenige Form über, welche entsteht, wenn man 


die einzelnen Coeffiecienten der Form f mit %? multiplieiert. Diese Form 
bezeichnen wir mit f". 


19? 
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IV. Ganz auf dieselbe Weise zeigt man, dass die Form @ durch die 
Substitution ($”'') 


ET SR MA 


Ba: 
EN Oe 


übergeht in eine Form, die aus F entsteht, wenn man die einzelnen Coefü- 
eienten von F mit %? multiplieiert. Diese Form werden wir mit F’ bezeichnen. 

Wir sagen, die Substitution $”’ entstehe durch Transposition der 
Substitution $; dann wird offenbar S wiederum durch Transposition der 
Substitution S’” und von den Substitutionen 8’, $” die eine durch Transpo- 
sition der andern hervorgehen. — Die Substitution 5’ kann passend die 
Adjungierte der Substitution S genannt werden, daher auch 8” der Substi- 
tution $’” adjungiert ist. 

269. 

Wenn nicht nur die Form f die Form g, sondern auch diese jene Form 
enthält, so werden die Formen f, 9 äquivalent genannt. In diesem Falle 
geht daher nicht nur D in E, sondern auch Ein D auf, woraus leicht folgt, 
dass D=E sein muss. Umgekehrt aber sind, wenn die Form f die Form 
g mit derselben Determinante enthält, diese beiden Formen äquivalent, 
Denn es ist (wenn man dieselben Bezeichnungen anwendet wie im vorigen 
Artikel und den Fall, wo D=0 ist, ausnimmt) k==+1, und daher die 
Form f’, in welche g durch die Substitution S’ übergeht, mit f identisch 
oder f unter g enthalten. Ferner ist klar, dass in diesem Falle auch die 
zu f, g adjungierten Formen F, G unter einander äquivalent sind und die 
letztere in die erstere durch die Substitution S’”’ übergeht. Schliesslich 
werden umgekehrt, wenn die Formen F, @ als äquivalent vorausgesetzt 
werden und die erstere in die letztere übergeht durch die Substitution T', 
auch die Formen f, 9 äquivalent sein und es wird fin g durch die zu T 
adjungierte Substitution und g in f durch diejenige Substitution, welche 
durch Transposition von 7 entsteht, übergehen. Denn durch diese beiden 
Substitutionen respective geht die zu F adjungierte Form in die zu @ ad- 
jungierte und diese in jene über; diese beiden Formen entstehen aber aus 
f, 9 durch Multiplikation der einzelnen Coefficienten mit .D, woraus ohne 
Schwierigkeit folgt, dass durch eben dieselben Substitutionen / in g und g 
in f respective übergeht. 

270. 

Wenn die ternäre Form f die ternäre Form f’ und diese wiederum die 
Form f’”’ enthält, so wird auch f die Form f”’ enthalten. Denn man sieht 
leicht, dass, wenn 


fin f' durch die Substitution f in f” durch die Substitution 
6 
PB, Y 
; DB; Hr 
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übergeht, f in f” transformiert wird durch die Substitution: 


ad +ßo +70”, ae +Be Hyd, a hi + 
a + Hy, de third, aA Hi Hr” 
Mö+h it rrN, erh rre, EHRT. 
In dem Falle also, wo f der Form f’ und f’ der Form f” äquivalent 
ist, wird auch die Form f der Form f” äquivalent sein. — Übrigens ist 
ohne Weiteres klar, wie diese Sätze auf mehrere Formen anzuwenden sind. 


271. 

Hieraus geht bereits hervor, dass alle ternären Formen, ebenso wie 
die binären, in Klassen eingeteilt werden können, indem man äquivalente 
Formen zu derselben Klasse, nichtäquivalente Formen zu verschiedenen 
Klassen rechnet. Formen mit verschiedenen Determinanten werden daher 
sicher zu verschiedenen Klassen gehören, und somit wird es unendlich viele 
Klassen von ternären Formen geben; die zu derselben Determinante gehörigen 
ternären Formen aber bilden bald eine grössere, bald eine kleinere Anzahl 
von Klassen; was jedoch als Haupteigenschaft dieser Formen zu be- 
trachten ist, ist das, dass sämtliche Formen mit derselben gegebenen De- 
terminante stets eine endliche Anzahl von Klassen bilden. Der ausführ- 
licheren Entwicklung dieses sehr wichtigen Satzes müssen wir die Darlegung 
des folgenden wesentlichen Unterschiedes, welcher unter den ternären For- 
men stattfindet, vorausschicken. 

Gewisse ternäre Formen sind so beschaffen, dass durch sie ohne Unter- 
schied positive und negative Zahlen dargestellt werden können, z. B. die 
Form &2-+ y2— 22, weshalb sie indefinite Formen genannt werden. Da- 
gegen lassen sich durch andere negative Zahlen nicht darstellen, sondern 
nur positive (ausser der Null, welche entsteht, wenn man die einzelnen 
Unbestimmten gleich O setzt), z. B. 2? + y? + 2°, weshalb sie positive For- 
men genannt werden; endlich können durch andere wieder keine positiven 
Zahlen dargestellt werden, wie z.B. durch —x? —y? — 2?, weshalb die- 
selben negative Formen heissen. Die positiven und negativen Formen 
werden mit gemeinschaftlichem Namen definite Formen genannt. Im Folgen- 
den geben wir bereits einige Kriterien, vermittelst deren diese Beschaffenheit 
der Formen erkannt werden kann. 

Multipliciert man die ternäre Form 

f= ax? + a’a'? + a"? + 2ba'a" + 2b’ 20’ + 20" 0x 
der Determinante D mit « und bezeichnet man die Coöfficienten der zu f 
adjungierten Form ebenso wie im Artikel 267 mit A, 4’, A”, B, B’, B", so 
ergiebt sich: 

(ax + "+ ba")? — A'0? + 2Ba’a"— Aa?’ =9; 


multiplieciert man nochmals mit A’, so folgt: 


4’(aw + "2 + Va)? — (Aa — Ba)? + aDa?—=h. 
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Hieraus geht sogleich hervor, dass, wenn sowohl A’ als aD negative 
Zahlen sind, sämtliche Werte von A negativ sind, weshalb offenbar durch 
die Form f nur solche Zahlen dargestellt werden können, deren Vorzeichen 
dem Vorzeichen von aA’ entgegengesetzt, d. h. identisch mit dem Vor- 
zeichen von a, oder entgegengesetzt dem Vorzeichen von D ist. In diesem 
Falle ist also / eine definite Form und zwar eine positive oder negative, 
je nachdem a positiv oder negativ, oder je nachdem D negativ oder positiv ist. 

Sind aber entweder beide Zahlen aD, A’ positiv oder die eine positiv, 
die andere negativ (keine gleich 0), so sieht man leicht, dass % durch 
gehörige Bestimmung der Grössen x, x’, x" sowohl positive als auch nega- 
tive Werte erhalten kann. Daher wird in diesem Falle f Werte erhalten 
können, die mit demselben Vorzeichen oder mit entgegengesetztem Vorzeichen 
wie «4’ behaftet sind, und daher wird f eine indefinite Form sein, 

In dem Falle, wo A’=0, aber nicht a = 0 ist, folgt: 


9= (av + VE + da)? — a (Aa 2Be’'), 


Giebt man x’ einen willkürlichen Wert (der jedoch nicht gleich 0) und 


UERRL 


nimmt man &” so an, dass Be dasselbe Vorzeichen erhält wie Bx’ 


(dass dies möglich ist, sieht man leicht, da B nicht gleich Null sein kann; 
denn sonst würde B?— A’A’=aD—=0 und daher D=0 sein, welchen 
Fall wir ausgeschlossen haben), so wird x’ (A'’x’—2Bx”) eine positive Grösse, 
woraus leicht hervorgeht, dass & derart bestimmt werden kann, dass y einen 
negativen Wert erhält. Offenbar können diese Werte auch so angenommen 
werden, dass sie, wenn es gewünscht wird, sämtlich ganze Zahlen werden. 
Endlich ist klar, dass, wenn «', x’ beliebige Werte beigelegt werden, x so 
gross angenommen werden kann, dass g positiv wird. In diesem Falle ist 
daher f eine indefinite Form. 
Ist endlich @=(, so wird 


1 ax" 2 —+ 2a’ ax’? u I (+ ba). 


Nimmt man daher «’, x’ nach Belieben, jedoch so an, dass b’x’-+b’x" nicht 
gleich O ist (was offenbar möglich ist, wofern nicht gleichzeitig db’ und d”’ 
gleich O0 sind; dann würde aber D=0 sein), so sieht man leicht, dass x so 
bestimmt werden kann, dass f sowohl positive als auch negative Werte er- 
hält. Daher ist auch in diesem Falle / eine indefinite Form. 

Auf dieselbe Weise, wie wir hier aus den Zahlen «D, A’ die Natur der 
Form f beurteilt haben, können auch aD und A” angewendet werden, so dass 
f eine definite Form ist, wenn sowohl «aD als auch A’ negativ ist, eine 
indefinite aber in allen übrigen Fällen. Und auf ganz dieselbe Weise kann 
demselben Zwecke auch die Betrachtung der Zahlen «'D und A, oder der 
Zahlen @D und A’, oder der Zahlen «’D und A oder endlich der Zahlen 
@'D und A’ dienen, 


Ternäre Formen zweiten Grades. 295 


Aus allem diesen folgt, dass in einer definiten Form die sechs Zahlen 
A, 4’, A", aD, dD, @'D negativ sind, und zwar sind in der positiven Form 
a, a’, a’ positiv, D negativ, in der negativen aber a, a’, a’ negativ und D 
positiv. Hieraus geht hervor, dass alle ternären Formen mit gegebener 
positiver Determinante in negative und indefinite Formen zerfallen, alle 
ternären Formen mit gegebener negativer Determinante in positive und in- 
definite, endlich dass es positive Formen mit positiver Determinante oder 
negative mit negativer Determinante überhaupt nicht giebt. — Ebendaraus 
ist leicht ersichtlich, dass einer definiten Form immer eine definite und zwar 
negative Form, einer indefiniten eine indefinite adjungiert ist. 

Da sämtliche durch eine gegebene ternäre Form darstellbaren Zahlen 
offenbar auch durch alle dieser äquivalente Formen dargestellt werden können, 
so werden die in derselben Klasse enthaltenen ternären Formen entweder 
sämtlich indefinit oder sämtlich positiv oder sämtlich negativ sein. Daher 
wird man diese Benennungen der Formen auch auf die ganzen Klassen 
übertragen können. 


272. 


Den im vorigen Artikel aufgestellten Satz, dass sämtliche ternären 
Formen mit gegebener Determinante in eine endliche Anzahl von Klassen 
zerfallen, werden wir nach einer Methode beweisen, die derjenigen ähnlich 
ist, deren wir uns bei den binären Formen bedient haben, indem wir 
nämlich zeigen, erstens, auf welche Weise jede ternäre Form auf eine 
einfachere Form zurückgeführt werden kann, zweitens, dass die Anzahl der 
einfachsten Formen (zu denen man durch solche Reductionen gelangt) für 
jede gegebene Determinante endlich ist. Nehmen wir allgemein an, dass 
0,0. 
Di »b...Dı 
minante D gegeben ist, welche durch die Substitution 


die ternäre Form f = ) mit der (von Null verschiedenen) Deter- 


($) a, ß, Y 
D ’ 


hi ee a übergeht, so dreht sich unsere 
N, NW, N 

Aufgabe darum, a, ß, y, ... so zu bestimmen, dass die Form g ein- 
facher wird als £ Sind die den Formen f, g adjungierten Formen resp. 
FAN Ar, MM, MM“ 
(E BD, 5)» & N. 
so geht nach Artikel 269 F in G durch die zu S abjungierte Substitution, 
G aber in F durch die aus der Transposition von S entstehende Substitution 
über. Die Zahl 


et 2 ur 


in die äquivalente Form | 


„ welche mit F, @ bezeichnet werden mögen, 
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welche entweder gleich + 1 oder gleich —1 sein muss, bezeichnen wir 
mit %. Hiernach bemerken wir: 


7 ey - 0 Je 0000-07-21, 80 wird: 


m = aa? + 2b’aa'+ a’a'?, m’—= aß? + 2b" PB’+a'ß?, m’—= a’ 
n=bf +bB, n=ba +ba, n’—= aa + b" (aB’+ Ba’) + a/a'ß'. 


Ausserdem muss aß’—ßa’ entweder gleich +1 oder gleich —1 sein. 
Hieraus geht hervor, dass die binäre Form (a, b’, «), deren Determinante 
A” ist, durch die Substitution «, ß, a’, ß’ in die binäre Form (m, m’, m’) 
mit der Determinante M’’ verwandelt wird und daher wegen od’ — fa— +1 
ihr äquivalent ist, weshalb M”’—= A” ist, was auch direct leicht bestätigt 
werden kann. Menn daher nicht schon (a b", a’) die einfachste Form in 
ihrer Klasse ist, so wird man a, ß, a’, ß’ so bestimmen können, dass 
(m, n’, m’) eine einfachere Form ist, und zwar folgt aus der anie der 
I valanz der binären Formen leicht, dass dies so geschehen kann, dass 


m nicht grösser als Y- 44”, falls A” negativ ist, oder nicht grösser als 
yA", falls A” positiv ist, oder m — 0 ist, falls 4’ 0 ist, so dass in allen 
Fällen der (absolute) Wert von m sicher entweder Null ist oder wenigstens 
bis auf vt44" 44” herabgedrückt werden kann. Auf diese Weise wird also 
die Form f auf eine andere zurückgeführt, die, wenn dies überhaupt möglich 
ist, einen kleineren ersten Coefficienten hat, und deren adjungierte Form 
denselben dritten Coefficienten hat, wie die zu / adjungierte Form F. 
Hierin besteht die erste Reduction. 

I. Ist dagegen a=1,9=0, 17=0, d=0, «—=0, so ist k=f'y" 

— B’y=+1; die zu $ adjungierte Substitution ist daher: 


a 0 
Y 5 RE ß” 
8, 
und durch diese geht F in @ über. Man hat daher: 


m = q, WW by’ + b’' a N— DVB’ + vB 
WW Lahr; — 08? + 2b3’B” — (2a 
m! '=a'y'? an Iby'y" e* a'y'? 
N — adY SL b(By" _L 1 "DB .) u aß 1? 
M' — 4 ARE — 2By'Y'+ A'’'y 2) 
N — A’ß”y ae B(Py MAIL. 4%) — A'PY 
M'= 4'p"2 — 2BR B” + 482, 
Hieraus geht hervor, dass die binäre Form (A'', B, A’), deren Determinante 


Da ist, durch die Substitution 9’, — y’, — ß”,y” in die Form (M”, N, M') 
mit in Determinante Dm übergeht und daher (wegen ß'y'’— y'ß’"—= +1 oder 


N a Ve RENATE UI Fir 
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wegen Da — Dm) ihr äquivalent ist. Wenn daher nicht schon (4A', B, A‘) 
die einfachste Form ihrer Klasse ist, so können die Coefficienten ß’, y’, B",y" 
derart bestimmt werden, dass (M”, N, M’) eine einfachere Form ist, und 
zwar kann dies immer so geschehen, dass M’ abgesehen vom Vorzeichen 


nicht grösser ist als Y-+4Da. Auf diese Weise wird also die Form f auf 
eine andere mit demselben ersten Coefficienten zurückgeführt, deren ad- 
jungierte Form aber einen dritten Coefficienten hat, der, wenn dies überhaupt 
möglich ist, kleiner ist als der dritte Coefficient der zu f adjungierten 
Form F. Hierin besteht die zweite Reduction. 


II. Wenn daher f eine ternäre Form ist, auf welche weder die erste 
noch die zweite Reduction anwendbar ist, d. h. welche durch keine der 
beiden Reductionen auf eine einfachere Form gebracht werden kann, so 


} 4 
wird, abgesehen vom Vorzeichen, notwendig sowohl a < 34", als auch 


A <3aD sein. Hieraus folgt: a? un und daher a? <22aD oder 
az = und a <3/D; hieraus wiederum an <yD und A’<S sVD. 
Solange demnach a oder A’ diese Grenzen noch überschreiten, wird not- 
wendig eine oder die andere der vorstehenden Reductionen auf die Form f 
angewendet werden können. — Übrigens darf dieser Schluss nicht um- 
gekehrt werden, da es jedenfalls öfter eintrifft, dass eine ternäre Form, bei 
welcher der erste Coefficient und der dritte Coefficient der adjungierten 
Form bereits unterhalb jener Grenzen liegen, trotzdem durch die eine oder 
andere Reduction noch einfacher gemacht werden kann. 


IV. Wenn nun aber auf eine beliebige gegebene ternäre Form mit 
der Determinante D abwechselnd die erste und zweite Reduction angewandt 
werden, d. h. wenn auf sie selbst die erste, auf die dadurch entstehende 
Form die zweite oder erste, auf die so sich ergebende Form wiederum die erste 
oder zweite Reduction, u. s. w., angewandt wird, so ist klar, dass man schliess- 
lich notwendig zu einer Form gelangen wird, auf welche keine der beiden 
Reductionen mehr angewandt werden kann. Denn da die absolute Grösse 
sowohl der ersten Coefficienten der auf diese Weise sich ergebenden Formen, 
als auch der dritten Coefffeienten der zu ihnen adjungierten Formen beständig 
in abwechselnder Weise dieselbe bleibt oder abnimmt, so wird dieses Ver- 
fahren notwendig irgendwo ein Ende haben, da sonst zwei unendliche Reihen 
beständig abnehmender Zahlen erhalten würden. Hieraus haben wir bereits 
den schönen Satz erhalten: Jede ternäre Form mit der Determinante 
D lässt sich auf eine andere äquivalente Form bringen, bei 


welcher der erste Coefficient nicht grösser als 4/D und der 
dritte Coefficient der zu ihr adjungierten Form nicht grösser 
als 4 VD», abgesehen vom Vorzeichen, ist, falls nämlich die ge- 


gebene Form diese Eigenschaften noch nicht besitzt. — Übrigens 


298 Fünfter Abschnitt. [Art. 273. 274] 


hätten wir an Stelle des ersten Coefficienten der Form f und des dritten 
Coefficienten der zu ihr adjungierten Form in ganz analoger Weise auch 
entweder den ersten Coefficienten der Form selbst und den zweiten der ad- 
jungierten, oder den zweiten der Form selbst und den ersten oder dritten 
der adjungierten oder den dritten der Form selbst und den ersten oder 
zweiten der adjungierten behandeln können und würden auf diesen Wegen 
ebenso zu dem von uns beabsichtigten Ziele gelangt sein; es ist jedoch 
zweckmässig, beständig an einer Methode festzuhalten, um die hierher ge- 
hörigen Operationen um so leichter auf einen bestimmten Algorithmus re- 
ducieren zu können. Schliesslich bemerken wir, dass für die beiden Coeffi- 
cienten, von denen wir gezeigt haben, wie sie sich unter bestimmte Grenzen 
‘ herabdrücken lassen, noch kleinere Grenzen festgestellt werden können, 
wenn man die definiten Formen von den indefiniten trennt; doch ist dies 
für unsern gegenwärtigen Zweck nicht erforderlich. 


273. 

Wir geben im Folgenden einige Beispiele, durch welche die vorstehend 

angegebenen Regeln deutlicher werden. 
Pe Ze SEE 

Beispiel 1. Ist f= FE en = so ist | nn Re N 
und D=—1. Da (19, 1, 21) eine reducierte binäre Form ist, der eine 
andere mit kleinerem ersten Gliede als 19 nicht äquivalent ist, so ist hier 
die erste Reduction nicht anwendbar; dagegen findet man, dass die binäre 
Form (4”, B, A’) = (— 398, 257, — 166) nach der Theorie der Äquivalenz 
der binären Formen in eine einfachere äquivalente (— 2, 1, — 10) trans- 
formierbar ist, und zwar geht sie in dieselbe über durch die Substitution 
2,7, 3,11. Setzt man daher ’=2, Y= —7, "= —3, Y'=1l, so ist 

[ 17,10, ı 

auf die Form f die Substitution „0, 2, — 77} anzuwenden, und durch 
lo, —3, 

19, 354, 4769 
— 1299, 301, —82 
cient der zu dieser adjungierten Form ist — 2, in welcher Hinsicht f’ für 
einfacher zu halten ist als f. 

Auf die Form f’ lässt sich die erste Reduction anwenden. Da nämlich 
die binäre Form (19, — 82, 354) in die Form (1, 0, 2) durch die Substitution 


diese geht sie über in die Form ( I f'. Der dritte Coeffi- 


13,4, 0 
13, 4, 3, 1 übergeht, so ist auf die Form f’ die Substitution | 34, ) 
0,91 


I, 2, 409 
— 95, 16 )=f 

—513, —4513, —2\ ..... 
95, 39, 6) adjungiert 
ist, lässt sich von Neuem die zweite Reduction anwenden. Es geht nämlich 


anzuwenden, durch welche sie übergeht in ( 


Auf die Form f”, welcher die Form ( 
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die Form (— 2, — 95, — 4513) durch die Substitution 47, 1, — 1, 0 über 


se 08 0 
in (— 1, 1, —2); daher ist auf f”’ die Substitution 0, 47, — | anzuwenden, 
Bi W 
. ns D 1, 257, 2 m 1 1 1 
wodurch sie übergeht in (% 0 et . Der erste Coefficient dieser 
’ ) 


lässt sich durch die erste Substitution nicht weiter erniedrigen, ebensowenig 
der dritte Coefficient der zu ihr adjungierten Form durch die zweite. 


Be j 10,,264'2 ; 
Beispiel 2. Ist die Form ( 20 ‚)= f, welcher die Form. 
a nn Ban 
( 70. — 98 i adjungiert und deren Determinante gleich 2 ist, 


gegeben, so findet man, indem man abwechselnd die zweite und erste 
Reduction anwendet, der Reihe nach 


die Substitutionen durch welche übergeht in 
1 0‘ 3 
\ a Hi f © 5 Inn. 
Io 4, — 1 ’ » 
), — ) 
[% » 0] PEN N. 
, 2, 0 f \ le u 
\o, N ) o , 
0 
| : a 
0, —1, 0) f [ , | 5 —f!" 
Io, 2, — ıJ ur u 
\ \ 
I 0, 0 Mi 0, 9, 9 | 
I 0 f a et 
\o, 0, 1 ’ 3 


Die Form f’” kann weder durch die erste noch durch die zweite 
Reduction weiter herabgedrückt werden. 


274. 


Hat man eine ternäre Form, bei welcher der erste Coefficient sowie der 
dritte Coefficient der zu ihr adjungierten Form nach den vorstehend an- 
gegebenen Methoden soweit als möglich erniedrigt sind, so liefert die 
folgende Methode eine weitere Reduction. 

Behält man dieselben Bezeichnungen bei wie im Artikel 272 und setzt 
o—l,d=0, fl, a’—=0,2"—=0,y'=]1, d.h. wendet man die Substitution 


1, ß, Y 
VER Ra 
a! 
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an, so wird: 


m=a m= «+ 2b" + aß, m’= a’ + 2b + 2b’ y + ay? + 2b’ yy + a'y'? 
n=b+aYy+-iE ++) ta, nel Hy +, nv" =b'+aß; 
ausserdem: 
M'=A4', N=B-A’Yy, N=PB—-Nß— 4". 
Durch eine solche Substitution werden also die Coefficienten a, A’', welche 
durch die vorigen Reductionen erniedrigt worden sind, nicht verändert; da- 
her besteht unsere Aufgabe darin, durch eine geeignete Bestimmung von 
ß, 7, Y' Erniedrigungen in den andern Coefficienten zu erhalten. Zu diesem 
Zwecke bemerken wir zunächst, dass, wenn 4’’— 0 ist, angenommen werden 
kann, dass auch a=0 sei; denn wenn a nicht gleich O0 wäre, so würde 
die erste Reduction nochmals anwendbar sein, da einer jeden binären Form 
mit der Determinante 0 eine Form wie (0, 0, Ah) oder eine Form, deren 
erster Coefficient gleich O0 ist, äquivalent ist (Vgl. Artikel 215). Aus ganz 
analogem Grunde darf man voraussetzen, dass, wenn a=0 ist, auch 
A’=0 sei, so dass von den Zahlen a, A’' entweder keine gleich O ist oder 
beide gleich O sind. 
Im ersteren Falle ist klar, dass ß, y, y’ so bestimmt werden können, 
dass ohne Rücksicht auf das Vorzeichen »’’, N, N’ bezüglich nicht grösser 
sind als Ja, 434”, 34”. So wird in dem ersten Beispiel des vorigen 


1,297, 2 Be —515, — , — 1 
0 a welcher die Porm ( 26 os 
1, —16, 16 


adıun iert ist, durch die Substitution I 1; —] übergehen in die 
0, 0, 1 


Arikols Ale loigte Porm ( 


| u Sa a Da ae 5 
folgende: ® 0, 0)=/ ‚„ welcher die Form ( eo o,)adjungiert ist. 


Im letzteren Falle, woa= 4A"=0 und daher auch b’—= 0 ist, wird 


m=0, m=«a, mM=a'+ %y+2%y+ ar? 

n=b+ayY+bp. n=bd, "—=0. 
Es ist daher: 

D= ab? — m'n'? 

und man sieht leicht, dass ß und y’ so bestimmt werden können, dass » 
gleich dem absolut kleinsten Reste von b nach einem Modul wird, 
welcher der grösste gemeinschaftliche Teiler von a’, b’ ist, d. h. dass » 
nicht grösser wird als die Hälfte dieses Teilers ohne Rücksicht auf das 
Vorzeichen, und daher » = 0 ist, so oft a’, b’ prim zu einander sind. Sind 
ß, y' auf diese Weise bestimmt, so kann der Wert von y so angenommen 
werden, dass m’ ohne Rücksicht auf das Vorzeichen nicht grösser ist als 
b’; dies würde allerdings unmöglich sein, wenn b’=0 ist; dann würde aber 
D=0 sein, welchen Fall wir ausgeschlossen haben. So wird für die letzte 
Form im zweiten Beispiel des vorigen Artikels „= — 2 — ß + 2y’, woraus, 
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wenn ßB=—2, yY—=0 gesetzt wird, n = 0 folgt, ferner m'—=2 — 2y und, 
wenn man y=1 setzt, m’—=0. Wir erhalten daher die Substitution 


1, —2,1 0 20 
0, 1,0}, durch welche jene Form übergeht in & er, re ran 
VE 


275. 

Hat man eine Reihe von äquivalenten ternären Formen f, f, f",f",... 
und die Transformationen einer jeden dieser Formen in die folgende, so 
leitet man aus der Transformation von f in f’ und von f’ in f” nach 
Artikel 270 die Transformation der Form f in f” her; aus dieser und der 
Transformation der Form f’’ in f’” folgt die Transformation der Form f 
in f" u.s.w., und offenbar kann auf diese Weise die Transformation der 
Form f in jede beliebige andere Form der Reihe gefunden werden. Und 
da aus der Transformation der Form f in irgend eine andere äquivalente 
Form g die Transformation der Form g in f ($” aus 8 Artikel 268, 269) 
abgeleitet werden kann, so kann auf diese Weise die Transformation jeder 
beliebigen Form der Reihe f', f”, ... in die erste f gefunden werden. — 
So findet man für die Formen des ersten Beispiels im vorigen Artikel die 
Substitutionen: 


13,04, 0 13, 188, —4 13, — 20, 16 
6, , —7 6, 87, — 2 6, — 9, 7 
—9,—3, 1) —-9, -190, 3) 1,-—Jll, 
durch welche die Form f bezüglich in f”, f”, f" übergeht, und aus der 
a | 
letzten Substitution die folgende B 1, 5), durch welche f”" in f über- 
3, —2, 3 ) 
geht. — Auf ähnliche Weise ergeben sich im zweiten Beispiel des vorigen 
Artikels die Substitutionen 
el a a 
— 3, 4, — : Bang VrSePS(0 
10, — 14, RR 


durch welche respective die Form a. 
I 


RSS 
[ern 
B 

ea 
= < 
= 

(ei >) 

Ser 
Ss 
[=} 
of 
= 
& 
an 
& 


wieder in jene übergeht. 


276. 


Satz. Die Anzahl der Klassen, in welche sämtliche ternären 
Formen mit gegebener Determinante zerfallen, ist stets endlich. 


’ „ 


Beweis. I. Die Anzahl sämtlicher Formen he . u) mit der gegebenen 


Determinante D, in denen «—=(0, b"’—=0, b nicht grösser als die Hälfte des 
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grössten gemeinschaftlichen Teilers von a’, d’ und a’ nicht grösser als d' ist, 
ist offenbar endlich. Denn da a’b’?—= D sein muss, so können für d’ keine 
andern Werte genommen werden als +1, —1 und die Wurzeln aus den 
in D aufgehenden Quadraten (wenn es ausser 1 noch andere giebt) und 
zwar mit positivem oder negativem Vorzeichen versehen, und die Anzahl 
dieser Werte ist endlich. Für die einzelnen Werte von D’ aber ist der Wert 
von @ bestimmt und die Werte von b, a’ sind offenbar auf eine endliche 
Anzahl beschränkt. 


1 n 


I. Ebenso ist die Anzahl aller Formen = ne en 
’ ’ 


nante D, in welchen a nicht gleich 0 und nicht grösser als Ay), 


) mit der Determi- 


b"2—aad—= A" nicht gleich Null und nicht grösser als 4/D3, b’ nicht 
grösser als da, ab —b’b’=B und ab’— bb’—= B' nicht grösser als 44" 
sind, eine endliche. Denn die Anzahl aller Combinationen der Werte von 
a,b", A, B, B' ist endlich; sind diese aber einzeln bestimmt, so werden 
auch die übrigen Coefficienten a’, d, b’, a’ der Form.und die Coeffieienten 


b2 EB add — 4A, b’2 ZUEU aa’ — 4', ahree bb — Bi“ 
der adjungierten Form bestimmt sein durch folgende Gleichungen: 


IDEE SALE DIE 1 ET, ’ 7 
le a en 


Aa 2) Yalk ’ 
Be AB — BR" wu Ba’ + bV' yo 4A'’B'— BB" v2 bb’+ Da 
De 0 DD. 0 
7. DR— 4:9 — 1: WB" 
= = ——, 
a a b 


a 


Da nun alle jene Formen erhalten werden, wenn man aus allen Combi- 
nationen der Werte von a, 2”, A’, B, B’ diejenigen auswählt, für welche 
a',@',b,b' ganze Werte erhalten, so ist die Anzahl jener offenbar endlich, 


III. Sämtliche Formen in I und II bilden also zusammen eine endliche 
Anzahl von Klassen, die auch kleiner sein kann als die Anzahl der Formen, 
wenn irgend welche von diesen unter einander äquivalent sind. Da nun 
nach den vorhergehenden Untersuchungen jede ternäre Form mit der Deter- 
minante D notwendig irgend einer von jenen Formen äquivalent ist, d.h. zu 
irgend einer der Klassen, welche diese Formen bilden, gehört, so werden 
diese Klassen alle Formen mit der Determinante D umfassen, d.h. alle 


ternären Formen mit der Determinante D zerfallen in eine endliche Anzahl 
von Klassen. 


277. 
Die Regeln, nach denen alle Formen in I und II des vorigen Artikels 
ermittelt werden können, ergeben sich aus ihrer Entwieklung von selbst, 
weshalb es genügen wird, einige Beispiele anzuführen. 


a N SEES TTE 
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Für D=1 ergeben sich folgende sechs (wegen der doppelten Vor- 


zeichen) Formen I: 
0, eo (6 Kol 
NO EN n 


In den Formen II können « und A” keine andern Werte ausser + 1 und 
— 1 haben, und für die vier hieraus entspringenden Combinationen müssen 
b’, Bund B’ gleich O0 gesetzt werden; demnach entstehen die vier Formen: 


Bar) (a (N ee) 
0, 0,0 0.0.02.X100, .0% 0 0 


Ebenso erhält man für D=—1 sechs Formen I und vier Formen II, 
nämlich: 


a) (7 ee en u ) (% }, I 
0, 51,0 X0, 51, .0\0,, 0,#02N200,8, 0X. :0,.20,0)0,0,0% 


Für D=2 ergeben sich sechs Formen I: 


(0 a) (0 5) 
0,+1,0” Ww,-+1, 0 


und acht Formen I: 


ee Be on a 
2.007 0,.0,0:N6, 0,8) 0, dere 


( —2, N) r 1,2, N (J; u ur —2, — N) 

Di. 20.07 02007 ...80.:0.: 07° 0, 270,.2.,0% 
Übrigens ist die Anzahl der aus diesen Formen in diesen drei Fällen 

hervorgehenden Klassen viel kleiner als die Anzahl der Formen. Man 


bestätigt nämlich leicht, dass 


} 0.8, ) < Ä 
I. Die Form S 1,0 übergeht in 
© 120) R L. N) 5 a \ a 
0,—1,0/’ 0,.61,07 0221.07 0:.0,...0 
respective durch die Substitutionen: 
1.0.20 0.02 088 20,01 
01.0 U | a 
0,0,—1|1 #11, 0 | 2, —1,—1 
! 1,1,—1 } (ee N) ) 
die Form vs 0, ı) aber in 0, 0,0% 0,0,0 durch blosse Ver- 
tauschung der Unbestimmten. Daher reducieren sich jene zehn ternären 


EN 
Formen mit der Determinante 1 auf die folgenden zwei: ( ' ) 


0,1,0 
= N m) ; für die erstere kann man auch, wenn man lieber will, die 
’ % 
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1,0,0 
1.0.0 
finit ist, so ist klar, dass jede indefinite ternäre Form mit der Deter- 
minante 1 der Form x? + 2yz, jede definite der Form — 2? — „2 — 2? 
äquivalent ist. 

II. Auf ganz analoge Weise findet man, dass jede indefinite ternäre Form 
mit der Determinante — 1 der Form — x? + 2yz, jede definite der Form 
x2 + y2 + 2? äquivalent ist. 

III. Für die Determinante 2 können von den acht Formen II sogleich 
die zweite, sechste und siebente weggelassen werden, da sie aus der ersten 
durch blosse Permutation der Unbestimmten entstehen, und aus ähnlichem 
Grunde auch die fünfte, welche aus der dritten, und die achte, welche aus 
der vierten in gleicher Weise sich ergiebt. Die drei übrigen bilden mit 


5 0 70, ie 
den sechs Formen I drei Kiassen; es geht nämlich u 1. ojin ix 0 
1.0.:.0 


durch die Substitution 50, 1, O0, unddieForm Ri a in 
001 0,0, 0 
ee 


Ki 2, ) B 2, 1) Ki a hi 2, — " Bu, N 
8.107270 — 1202... N08, 08.0.1207 75,10, 10,0 
respective durch die Substitutionen über: 


GELOLLIER 8 
20 12 Ola | 
DOLL OLE 


folgende nehmen: ( ) Da die erste Form indefinit, die zweite de- 


2 ) 


1, 
1, 
1, 


Jede ternäre Form mit der Determinante 2 ist daher auf irgend eine 
von den folgenden drei Formen reducierbar: 


0,2, 0 I, > 

en in ( De al 
an Stelle der ersten kann man auch, wenn man lieber will, die Form 
2, 0,0 
Es 
der dritten — x? — y? — 22? äquivalent sein, da die beiden ersten indefinit 
sind, jede indefinite aber der ersten oder zweiten und zwar der ersten 
22° + 2yz, wenn ihr erster, zweiter und dritter Coefficient gleichzeitig gerade 
sind (da man leicht sieht, dass eine solche Form durch irgend eine Trans- 
formation in eine ähnliche Form übergeht und daher nicht der zweiten 
äquivalent sein kann), der zweiten &2-+9,2?— 22? aber, wenn ihr erster, 
zweiter und dritter Coeffieient nicht gleichzeitig gerade sind, vielmehr einer, 
zwei oder alle drei ungerade sind (denn in eine solche Form lässt sich aus 


analogem Grunde die erste Form 2%? + 2yzg durch keine Substitution trans- 
formieren). 


) nehmen. Offenbar aber wird jede definite ternäre Form notwendig 
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Was somit in den Beispielen der Artikel 273, 274 sich ergiebt, dass 
19.21, 50 
nämlich die definite Form es 98. “) mit der Determinante —1 auf die 
. 2 


: ; 10,26, 2 ; Ä 
Form x? + y2 + 2? und die indefinite Form ( 7 : . mit der Determinante 
2 auf die Form 2x? — 2yeg oder (was auf dasselbe hinauskommt) auf die 
Form 2x? + 2y2 zurückgeführt werden kann, hätte man nach den vorher- 
gehenden Untersuchungen von vornherein sehen können. 


278. 


Durch eine ternäre Form, deren Unbestimmten &, x’, x” sind, werden 
einerseits Zahlen dargestellt, wenn man x, «, x” bestimmte Werte 
beilegt, andrerseits binäre Formen durch Substitutionen von der Form: 


s= mitm, !=mt+nu X" —=m't+n'u, 


wo m, n, m, ... bestimmte Zahlen, i, w aber die Unbestimmten der dar- 
gestellten Form bezeichnen. Zu einer vollständigen Theorie der 
ternären Formen würde daher die Lösung folgender Aufgaben 
erforderlich sein: 

I. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene 
ternäre Form zu finden. 

II. Alle Darstellungen einer gegebenen binären Form durch eine ge- 
gebene ternäre Form zu finden. 

III. Zu entscheiden, ob zwei gegebene ternäre Formen mit derselben 
gegebenen Determinante äquivalent sind oder nicht, und im ersteren Falle 
alle Transformationen der einen in die andere zu finden. 

IV. Zu entscheiden, ob eine gegebene ternäre Form eine andere ge- 
gebene mit grösserer Determinante enthält oder nicht, und im ersteren Falle 
alle Transformationen der einen in die andere zu bestimmen. 

Über diese Aufgaben, die bei weitem schwieriger sind, als die analogen 
bei den binären Formen, werden wir an anderer Stelle weitläufiger handeln; 
hier beschränken wir unsere Untersuchung darauf zu zeigen, wie die erste 
Aufgabe auf die zweite und die zweite auf die dritte sich reducieren lässt; 
die dritte werden wir aber für einige der einfachsten und die Theorie der 
binären Formen besonders beleuchtenden Fälle lösen lehren; die vierte 
werden wir hier ganz ausschliessen. 


279. 

Hülfssatz. Wenn drei beliebige ganze Zahlen a, a’, a’ (welche 
jedoch nicht sämtlich zu gleicher Zeit Null sind) gegeben sind, 
so soll man sechs andere B, B', B", 0, C', €" von solcher Be- 
schaffenheit finden, dass 


BIC B'’ÜO'— q, B'C ER BO" — u, BO; BC= a’ 


wird. 
Gauss. 2) 
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Auflösung. Es sei « der grösste gemeinschaftliche Teiler von a, a’, @" 
und man nehme ganze Zahlen A, A’, A’ so an, dass 
Aa+ Ad+ Ad —=a 
wird. Ferner nehme man drei ganze Zahlen &, &, &’ nach Belieben nur 
mit der Bedingung an, dass die drei Zahlen &A"— &'A', E"A— EA” 
6A’— &A, die wir respective mit b, db’, D’ und deren grössten gemein- 
schaftlichen Teiler wir mit ß bezeichnen, nicht gleichzeitig gleich Null werden. 
Setzt man dann 
ad" — a" V’—= aßl, ab — ab" = oßl', a" — ab=aßl”, 
so sind offenbar CO, C', C”’ ganze Zahlen. Nimmt man schliesslich ganze 
Zahlen 8, ®', DB’ so an, dass 
Da17) -1- Bb'+ BU" — B 
wird, setzt: 
Ba aa Ba’-+ Bd — h 
und macht: 
B=oB8B—NA, B=aß—ı4', B'=aß'— hA", 
so werden diese Werte von B, B’, B", C, C', C'"' den vorgeschriebenen Be- 


dingungen entsprechen. 
Man findet nämlich: 


aB+aB-+a'B'=0 
dA +bA'+b"A"—=0 unddaher B+ VB +HV"B'= aß. 
Nun wird aus den Werten von (', C”: 
a3 (BÜ"— B'C") er ab’ B'’ — abB' — a'bB"-ab"B' 
= a(bB+V’B'+V"B")—b(aB+a'B'-+ ab’) = ußa 

und daher B’0’’— B’'C’=a und aufähnliche Weise findet man B’O— BÜ'=«a, 
BÜ—BC=«d. 

Im Übrigen muss die Analyse, durch welche diese Lösung gefunden 
worden ist, sowie die Methode, aus einer Lösung alle zu finden, hier weg- 
gelassen werden. 


280. 
Wir nehmen an, dass die binäre Form 


at? + 2btu + cu? = 9, 
deren Determinante gleich D sei, dargestellt werde durch die ternäre Form 
f, deren Unbestimmten x, x’, x” sind, wenn man setzt: 
s=mt+m, d=mti+nu «"=m'+ wu, 


und dass der Form f die Form F', deren Unbestimmten X, X’, X” sind, 
adjungiert sei. Dann bestätigt man leicht durch Rechnung (indem man 
die Coefficienten der Formen f, F mit besonderen Buchstaben bezeichnet) 
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oder leitet auch sogleich aus Artikel 268. II her, dass die Zahl D durch 
F dargestellt wird, wenn man setzt: 


X=mn'— m'n, X'—=m"'n— mn, X'=mn'— mn, 


eine Darstellung der Zahl D, die passend der Darstellung der Form p durch 
f adjungiert genannt werden kann. Wenn die Werte von X, X,X' 
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so werden wir diese 
Darstellung von D eine eigentliche, im andern Falle eine un- 
eigentliche nennen und werden dieselben Benennungen auch der Dar- 
stellung der Form p durch /, welcher jene Darstellung adjungiert ist, bei- 
legen. Nun beruht die Auffindung aller eigentlichen Darstellungen der 
Zahl D durch die Form F’ auf folgenden Punkten: 

I. Es giebt keine Darstellung von D durch F, welche nicht aus irgend 
einer Darstellung irgend einer Form mit der Determinante D durch die 
Form f abgeleitet werden könnte, d. h. einer solchen Darstellung adjun- 
giert wäre, 

Es sei nämlich irgend eine Darstellung von D durch F' die folgende: 
X=L.X=-L,X"=L"; man nehme nach dem Hülfssatz des vorigen 
Artikels m, m’, m’, n,w,nw' so an, dass 


mn'—m'W=L, m'n — mn" —=L, mn-— mn = L"' 
wird, und es gehe f durch die Substitution 
z=mi+m, d=mti+nu, 2 —=m't+n'u 


in die binäre Form p = at? + 2btu+- cu? über. Dann sieht man leicht, dass 
D die Determinante der Form und die gegebene Darstellung von D durch 
F der Darstellung jener durch f adjungiert ist. 

Beispiel. Essif= 22 + x? + x"? unddaher = — X? — X? — X"2, 
D = — 209 und eine Darstellung dieser durch F die folgende: X =1, X’ —=8, 
X'’—= 12. Hieraus findet man für m, m’, m’, n, n’, w’ respective die folgen- 
den Werte: — 20, 1,1, — 12, 0,1 und = 402 1? + 482 tu + 145 u2. 

II. Wenn g, x eigentlich äquivalente binäre Formen sind, so wird jede 
Darstellung von D durch F', welche irgend einer Darstellung der Form » 
durch f adjungiert ist, auch irgend einer Darstellung der Form y durch f 
adjungiert sein. 

Sind p, q die Unbestimmten der Form x, geht ferner p in x über 
durch die eigentliche Substitution = ap + Pg, = yp + ögq und ist irgend 
eine Darstellung der Form $ durch f die folgende: 


(BR s=mi+m, «=mt+nu «"=m't+n"u, 
so sieht man ohne Mühe, dass, wenn man 


om + yn=g, am + yn"—g, am'+ ng" 
Bm +ön=h, Bm’+ön=h, Bm" ön'—= ih” 


20” 
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setzt, die Form x durch f dargestellt werden wird, wenn man 
(R) z=m+hlg, K=gp+hqg «=y'p+htg 


setzt, und führt man die Rechnung aus, so findet man (wegen  — Py—=]): 


gi" — g’W= mn” — mn’, g’h— gh" = mn — mn”, g"— Jh = mn — mn, 


d. h. den Darstellungen R, R’ ist dieselbe Darstellung von D durch F 
äquivalent. 

So findet man, dass im vorigen Beispiele der Form die Form 
x = 139? — 10pg + 189? äquivalent ist, und zwar geht jene in diese über 
durch die eigentliche Substitution =—3p-+g, u=5p—2q. Hieraus 
findet man folgende Darstellung der Form y durch f: =44, != — 39p +9, 
x’—=2p—gq, aus der sich dieselbe Darstellung der Zahl — 209 ergiebt, 
von welcher wir ausgegangen waren. 

III. Wenn endlich zwei binäre Formen 9, y mit der Determinante D, 
deren Unbestimmten ?, u; p, q sind, durch f dargestellt werden können 
und irgend einer Darstellung der einen dieselbe eigentliche Darstellung von 
D durch F adjungiert ist, wie irgend einer Darstellung der andern, so sind 
jene Formen notwendig eigentlich äquivalent. Wir nehmen an, dass 9 
durch f dargestellt werde, wenn man setzt; 


zs=m+m, «=mti+nu, &=m'ti+n'u, 
y aber, wenn man setzt: 


a=gp-+hg, «=gp+hg K=y'p+h'g, 
und dass 
mn" — m'W=ghW'—g'W=L 
m'n — mn' = y'h— gh" = L/ 
mn — mn =gh" —gh=L" 


sei. Man nehme ganze Zahlen 7, 7, 7’ so an, dass ZI+ Z/+-L' =] 
wird, und man setze: 
nl'—n!=M, nw"l—-W"=M, nl! — nl =M" 
Im —UmM=N, U!m—wW'—=N, wW—Im=N'". 
Endlich setze man: 
gM+gM+g"M'=a, IM-+-WM-+-WM'=ß 
gN+gN+g'N=y, AN+WN-+WN=6, 
Hieraus ergiebt sich leicht: 
om + yn=9—UgL+yUL-+g'L')=g 
Bm Hin —=h— IU(hL+WU+WL)=h 
und ebenso: 


am + n—=g, Bm+on—lW, am’+m"'—=g', Bm’+on'—=i". 
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Hieraus geht hervor, dass mi + nu, mt nu, m’t+ nu durch die Sub- 
stitution 

(8) t=ap+ PR u=yp+öq 
übergeht in: gp + hq, g’p + hg, g’p + h’q respective, woraus erhellt, dass 
durch die Substitution $ in dieselbe Form übergeht, in welche f übergeht, 
wenn man setzt: 


z=gp-+hq, d=gyp+hqgq Ü=g'Pp+ W'gq, 


und somit in die Form y, der sie mithin äquivalent ist. Schliesslich findet 

man nach den gehörigen Reductionen leicht: 
ö—y=(LI+Lt/+LTV)=|1, 

weshalb die Substitution $ eine ist und die Formen 9, y eigentlich 

äquivalent sind. 

Aus diesen Bemerkungen ergeben ii folgende Regeln zur Auf- 
findung sämtlicher eigentlichen Darstellungen von D durch F': 
Man entwickle sämtliche Klassen der binären Formen mit der Determinante D 
und wähle aus jeder einzelnen eine Form nach Belieben aus; man suche 
alle eigentlichen Darstellungen dieser einzelnen Formen durch f (indem 
man diejenigen weglässt, die etwa nicht durch f dargestellt werden können) 
und aus diesen einzelnen Darstellungen leite man die Darstellungen von D 
durch F her. Aus I und II geht hervor, dass auf diese Weise alle möglichen 
eigentlichen Darstellungen erhalten werden und somit die Lösung vollständig 
ist; aus II folgt, dass die Transformationen der Formen aus verschiedenen 
Klassen sicher verschiedene Darstellungen hervorbringen, 


231. 

Die Ermittlung der uneigentlichen Darstellungen einer gegebenen 
Zahl D durch die Form F lässt sich leicht auf den vorigen Fall zurück- 
führen. Es ist nämlich klar, dass, wenn D durch kein Quadrat (ausser 1) 
teilbar ist, es solche Darstellungen überhaupt nicht giebt, dass aber im 
andern Falle, wenn D durch die Quadrate A, y2, v2, ... teilbar ist, alle 
uneigentlichen Darstellungen von D durch F gefunden werden, wenn man 


} D i 
sämtliche eigentlichen Darstellungen der Zahlen ee: =. ... durch dieselbe 


Form entwickelt und die Werte der Unbestimmten mit A, p., v, .. . respective 
multipliciert. 

Auf diese Weise hängt also die Auffindung sämtlicher Darstellungen 
einer gegebenen Zahl durch eine gegebene ternäre Form, welche irgend 
einer ternären Formen adjungiert ist, von der zweiten Aufgabe ab; 
auf diesen Fall aber, der sich auf den ersten Blick nicht soweit zu er- 
strecken scheinen könnte, lassen sich die übrigen folgendermassen zurück- 


führen. Es sei D die Zahl, welche durch die Form . en deren De- 
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ne = N — f adjungiert ist, dargestellt 
An 29, AN) 7 
AR. DR, ANY 
äquivalent, und es ist klar, dass die Darstellungen der Zahl AD durch F 
(deren Ermittlung von dem Vorhergehenden abhängt) vollständig identisch 
sind mit den Darstellungen der Zahl D durch die gegebene Form. — Wenn 
übrigens sämtliche Coefficienten der Form f einen gemeinschaftlichen Teiler 
p. haben, so sind augenscheinlich die sämtlichen Coefficienten der Form F 
durch „? teilbar, weshalb auch AD durch u? teilbar sein muss (sonst würde 
es keine Darstellungen geben), und die Darstellungen der Zahl D durch 
die gegebene Form werden identisch sein mit den Darstellungen der Zahl 


terminante A und der die Porm ( 


werden soll. Dann ist der letzteren Form wiederum ( 


D N 
= durch diejenige Form, welche aus F’ entsteht, wenn man die einzelnen 


Coöfficienten mit p? multipliciert, und die derjenigen Form adjungiert ist, 
welche aus / entsteht, wenn man die einzelnen Coefficienten durch g 
dividiert. 

Endlich bemerken wir, dass diese Lösung der ersten Aufgabe in dem 
einen Falle, wo D=0 ist, nicht anwendbar ist, denn in diesem Falle 
verteilen sich die binären Formen mit der Determinante D nicht auf eine 
endliche Anzahl von Klassen; weiter unten werden wir diesen Fall aber 
mit Hülfe anderer Prinzipien erledigen. 


282. 


Die Ermittlung der Darstellungen einer gegebenen binären 
Form, deren Determinante nicht gleich Null ist,*) durch eine gegebene 
ternäre Form hängt von folgenden Bemerkungen ab. 

I. Aus jeder eigentlichen Darstellung einer binären Form (p, q, r)=% 
mit der Determinante D durch eine ternäre Form f mit der Determinante 
A können ganze Zahlen B, B’ von solcher Beschaffenheit abgeleitet wer- 
den, dass 

B=/Ap, BB=— Ag, B?=Ar (mod. D) 


ist, mit andern Worten, kann der Wert des Ausdrucks V N (p, —q, r) (mod. .D) 


gefunden werden. Man habe folgende eigentliche Darstellung der Form 
durch f: 
z=ad+ßfu, dent +Pu, a’t+PB'u 


(wo 2,#',2"; t,u die Unbestimmten der Formen f,% bezeichnen); man 
nehme ganze Zahlen y, y,y' so an, dass 


Da CH Ce er 


*) Diesen Fall D=0, der nach einer etwas verschiedenen Methode zu behandeln 
ist, übergehen wir hier der Kürze wegen. 
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entweder gleich +1 oder gleich —1 werde, und es gehe f durch die 
Substitution 


BY 
a, Ds H 
@.; Br, A 
a AA, dA 
in die Form es vv, "ı. g über, welcher die Form kr B, a —= (@ ad- 


jungiert sei. Dann ist klar, dass a=p, V’=gq, a=r, Pe D und Adie 
Determinante der Form g ist. Daher: 


B=Mp+AD, BB=—A+B"D, B?=Ar+AD. 


So wird z.B. die Form 19#? + 6tus + 41u? dargestellt durch &+2?+x"?, 
wenn man setzt: x —= 3t-+ 5u, «= 3t — 4u, «= t, woraus folgt, wenn man 
w=—L,y=1,yY'—=0 setzt: B=— 171, B=27, oder es ist (— 171, 27) 
ein Wert des Ausdrucks Y— 1(19, — 3, 41) (mod. 770). 

Hieraus folgt bereits, dass, wenn nicht A (p, — 9, r) quadratischer Rest 
von D ist, x durch keine ternäre Form mit der Determinante A eigentlich 
darstellbar sein kann; mithin wird in dem Falle, wo A, D prim zu einander 
sind, A die characteristische Zahl der Form 9 sein müssen. 

II. Da 1,y,y’ auf unendlich viele Arten bestimmt werden können, 
so werden daraus auch andere und andere Werte von B, B’ sich ergeben, 
und wir wollen sehen, welchen Zusammenhang sie unter einander haben. 


$ N 


Wir nehmen an, dass auch ö, d’, 6” so beschaffen seien, dass 


a EEE 


entweder gleich +1 oder gleich —1 werde, und dass die Form f durch 
die Substitution 


übergehe in (vr # 1) = — g, deren adjungierte = a 2) — (6 sei. Dann 
sind g, q äquivalent, und daher auch @ und ®, und durch Anwendung der 
in den Artikeln 269, 270 angegebenen Prinzipien findet man, wenn gesetzt 
wird*): 

AB) + Br Br) Br = 

a ya) + (ra 1a)d+ (dw 1, 


*) Indem man aus der Transformation der Form f in g die Transformation 
von g in f, aus dieser und der Transformation der Form f in g, die Transformation 
der Form g in g, schliesslich aus dieser durch Transposition die Transformation 
von & in @ ableitet. 
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dass & in G übergeht durch die Substitution: 


LU RES 6) 
RER RUN) 
A OR 
Hiernach ist: 
B=nD+0B8 DB=-GD+ÜB, 


und daher wegen k=-+1 entweder B=®B, B=B' oder BZ=Z—ß8B, 
B'=— 3’ (mod. D). Im ersten Falle nennen wir die Werte (8, 2)..(8,85 
äquivalent, im zweiten entgegengesetzt; von der Darstellung der Form & 
aber sagen wir, dass sie zu irgend einem Werte des Ausdrucks 
yA (?, —q, r) (mod. D), welcher aus ihr nach der Methode in I abgeleitet 
werden kann, gehöre. Daher werden sämtliche Werte, zu welchem dieselbe 
Darstellung gehört, entweder äquivalent oder entgegengesetzt sein. 

IN. Umgekehrt aber, wenn wie vorher in I die folgende Darstellung 


der Form $ durch f: =et+Bßu,... zum Werte (B, B') gehört, welcher 
daraus mit Hülfe der Transformation 


a BY 

a, 35 "% 

ai 
abgeleitet wird, so wird ebendieselbe auch zu jedem andern Werte (DB...) 
gehören, welcher jenem entweder äquivalent oder entgegengesetzt ist, d. h. 
man kann an Stelle von y, y’, y”’ andere ganze Zahlen ö, ö', 6’ annehmen, 
für welche folgende Gleichung (2) stattfindet: 


(ap — a'ß’)ö + (a’’B LER aß’) Ö-+ (ad — DR — + L, 


und welche so beschaffen sind, dass der vierte und fünfte Coefficient in der 
Form, welche derjenigen adjungiert ist, in welche f durch die Substitution (8) 


übergeht, respective gleich B, B’ sind. Setzt man nämlich 
 #&B=8+nD +B=B+tWD 


(wo hier und später die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, je 
nachdem die Werte (B, B'), (B, B’) äquivalent sind oder entgegengesetzt), 
wonach &, n ganze Zahlen sind, und geht y durch die Substitution 


1.0: 2 
m 
0,0, +1 


in die Form g über, so sieht man leicht, dass ihre Determinante gleich A, 


Ternäre Formen zweiten Grades. 313 


der vierte und fünfte Coefficient in der adjungierten Form aber respective 
gleich 8, 8’ sind. Macht man aber 


HEY Fre, et, 


so wird sich ohne Schwierigkeit ergeben, dass f durch die Substitution (S) 
in g übergeht, und dass die Gleichung (2) befriedigt ist. 


283. 


Aus diesen Prinzipien leitet man folgende Methode, sämtliche 
eigentlichen Darstellungen einer binären Form 


= pt? + 2gtu + ru? 


mit der Determinante D durch die ternäre Form f mit der Determinante A 
zu finden, her. 

I. Man ermittle sämtliche verschiedenen (d. h. nicht äquivalenten) Werte 
des Ausdrucks YA(p, —q,r) (mod. D). Diese Aufgabe ist für den Fall, wo 
» eine primitive Form und A zu D prim ist, oben (Artikel 233) gelöst, und 
die übrigen Fälle lassen sich auf diesen sehr leicht zurückführen, was jedoch 
ausführlicher zu entwickeln die Kürze nicht gestattet. Wir bemerken nur, 
dass, so oft A zu D prim ist, der Ausdruck A(p, —q,r) quadratischer Rest 
von D nicht sein kann, ausser wenn @ eine primitive Form ist. Denn neh- 
men wir 

Ap=B?— DA, — Ag=BP— DB", Ar=B?— DA 
an, so wird: 


(DB’— Ag)? = (DA'’+ Ap) (DA -+-Ar) 
und hieraus, wenn man entwickelt, und 9 — pr für D setzt: 
(2? — pr) (B'?— AA) — A(Ap + 2b"g+ Ar) + MR —=0, 


woraus leicht folgt, dass, wenn 9, g, r einen gemeinschaftlichen Teiler hätten, 
derselbe auch in A? aufgehen würde; dann könnte aber A zu D nicht prim 
sein. Daher können 9», g, r keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, oder 
die Form £ ist eine primitive Form. 

ll. Bezeichnen wir die Anzahl dieser Werte mit m und nehmen wir 
an, dass sich unter ihnen » Werte finden, die sich selbst entgegengesetzt 
sind (indem man 2 =0 setzt, wenn keine solchen vorhanden sind), so ist 
klar, dass von den m — n übrigen Werten stets je zwei entgegengesetzt sind 
(da man ja voraussetzt, dass man sämtliche Werte vollständig habe); wird 
der eine von je zwei beliebigen entgegengesetzten Werten nach Belieben 
weggelassen, so bleiben im Ganzen 4(m -+ n) Werte übrig. So sind z. B. 


von folgenden acht Werten des Ausdrucks y— 1(19, — 3, 41) (mod. 770): 
(39, 237), (171, — 27), (269, — 83), (291, — 127), (— 39, — 237), (— 171,27), 
(— 269, 83), (— 291, 127) die vier letzteren zu verwerfen, weil sie den vier 
ersteren entgegengesetzt sind. Übrigens ist ersichtlich, dass, wenn (B, B') 
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ein sich selbst entgegengesetzter Wert ist, 23, 2B’ und somit auch 24y, 
2Ag, 2Ar durch D teilbar ist; wenn daher A und D prim zu einander sind, 
so werden auch 2p, 2g, 2r durch D teilbar sein, und da nach Ip,g, r 
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben können, so wird auch 2 durch D 
teilbar sein müssen, was nur möglich ist, wenn D entweder gleich +1 oder 
gleich + 2 ist. Daher ist für alle Werte von D, die grösser als 2 sind, 
stets n= 0, falls A zu D prim ist. 


III. Hiernach ist klar, dass jede eigentliche Darstellung der Form © 
durch f notwendig zu irgend einem der übrig bleibenden Werte gehören 
muss und zwar nur zu einem einzigen. Daher sind diese Werte der Reihe 
nach zu nehmen und die zu jedem einzelnen gehörigen Darstellungen zu 
ermitteln. Um die zu einem gegebenen Werte (B, B’) gehörigen Darstellun- 
; 3 a bestim- 
men, deren Determinante gleich A, und in welcher a=p, b"’—=g, a =r, 
ab — V’b"’'= B, a’b'— bb"'—= BD’ ist; die Werte von a”, b, b’ findet man hieraus 
mit Hülfe der Gleichungen im Artikel 276 II, aus denen leicht ersichtlich 
ist, dass in dem Falle, wo A, D prim zu einander sind, Db, b’, a’ ganze 
Zahlen werden (weil nämlich diese drei Zahlen, sowohl mit D als mit A 
multipliciert, ganze Zahlen ergeben). Wenn nun entweder einer der Coef- 
ficienten d, DV’, @’ gebrochen ist oder die Formen /, g nicht äquivalent sind, 
so kann es keine zu (B, B’) gehörige Darstellungen der Form # durch f 
geben; sind aber b, b’, a’ ganze Zahlen und die Formen f, g äquivalent, so 
liefert jede Transformation jener in diese, wie z. B. 


U 


gen zu finden, muss man zunächst die ternäre Form g -( 


a | 

,P, Y 

a"; BY, v 
eine solche Darstellung, nämlich 


a=at+ßu, deat+ßu Wat + "u, 


und offenbar kann keine derartige Darstellung existieren, die nicht aus 
irgend einer Transformation abgeleitet werden könnte. Auf diese Weise ist 
also derjenige Teil der zweiten Aufgabe, welcher die Aufsuchung der eigent- 
lichen Darstellungen zum Ziele hat, bereits auf die dritte Aufgabe zurück- 
geführt. 

IV. Ferner gehen aus verschiedenen Transformationen der Form fin 
9 immer verschiedene Darstellungen hervor, ausgenommen in dem einzigen 
Falle, wo der Wert (B, B’) sich selbst entgegengesetzt ist, und in dem je 
zwei Transformationen immer nur eine einzige Darstellung liefern. Nimmt 
man nämlich an, dass fin g auch durch die Substitution 
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(welche dieselbe Darstellung ergiebt wie die vorige Transformation) über- 
gehe und bezeichnet man mit %,E&,&,n dieselben Zahlen wie im vorigen 
Artikel, Abschnitt II, so wird: 


B=KMB+nD, B=-MB +UD; 


wenn daher beide Zahlen %, f, entweder gleich + 1 oder gleich — 1 gesetzt 
werden, so wird (weil wir den Fall D = 0 ausgeschlossen haben) &= 0, n=0, 
woraus leicht folgt: 6&=y,%' =Yy), ©’ =y’. Daher können jene beiden Trans- 
formationen nur in dem einen Falle verschieden sein, wo die eine der Zahlen 
f, % gleich + 1, die andere gleich — 1 ist; dann st B=— B DB =— D 
(mod. D) oder der Wert (B, 5’) ist sich selbst entgegengesetzt. 

V. Aus dem, was wir oben (Artikel 271) über die Kriterien der definiten 
und indefiniten Formen angegeben haben, folgt leicht, dass, wenn A positiv, 
D negativ und % eine negative Form ist, g eine definite negative Form 
wird; dass aber, wenn A positiv und entweder D positiv, oder D negativ 
und 9 eine positive Form ist, g eine indefinite Form wird. Da nun f, g 
sicher nicht äquivalent sein können, wenn sie nicht hinsichtlich dieser 
Eigenschaft gleichartig sind, . so ist klar, dass binäre Formen mit positiver 
Determinante, sowie positive Formen durch eine ternäre negative Form 
nicht eigentlich dargestellt werden können, ebenso wenig wie negative 
binäre Formen durch eine indefinite ternäre Form mit positiver Determinante, 
sondern vielmehr durch eine ternäre Form der ersten oder zweiten Art 
einzig und allein binäre Formen der zweiten oder ersten Art respective. 
Auf ähnliche Weise folgt, dass durch eine definite (d. i. positive) ternäre 
Form mit negativer Determinante nur positive binäre Formen, durch eine 
indefinite nur negative binäre Formen mit positiver Determinante dargestellt 
werden können. 


234. 


Da die uneigentlichen Darstellungen einer binären Form @ mit der 
Determinante D durch eine ternäre Form f, welcher die Form F' adjungiert 
ist, diejenigen sind, aus denen sich die uneigentlichen Darstellungen der 
Zahl D durch die Form F' ergeben, so kann offenbar x durch f nur 
uneigentlich dargestellt werden, wenn D quadratische Factoren enthält. 
Nehmen wir an, dass sämtliche in D aufgehende Quadrate (ausser 1) e?, 
e2, e'?, ... seien (deren Anzahl endlich ist, da wir voraussetzen, dass D 
nicht gleich O0 sei), so wird offenbar jede uneigentliche Darstellung der 
Form @ durch f eine Darstellung der Zahl D durch F' liefern, in welcher 
die Werte der Unbestimmten irgend eine der Zahlen e, e', e’, ... zum 
grössten gemeinschaftlichen Teiler haben; in dieser Beziehung werden wir 
der Kürze wegen sagen, dass jede uneigentliche Darstellung der Form » 
zum quadratischen Teiler e? oder e’? oder e”? u. s. w. gehöre. Nun werden 
alle zu demselben gegebenen quadratischen Teiler e? (dessen Wurzel e 
wir als positiv voraussetzen) gehörigen Darstellungen der Form $ durch 
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folgende Regeln gefunden, aus deren synthetischem Beweis, welcher hier 
der Kürze wegen vorzuziehen ist, die Analysis, durch welche sie gefunden 
sind, leicht wiederhergestellt werden kann. 

Zuerst ermittle man sämtliche binäre Formen mit der Determinante 


Fi welche in die Form $ durch eine eigentliche Substitution von der 


Form T=xt-+ıu, U=yw ühergehen, wo T, U die Unbestimmten einer 
solchen Form, it, « die Unbestimmten der Form 9, x, p positive ganze 
Zahlen (deren Product somit gleich e ist) und A eine positive ganze Zahl 
bezeichnen, die kleiner als p. ist (einschliesslich der Null). Diese Formen 
nebst den entsprechenden Transformationen werden folgendermassen gefunden: 

Man setze x der Reihe nach gleich den einzelnen positiv genommenen 


; NTERE e N 
Teilern von e (l unde mit eingeschlossen) und es werde p = = gemacht; für 


die einzelnen bestimmten Werte von x, p, lege man A sämtliche ganzen Werte 
von 0 bis u — 1 bei, wodurch man sicher alle Transformationen erhält. Dann 
findet man die Form, welche durch jede Substitution ’=xt+ u, U=yu 
in @ übergeht, indem man die Form sucht, in welche g durch die Substi- 


1 A 1 ? 
tution nn T — 2 U, u = — U übergeht; auf diese Weise erhält man 


hu 


die den einzelnen Transformationen entsprechenden Formen; aber von allen 
diesen Formen sind nur die beizubehalten, in denen alle drei Coeffieienten 
ganze Zahlen werden*). 

Zweitens nehme an, dass ® irgend eine von diesen Formen sei, welche 
in % durch die Substitution T=xt+ iu, U= pw übergehen möge, ermit- 
tele alle eigentlichen Darstellungen der Form ® durch f (wenn es deren 
giebt) und stelle sie unbestimmt durch 


(R) S=UT+BT, w— VT+BT, 2 — SE BUT 
dar; endlich leite man aus den einzelnen Darstellungen (R) die Darstellung 

(p) = at +, ven, Tea tu 
mittelst der Gleichungen 

u, de, eu 

(RB) B=rM+ıB Per +uB, P'=IW'+ uB" 
ab. Auf ganz dieselbe Weise wie die Form ® behandle man die übrigen 
nach der ersten Regel gefundenen Formen (wenn mehrere vorhanden sind), 

*) Wenn wir hier über dieses Problem ausführlicher handeln könnten, würden 
wir die Lösung beträchtlich zusammenziehen können. Das ist ohne Weiteres klar, 
dass man für x andere Teiler von e nicht zu nehmen braucht, als solche, deren Qua- 
drat in dem ersten Coeffiecienten der Form aufgeht. Übrigens behalten wir uns 


vor, dieses Problem, aus dem auch einfachere Lösungen des Problems im Artikel 213, 
214 abgeleitet werden können, bei anderer passender Gelegenheit wieder aufzunehmen. 
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so dass aus den einzelnen eigentlichen Darstellungen einer jeden andere 
Darstellungen abgeleitet werden, dann werden, wie ich behaupte, auf diese 
Weise sämtliche zum Teiler e® gehörige Darstellungen der Form %, und 
zwar jede nur einmal hervorgehen. 


Beweis. I. Dass die ternäre Form f durch jede Substitution (p) wirklich 
in @ übergeht, ist so klar, dass es einer weiteren Auseinandersetzung nicht 
bedarf; dass aber jede Darstellung (p) eine uneigentliche ist und zum Teiler 
e? gehört, geht daraus hervor, dass die Zahlen «’ß’"’— a’’B', «'B— aß”, aß’— a’B 
respective gleich e (WUB"— WB), e WB — AB”), e AB’— WB) werden, 
wonach offenbar ihr grösster gemeinschaftlicher Teiler e ist (da (Rt) eine 
eigentliche Darstellung ist). 


I. Wir werden zeigen, dass aus jeder gegebenen Darstellung (p) der 
Form & eine eigentliche Darstellung der Form mit der Determinante 3 


welche unter den nach der ersten Regel gefundenen Darstellungen enthalten 
ist, gefunden werden kann, oder dass aus gegebenen Werten von a, a’, a”, 
ß, P', BP” ganzzahlige Werte von x,‘%, pn, welche den vorgeschriebenen Be- 
dingungen, und Werte von A,W,W', 8, 8,3", welche den Gleichungen (R) 
genügen, abgeleitet werden können und zwar nur auf eine einzige Weise. 
Denn zunächst geht aus den ersten drei Gleichungen in (X) hervor, dass 
für.x der grösste gemeinschaftliche Teiler von «, a’, «' mit positivem Vor- 
zeichen genommen werden muss (da nämlich WB8”’— AB’, WB — AB”, 
AB— WB keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so können auch U, U’, 4’ 
einen gemeinschaftlichen Teiler nicht haben); dadurch sind auch Q, W, W’ 


bestimmt und ebenso = (dass diese Zahl notwendig eine ganze Zahl ist, 


sieht man leicht), Nehmen wir an, dass drei ganze Zahlen a, a’, a’ so 
angenommen seien, dass al + a W’-+ a’W’—1 wird, und schreiben wir der 
Kürze wegen % für ıBÖ+aB+a'B’, so folgt aus den drei letzten 
Gleichungen (R), dass ad + aß’ + a’ß’—=X-+ u% ist, woraus sofort hervor- 
geht, dass es für A nur einen einzigen Wert zwischen O0 und »—1 giebt. 
Da nun, nachdem dies geschehen, auch B, B’, 3” bestimmte Werte erhalten, 
so haben wir nur noch zu beweisen, dass diese stets ganz sind. Es wird 
aber: 


B— n BMW - M BAa-—aM) —AaPß-+ ag”) + Ak 
-, [a (AB — AB”) — a (AB— WB I + Ak 


— 1 [a’(@ BB") — a —aB JH Mh, 


und es ist daher ® offenbar eine ganze Zahl, und ebenso bestätigt man, 
dass auch ®, B"” ganzzahlige Werte erhalten. — Aus dieser Schluss- 
reihe ergiebt sich, dass es keine uneigentliche, zum Teiler e? gehörige Dar- 
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stellung der Form x durch fgeben kann, welche man durch die angegebene 
Methode entweder nicht oder mehrere Male erhalten könnte. 

Wenn man nun in derselben Weise die übrigen quadratischen Teiler 
von D behandelt und die zu jedem einzelnen gehörigen Darstellungen 
ermittelt, so erhält man sämtliche uneigentlichen Darstellungen der Form 
durch f. 

Ferner ergiebt sich aus dieser Lösung leicht, dass das am Schlusse 
des vorigen Artikels für die eigentlichen Darstellungen angegebene Theorem 
auch für die uneigentlichen gilt, nämlich dass allgemein keine positive 
binäre Form mit negativer Determinante durch eine negative ternäre Form 
dargestellt werden kann, u. s. w. Denn offenbar werden, wenn 9 eine solche 
binäre Form ist, welche jenem Satze zufolge durch f nicht eigentlich dar- 


D 


\ D 
gestellt werden kann, auch alle Formen mit den Determinanten Den 


welche % enthalten, durch f nicht eigentlich dargestellt werden können, da 
alle diese Formen eine Determinante haben, welche dasselbe Vorzeichen hat 
wie und, wenn diese Determinanten negativ sind, entweder sämtlich 
positive oder sämtlich negative Formen werden, je nachdem @ zu jenen oder 
zu diesen gehört. : 


285. 
Über die Fragen, welche das dritte uns gestellte Problem bilden (auf 


welches im Vorhergehenden die beiden ersten zurückgeführt sind), nämlich 
wenn zwei ternäre Formen mit derselben Determinante gegeben sind, zu 
entscheiden, ob sie äquivalent sind oder nicht, und im ersteren Falle alle 
Transformationen der einen in die andere zu finden, können wir an dieser 
Stelle nur wenig anführen, da die vollständige Lösung, die wir für die 
analogen Probleme bei binären Formen angegeben haben, hier noch grösseren 
Schwierigkeiten unterliegt. Daher beschränken wir unsere Unter- 
suchung auf gewisse specielle Fälle, derentwegen wir hauptsächlich 
diese Abschweifung von unserm eigentlichen Gegenstande gemacht haben. 


I. Es ist oben gezeigt worden, dass für die Determinante + 1 alle 
ternären Formen in zwei Klassen zerfallen, von denen die eine alle indefiniten 
Formen, die andere alle definiten (negativen) Formen enthält. Hieraus folgt 
sogleich, dass zwei beliebige ternäre Formen mit der Determinante 1 äqui- 
valent sind, wenn entweder beide definit oder beide indefinit sind; dass aber, 
wenn die eine definit, die andere indefinit ist, eine Äquivalenz nicht statt- 
finden kann (der erste Teil des Satzes gilt offenbar allgemein für Formen 
mit irgend welcher Determinante). — Ebenso werden irgend zwei Formen 
mit der Determinante — 1 sicher äquivalent sein, wenn entweder beide 
definit, oder beide indefinit sind. — Zwei definite Formen mit der Deter- 
minante 2 werden stets äquivalent sein; zwei indefinite werden nicht äqui- 
valent sein, wenn in der einen die drei ersten Coeffieienten sämtlich gerade, 
in der andern aber nicht sämtlich gerade sind; in den übrigen Fällen (wenn 
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entweder jede oder keine der beiden Formen drei gleichzeitig gerade erste 
Coefficienten hat) werden sie dagegen äquivalent sein. — Auf diese Weise 
könnten wir noch weit mehr specielle Sätze aufstellen, wenn wir oben 
(Artikel 277) mehr Beispiele entwickelt hätten. 

II. Für alle diese Fälle kann man auch, wenn / f’ ternäre äquivalente 
Formen bezeichnen, eine Transformation der einen in die andere finden. 
Denn für alle Fälle ist in jeder Klasse der ternären Formen eine hinreichend 
kleine Anzahl von Formen oben angegeben worden, auf deren irgend eine 
jede Form derselben Klasse vermittelst einförmiger Methoden zurückgeführt 
werden kann; wie man alle diese auf eine einzige reducieren kann, ist 
ebendaselbst gezeigt werden. Ist F' diese Form in derjenigen Klasse, zu 
welcher f, f’ gehören, so können nach den oben angegebenen Regeln die 
Transformationen von f, f' in F und ebenso auch die von F in f, f' 
gefunden werden. Hieraus können nach Artikel 270 die Transformationen 
der Form f in f’ und der Form f’ in f abgeleitet werden. 

UI. Es bleibt daher nur übrig zu zeigen, wie man aus einer Trans- 
formation einer ternären Form f in eine andere f’ alle möglichen Trans- 
formationen ableiten kann. Diese Aufgabehängtvon der einfacheren 
ab, alle Transformationen einer ternären Form f in sich 
selbst zu finden. Wenn nämlich f durch mehrere Substitutionen (7), 
(*), (€), ... in sich selbst und durch die Substitution (£) in f’ übergeht, 
so werden offenbar, wenn man nach der Vorschrift des Artikels 270 die 
Transformation (£) mit (7), (7), (7), ... combiniert, Transformationen sich 
ergeben, durch welche sämtlich f in f’ übergeht; überdies bestätigt man 
durch Rechnung leicht, dass jede Transformation der Form f in f’ auf 
diese Weise abgeleitet werden kann aus einer Combination der gegebenen 
Transformation (2) der Form f in f’ mit einer (und zwar nur einer) 
Transformation der Form f in sich selbst, und dass somit aus der Combi- 
nation einer gegebenen Transformation der Form f in f’ mit sämtlichen 
Transformationen der Form fin sich selbst sämtliche Transformationen der 
Form f in f, und zwar die einzelnen nur einmal, hervorgehen. 

Die Ermittlung sämtlicher Transformationen der Form f in sich selbst 
beschränken wir hier auf den Fall, wo f eine definite Form ist, in welcher 
der vierte, fünfte und sechste Coefficient sämtlich gleich O sind.*) Es sei 
daher f= WR 6 h 
sich selbst übergeht, unbestimmt durch 


); und es mögen alle Substitutionen, durch welche f in 


GT 
0, B, r 
ER Bi; ne 


*) Die übrigen Fälle, in denen f eine definite Form ist, lassen sich auf diesen 
zurückführen; ist aber f eine indefinite Form, so ist eine ganz verschiedene Methode 
anzuwenden und die Anzahl der Transformationen ist unendlich gross. 
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dargestellt werden, so dass man den Gleichungen genügen muss: 


a2 +ad? ad? =a 
a? +at? af? —=a 
ap +tay? +zay? =a" 
aaß + daB’ + aa’ B’— 0 
aoy +aayY+ ad Y—=0 
ad + a + ar. 


Nun sind drei Fälle zu unterscheiden. 


I. Sind a,a’, @’ (welche dasselbe Vorzeichen haben) sämtlich von 
einander verschieden, so nehmen wir an, dass a<a,a’ <a” sei 
(Sollte eine andere Reihenfolge in der Grösse stattfinden, so lassen sich 
dieselben Schlüsse auf ganz analoge Weise ableiten). Dann erfordert die 
erste Gleichung in (%) offenbar, dass «—=a’—=0 und daher a==#1 sei; 
hierauf wird aus der vierten und fünften Gleichung B=0, y= 0; ähnlich 
aus der zweiten Gleichung ß’"=0 und somit ß==1 und sodann aus der 
sechsten Gleichung y'=0 und aus der dritten y’’—= =#1, so dass man (wegen 
der von einander unabhängigen doppelten Vorzeichen) acht verschiedene 


Transformationen erhält. 


’ 


U. Wenn von den Zahlen a,a’, a’ zwei, z.B. «=a’, einander 


gleich, die dritte aber verschieden ist, so nehmen wir an 


Erstens a <a’. Dann wird in derselben Weise wie im vorigen Falle 
—=0,«"=0,a=#1,ß=0,7-=0; aus der zweiten, dritten und sechsten 
Gleichung aber folgt leicht, dass entweder = +1, Y=0,’=0,y"=+#1, 
oda td - ed LU, 

Ist aber zweitens a> a’, so erhält man dieselben Schlüsse folgender- 
massen: Aus der zweiten und dritten Gleichung ist notwendig: B=0,y=0 
and. entweder Berti, nel Hd Teer code l, Ye, 
f"—==1,y"—=0. Für beide Annahmen folgt aus der vierten und fünften 
Gleichung «a’=0, «’—=0 und aus der ersten a==1. Man hat daher für 
jeden Fall sechzehn verschiedene Transformationen. — Die beiden andern 
Fälle, in denen entweder a=a" oder a=a'’ ist, werden in ganz analoger 
Weise erledigt, wenn man nur die Buchstaben «, a’, «” im ersten Falle mit 
ß, B’, B’', im zweiten mit y,y', y' respective vertauscht. 


UI. Wenn alle drei Zahlen a,«, «a einander gleich sind, so 
erfordern die drei ersten Gleichungen, dass von den drei Zahlen a, a’, a”, 
ebenso von ß, ß’, ß"’ und von y,y',y' je zwei gleich 0, die dritte gleich £ 1 
sei. Aus den drei letzten Gleichungen aber erkennt man leicht, dass von 
den drei Zahlen «,ß,y nur eine gleich & 1 sein kann, und ebenso bei 
a',ß',y' und «’, ß”’,y”. Daher giebt es nur sechs Combinationen: 

' ’ a’ a’ =. +1 
BP IP |==#1[|; die übrigen sechs Coeffieienten = 0, 
717 


a [03 a 
B'! B ß” 
h Y eg =E 1 


Bar 
l 
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so dass man wegen der doppelten Vorzeichen im Ganzen 48 Transformationen 
erhält. — Dasselbe Schema umfasst auch die vorhergehenden Fälle; man 
hat aber von den sechs ersten Kolonnen nur die erste zu nehmen, wenn 
a,a',@' alle ungleich sind; die erste und zweite Kolonne, wenn a’= «”, die 
erste und dritte, wenn a—=«’, und die erste und sechste, wenn «= a” ist. 

Hieraus ergiebt sich, dass, wenn die ternäre Form f=a2?-+ a’? +.4'x'"2 
in eine andere äquivalente Form f’ übergeht durch die Substitution: 


= öy — ey + u, X — 87] + ey’ Sy", x — öy - Ey + [40 ) a 


sämtliche Transformationen der Form fin f’ enthalten sind unter folgendem 
Schema: 


x» |e | |# || |=Elöy Hey Hy’) 
ge’ a x gi’ x ge’ ES (dy Hr e’y' Er ey") 
Ei x x x Dh % an — (8 y —ı_ Ey + E94"), 


mit der Massgabe, dass alle sechs ersten Kolonnen anzuwenden sind, wenn 
a=a—= a” ist, die erste und zweite Kolonne, wenn a’, a” einander gleich, 
a verschieden ist, die erste und dritte, wenn a=«/, die erste und sechste, 
wenn a=a’”, endlich die erste Kolonne allein, wenn a, a',a’ sämtlich von 
einander verschieden sind. Im ersten Falle ist die Anzahl der Trans- 


formationen gleich 48, im zweiten, dritten und vierten gleich 16 und im 
fünften gleich 8. 


Gewisse Anwendungen auf die Theorie der binären Formen. 


Über die Ermittlung der Form, aus deren Duplikation 
eine gegebene binäre Form des Hauptgeschlechts entsteht. 


Von dieser kurzen Auseinandersetzung der ersten Elemente der Theorie 
der ternären Formen gehen wir zu gewissen speciellen Anwendungen über, 
unter denen das folgende Problem den ersten Platz verdient. 


236. 
Aufgabe. Wenn eine zum Hauptgeschlechte gehörige binäre 
Form F=(4A,B,0) mit der Determinante D gegeben ist, so soll 


man die binäre Form f finden, durch deren Duplikation jene 
entsteht, 


Auflösung. I. Man suche eine eigentliche Darstellung der zu 7 ent- 
gegengesetzten Form F’= AT? — 2BTU-+ CU? durch die ternäre Form 
x? — 2yz, und zwar sei dieselbe: 


S=ar+BU, y-at+ET, E=a TH PT. 
21 


Gauss. 
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Dass dies möglich ist, ergiebt sich leicht aus der vorstehenden Theorie der 
ternären Formen. Denn da nach Voraussetzung F aus dem Hauptgeschlechte 


ist, so giebt es einen Wert des Ausdrucks y(4; B,C) (mod. D), wonach 


eine ternäre Form @ mit der Determinante 1 gefunden werden kann, in 
welche (A, — B,C) als Teil eingeht, und man erkennt leicht, dass sämt- 
liche Coefficienten dieser Form ganze Zahlen sind. Ebenso leicht sieht man, 
dass » eine indefinite Form ist (da F nach Voraussetzung sicher keine nega- 
tive Form ist); daher ist sie notwendig der Form 2° — 2ye äquivalent. Man 
kann daher eine Transformation dieser in jene bestimmen, welche eine eigent- 
liche Darstellung der Form F durch &— 2ye liefert. — Alsdann ist also: 


Ama 2a, -B=B— af", C-R— BR"; 


bezeichnet man ferner die Zahlen oß’— «aß, «ß'— a’, a’ — aß" mit a, 
db, c respective, so werden diese keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und 
es ist D=b? — 2ac. 

II. Hieraus folgert man mit Hülfe der letzten Bemerkung im Artikel 
235 leicht, dass F durch die Substitution 2P', ß, B,.97 ; 200, 10, u in. dab 
Product der Form (2a, —b, c) mit sich selbst, ebenso durch die Substitution 
ß’, B,ß, 2B”; a’, a, a, 2a’ in das Product der Form (a, — b, 2c) mit sich 
selbst übergeht. Nun ist der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
2a, 2b, 2c gleich 2; wenn daher c ungerade ist, so werden 2a, 2b, c keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben, oder (2a, — b, c) wird eine eigentlich pri- 
mitive Form sein; ebenso ist, wenn a ungerade ist, (a, — b, 2c) eine eigent- 
lich primitive Form. Im ersten Falle entsteht F durch Duplikation der 
Form (2a, —b, c), im zweiten durch Duplikation der Form (a, — b, 2c) (Vgl. 
die vierte Folgerung im Artikel 235); einer von diesen Fällen aber wird 
sicher immer stattfinden. Denn wenn beide Zahlen a, c gerade wären, würde 
b notwendig ungerade sein; nun bestätigt man leicht, dass B’a+ßb + Ple= 0, 
a’at+ab-+wc—=0 ist, woraus folgen würde, dass ßd, ab und daher auch 
a und ß gerade wären. Hiernach aber würden A und C gerade sein, was 
gegen die Voraussetzung wäre, nach welcher F eine Form aus dem Haupt- 
geschlechte und daher aus einer eigentlich primitiven Ordnung ist, — 
Übrigens ist es auch möglich, dass a und c ungerade sind, in welchem Falle 
man somit gleich zwei Formen hat, durch deren Duplikation F' entsteht. 


Beispiel. Es sei die Form F= (5, 2, 31) mit der Determinante — 151 
gegeben. Als Wert des Ausdrucks V (5, 2, 31) findet man hier (55, 22) und 
5,01, 
11, , — 
findet man die zu dieser äquivalente Form ( 
DR ı 
geht durch die Substitution |1, — 6, — 2 
Den 


4 
s) ; nach den Regeln im Artikel 272 


1.01 
00,0 


hieraus die ternäre Form 9 = ( 


\ welche in p über- 


. Hieraus folgt mittelst der im 
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1,0,0\ . : 
Artikel 277 angegebenen Transformationen, dass 0 in 9 übergeht 
3, —,— | 
durch die Substitution 22, — 1, \ Es wird daher a=11, bD= — 17, 
1, —9, —3 


c=20; mitlin entsteht F, da « ungerade ist, durch Duplikation der Form 
(11, 17, 40) und geht in das Produkt dieser Form mit sich selbst über durch 
die Substitution — 1, — 7, — 7, — 18; 2,3, 3, 2. 


Allen Characteren mit Ausnahme derjenigen, welche in den 
Artikeln 263, 264 als unmöglich gefunden worden sind, 
entsprechen wirklich Geschlechter. 


237, 


In Bezug auf die im vorigen Artikel gelöste Aufgabe fügen 
wir noch folgende Bemerkungen hinzu. 

I. Wenn die Form F durch die Substitution p, 2,0, da, 
in das Product der beiden Formen (N, i, k), (W,,%) übergeht (jede der 
beiden, wie wir stets voraussetzen, eigentlich genommen), so hat man die 
aus der dritten Folgerung in Artikel 235 leicht ableitbaren Gleichungen: 


PIn— pn — p(in — in) =0 

(P"—P') (im + in) — pin’ — kn) + pP" (Im — h'n)=0 

pn — po" kn — p" (iv — in) = 0, 
und drei andere, welche aus diesen durch Vertauschung der Zahlen p, p', 
pP", p"' mit g, g’, a’, q’’ entstehen; n, ” sind die positiven Quadrat- 
wurzeln aus den Quotienten, welche man erhält, wenn man die Deter- 
minanten der Formen (h, ö, %), (W, d, %) durch die Determinante der 
Form F dividiert. Wenn daher diese Formen identisch sind, oder n=xw, 
h=W,i=t,k=k' ist, so gehen jene Gleichungen in die folgenden über: 

W—p)m=0, P'—p)n=0, (p'—p)kin=0, 

woraus notwendig p’=p" und auf ganz ähnliche Weise g=gd" sich 
ergiebt. — Giebt man also den Formen (h, i, k), (W, ©, %) dieselben 


Unbestimmten 2, w und bezeichnet man die Unbestimmten der Form F mit 
T, U, so wird F durch die Substitution 


T=p? + 2ptu+p"w, UT= gi + 2g'iu + gu 
in (ht? + 2itu + ku?)? übergehen. 

II. Wenn die Form F durch Duplikation der Form f entsteht, so wird 
sie auch durch Duplikation jeder andern mit f in derselben Klasse ent- 
haltenen Form oder die Klasse der Form F durch Duplikation der Klasse 
der Form f entstehen (Vgl. Artikel 238). So entsteht bei dem Beispiel des 
vorigen Artikels die Form (5, 2, 31) auch durch Duplikation der Form 


21* 
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(11, —5, 16), welche der Form (11, 17, 40) eigentlich äquivalent ist. Aus 
der einen Klasse, durch deren Duplikation die Klasse der Form F entsteht, 
findet man alle (wenn es mehrere giebt) mittelst der Aufgabe im Artikel 260; 
in unserem Beispiele giebt es keine andere positive Klasse dieser Art, da 
nur eine ambige eigentlich primitive positive Klasse mit der Determinante 
— 151 existiert (nämlich die Hauptklasse); da durch Composition der einzigen 
ambigen negativen Klasse (—1, 0, — 151) mit der Klasse (11, —5, 16) die 
Klasse (— 11, —5, —16) entsteht, so wird diese die einzige negative Klasse 
sein, aus deren Duplikation die Klasse (9, 2, 31) hervorgeht. 

III. Da durch die Auflösung der Aufgabe des vorigen Artikels selbst 
festgestellt wird, dass jede eigentlich primitive (positive) zum Hauptgeschlechte 
gehörige Klasse binärer Formen aus der Duplikation irgend einer eigentlich 
primitiven Klasse mit derselben Determinante entstehen kann, so lässt sich 
der Satz des Artikels 261, durch welchen wir die Gewissheit erhielten, dass 
wenigstens der Hälfte aller für eine gegebene nichtquadratische Deter- 
minante D möglichen Charactere keine eigentlich primitiven (positiven) 
Geschlechter entsprechen können, nunmehr dahin erweitern, dass in der That 
genau der Hälfte aller dieser Charactere derartige Geschlechter 
entsprechen, der anderen Hälfte somit keine solchen Geschlechter ent- 
sprechen können (Vgl. den Beweis jenes Satzes). Somit ist jetzt, da im 
Artikel 264 alle jene möglichen Charactere in zwei Arten P, Q gleich- 
mässig verteilt sind, von denen die letzteren Q, wie bewiesen worden ist, 
eigentlich primitiven (positiven) Formen nicht entsprechen können, während 
es in Bezug auf die übrigen P zweifelhaft blieb, ob den einzelnen stets 
wirklich solche Geschlechter entsprechen, dieser Zweifel vollständig gehoben 
und wir sind sicher, dass in dem ganzen Complex von Characteren P 
keiner vorhanden ist, welchem ein Geschlecht nicht entspräche. — Hieraus 
leitet man auch leicht her, dass für eine negative Determinante in einer 
negativen eigentlich primitiven Ordnung, in welcher, wie wir im Artikel 264, I 
gezeigt haben, alle P unmöglich und nur allein die @ möglich sind, auch 
wirklich alle @ möglich sind. DBezeichnet nämlich K irgend einen 
Character aus Q, f eine beliebige Form aus der negativen eigentlich 
primitiven Ordnung der Formen mit der Determinante D und K’ ihren 
Character, so wird derselbe aus Q sein, woraus leicht folgt, dass der aus 
K, K' (nach der Vorschrift des Artikels 246) zusammengesetzte Character 
zu P gehört, und dass es somit positive eigentlich primitive Formen mit 
der Determinante D giebt, welche demselben entsprechen; durch Composition 
einer solchen Form mit f entsteht offenbar eine negative eigentlich primitive 
Form mit der Determinante D, deren Character K ist. — Auf ganz analoge 
Weise zeigt man, dass in einer uneigentlich primitiven Ordnung diejenigen 
Charactere, welche nach den Regeln des Artikels 264, I, III als allein 
mögliche gefunden werden, sämtlich möglich sind, mögen sie zu den P 
oder zu den Q gehören. — Diese Sätze sind, wenn wir nicht sehr irren, 
zu den schönsten in der Theorie der binären Formen zu rechnen, 
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umsomehr weil sie, obwohl sie höchst einfacher Natur sind, doch so ver- 
steckt liegen, dass man einen strengen Beweis derselben ohne Unterstützung 
durch so viele andere Untersuchungen nicht zu erbringen vermag. 


Theorie der Zerlegung sowohl der Zahlen wie der binären Formen in 
drei Quadrate. 


Wir gehen jetzt zu einer anderen Anwendung der vorhergehenden 
Digression, nämlich zur Zerlegung sowohl der Zahlen als auch der binären 
Formen in drei Quadrate, über und schicken derselben folgende Aufgabe 
voraus.*) 

288. 


Aufgabe. Bezeichnet M eine positive Zahl, so soll man die 
Bedingungen finden, unter denen es negative primitive binäre 
Formen mit der Determinante — M geben kann, welche quadra- 
tische Reste von M sind, oder für welche 1 die characteristische 
Zahl ist, 

Auflösung. Wir bezeichnen mit @ den Complex aller Specialcharactere, 
welche die Beziehungen der Zahl 1 sowohl zu den einzelnen (ungeraden) 
Primteilern von M als auch zu der Zahl 8 oder 4, wenn sie in M auf- 
gehen, angeben; offenbar werden diese Charactere Rp, Rp’, Rp’, ..., wo 
p, pP, 2", ... jene Primteiler bezeichnen, und 1,4, falls 4, dagegen 1,8 sein, 
falls 8 in M aufgeht. Ferner bedienen wir uns der Buchstaben ?, @ in 
derselben Bedeutung wie im vorigen Artikel oder wie im Artikel 264. Wir 
unterscheiden nun die folgenden Fälle: 

I. Ist M durch 4 teilbar, so ist ® ein Totalcharacter und aus 
Artikel 235. V geht hervor, dass 1 nur von solchen Formen characteristische 
Zahl sein kann, deren Character @ ist. Offenbar aber ist @ der Character 
der Hauptform (1,0, M) und gehört somit zu P, kann also nicht einer 
negativen eigentlich primitiven Form zukommen; daher giebt es, weil es 
uneigentlich primitive Formen für eine solche Determinante nicht giebt, in 
diesem Falle überhaupt keine negativen primitiven Formen, welche Reste 
von M sind. 

I. Ist M=3 (mod.4), so gelten genau dieselben Schlüsse mit der 
einzigen Ausnahme, dass in diesem Falle eine uneigentlich primitive 
negative Ordnung existiert, in welcher die Charactere P entweder möglich 
oder unmöglich sind, je nachdem M=3 oder =7 (mod.8) ist. Vgl. 
Artikel 264, III. Im ersten Falle giebt es also in dieser Ordnung ein 
Geschlecht, dessen Character @ ist, weshalb 1 die characteristische Zahl 
aller in ihm enthaltenen Formen ist; im zweiten Falle kann es überhaupt 
keine negativen Formen geben, welche diese Eigenschaft besitzen. 

II. Ist M=1 (mod.4), so ist @ noch kein Totalcharacter, vielmehr 
muss noch die Beziehung zur Zahl 4 hinzukommen; offenbar aber muss © 


*) Vgl. die Zusätze am Schlusse der Disquisitiones. 


326 Fünfter Abschnitt. [Art. 289] 


notwendig in den Character der Form, deren characteristische Zahl 1 ist, 
eingehen, und umgekehrt muss jede Zahl, deren Character entweder 0; 1,4 
oder 0; 3,4 ist, die characteristische Zahl 1 haben. Nun ist ©; 1,4 offenbar 
der Character des Hauptgeschlechts, welcher zu P gehört und daher in der 
negativen eigentlich primitiven Ordnung unmöglich ist; aus demselben 
Grunde gehört 2; 3,4 zu © (Artikel 263), weshalb ihm in der negativen 
eigentlich primitiven Ordnung ein Geschlecht entspricht, dessen Formen 
sämtlich die characteristische Zahl 1 haben. Eine uneigentlich primitive 
Ordnung giebt es in diesem Falle nicht, ebensowenig in dem folgenden. 


IV. It M=2 (mod.4), so muss zu @ die Relation zu 8, durch welche 
es ein Totalcharacter wird, nämlich entweder 1 u. 3, 8 oder 5 u.7, 8, falls 
M=2 (mod.8) und entweder 1 u. 7,8 oder 3u.5, 8, falls M=6 (mod. 8) 
ist, hinzutreten. Für den ersten Fall gehört der Character %;1u.3,8 
offenbar zu P und daher 9; 5 u.7,8 zu Q, weshalb ihm ein negatives 
eigentlich primitives Geschlecht entspricht; und aus ähnlichem Grunde wird 
es im zweiten Falle ein Geschlecht in einer negativen eigentlich primitiven 
Ordnung geben, dessen Formen die vorgeschriebene Eigenschaft besitzen, 
dessen Character nämlich 9; 3u.5, 8 ist. 

Hieraus folgt, dass es negative primitive Formen mit der Determinante 
— M, deren characteristische Zahl 1 ist, giebt, wenn M irgend einer der 
Zahlen 1, 2, 3, 5, 6 nach dem Modul 8 congruent ist, und zwar stets in einem 
einzigen Geschlechte, welches ein uneigentliches im Falle M=3 ist, und 
dass es solche Formen überhaupt nicht giebt, wenn M=0, 4 oder 7 (mod. 8) 
ist. Übrigens ist klar, dass, wenn (—a, — b, —c) eine negative primitive 
Form ist, deren characteristische Zahl + 1 ist, (a,b,c) eine positive 
primitive Form mit der characteristischen Zahl — 1 ist. Hieraus ist 
ersichtlich, dass es in den fünf ersten Fällen (wenn M=1, 2, 3, 5, 6 ist) 
ein positives primitives Geschlecht giebt, dessen Formen die characteristische 
Zahl — 1 haben, und zwar für M=3 ein uneigentliches, dass es aber in 
den drei übrigen Fällen (wenn M=0,4, 7 ist) derartige positive Formen 
überhaupt nicht geben kann. 


289. 


In Betreff der eigentlichen Darstellungen der binären For- 
men durch die ternäre Form @+y?+2?2=f ergiebt sich aus der 
im Artikel 282 angegebenen allgemeinen Theorie das Folgende: 


I. Die binäre Form % kann durch / nur eigentlich dargestellt werden, 
wenn es eine positive primitive Form und — 1 (d. i. die Determinante der 
Form f) ihre characteristische Zahl ist. Daher giebt es für eine positive 
Determinante, sowie für eine negative — M, falls M entweder durch 4 teil- 
bar oder von der Form 8» +7 ist, keine durch / eigentlich darstellbaren 
binären Formen. 


U. Ist aber = (p, q, r) eine positive primitive Form mit der Deter- 
minante — M und — 1 die characteristische Zahl der Form % und daher 
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auch der zu ihr entgegengesetzten (p, — q,r), so giebt es zu jedem belie- 


bigen gegebenen Werte des Ausdrucks V- (», — q,r) gehörige eigentliche 
Darstellungen der Form $ durch f. Es werden nämlich sämtliche Coeffi- 
cienten der ternären Form g mit der Determinante — 1 (Artikel 283) not- 
wendig ganze Zahlen, 9 aber eine definitive Form und daher sicher f äqui- 
valent (Artikel 285, ]). 

III. Die Anzahl aller zu demselben Werte des Ausdrucks y—- (pP, —4,;r) 
gehörigen Darstellungen ist in allen Fällen, ausser won M=1undM=2 
ist, nach Artikel 283, III ebenso gross, wie die Anzahl der Transformationen 
der Form f in g und daher nach Artikel 285 gleich 48; ebendaraus geht 
hervor, dass, wenn man eine zu einem gegebenen Werte gehörige Dar- 
stellung hat, die 47 andern daraus abgeleitet werden, indem man die Werte 
von x, 9,2 auf alle möglichen Weisen unter einander vertauscht und mit 
entgegengesetzten Zeichen nimmt; daher bringen sämtliche 48 Darstellungen 
nur eine einzige Zerlegung der Form in drei Quadrate hervor, wenn man 
nur auf die Quadrate selbst und nicht auf ihre Reihenfolge und die Vor- 
zeichen ihrer Wurzeln Rücksicht nimmt. 

IV. Setzt man die Anzahl aller in M aufgehenden von einander ver- 
schiedenen ungeraden Primzahlen gleich y, so folgert man aus Artikel 233 
ohne Schwierigkeit, dass die Anzahl aller verschiedenen Werte des Ausdrucks 


yv- (pP, —9, r) (mod. M) gleich 2" ist, von denen man jedoch nach Artikel 
283 nur die Hälfte zu betrachten hat (wenn M>2ist). Daher ist die 
Anzahl aller eigentlichen Darstellungen der Form # durch f gleich 
48.271 —3.2*+° die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen in drei 
Quadrate aber gleich #1. 

Beispiel. Es sei g = 191? + 6fu + 41u? und daher M—= 1770. Hier hat 
man folgende vier Werte des Ausdrucks Y— (19, — 3,4) (mod. 770) zu be- 
trachten (Artikel 283): (39, 237), (171, — 27), (269, — 83), (291, — 127). 
Um die zum Werte (39, 237) gehörigen Darstellungen zu finden, leite man 
19, 41, 2 
3.0.3 
Regeln im Artikel 272, 275 findet, f übergeht durch die Substitution 

ee: \ 

—3,—2, —1), 
—3,—1lh, —| | 
erhält: 


zuerst die ternäre Form ( je 9 her, in welche, wie man nach den 


woraus man folgende Darstellung der Form @ durch f 


s=eti—- m, y=—-It—- Mm, 2?=—I3i— u; 
die 47 übrigen zu demselben Werte gehörigen Darstellungen, welche durch 
Permutation dieser Werte und Umkehrung der Vorzeichen sich ergeben, 
schreiben wir der Kürze wegen nicht hin. Sämtliche 48 Darstellungen aber 
bringen dieselbe Zelegung der Form $ in drei Quadrate 


1? — 12tu + 36u2, 92 + 12tu +4, %? + 6tu + u? 


hervor. 
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Auf ganz ähnliche Weise ergiebt der Wert (171, — 27) die Zerlegung 
in die Quadrate (34 + 5u)?, (3t— 4u)?, t?; der Wert (269, — 83) die folgende 
Zerlegung: (t + 64)? + (31 + w? + (35 — 2u)?; schliesslich der Wert 
(291, — 127) die folgende: (£ + 3u)? + (85 + 4u)? + (36 — 4u)?; diese ein- 
zelnen Zerlegungen sind den 48 Darstellungen äquivalent. — Ausser diesen 
192 Darstellungen oder vier Zerlegungen aber giebt es keine weiter, da 770 
durch kein Quadrat teilbar ist und somit uneigentliche Darstellungen nicht 
existieren können. 


2%. 


Die Formen mit der Determinante —1 und — 2, welche einigen 
Ausnahmen unterliegen, wollen wir kurz gesondert betrachten. Wir 
schicken die allgemeine Bemerkung voraus, dass, wenn 9, p’ irgend welche 
äquivalente binäre Formen sind und (0) eine gegebene Transformation jener 
in diese ist, aus der Combination jeder Darstellung der Form p durch irgend 
eine ternäre Form f mit der Substitution (8) eine Darstellung der Form 9’ 
durch f entspringt, ferner dass auf diese Weise aus eigentlichen Darstellun- 
gen von 9 eigentliche Darstellungen der Form p’ und zwar aus verschiedenen 
verschiedene, aus allen sämtliche derartigen Darstellungen von %’ entstehen. 
Dies lässt sich durch die Rechnung sehr leicht nachweisen. Daher kann 
die eine der Formen 9,’ auf ebenso viele Arten durch / dargestellt werden, 
wie die andere. 


I. Es sei zunächst =1?-+ u? und g’ irgend eine andere positive bi- 
näre Form mit der Determinante — 1, welcher die Form p äquivalent ist, 
und es gehe p in 9’ über durch die Substitution = at’+ Bu’, u = yl’-+ du. - 
Die Form p wird dargestellt durch die ternäre Form f—= x? + y? + 22, wenn 
man setzt x=1,y=u, 2=0; durch Vertauschung von z, y, 2 gehen hieraus 
sechs Darstellungen hervor, und aus jeder einzelnen wiederum vier, wenn 
man die Vorzeichen von t, % ändert, so dass man überhaupt 24 Darstellungen 
hat, denen eine einzige Zerlegung in drei Quadrate entspricht, und ausser 
denen es, wie man leicht sieht, keine andern weiter geben kann. Hieraus 
folgt, dass auch die Form 9’ nur auf eine einzige Weise in drei Quadrate 
zerlegt werden kann, nämlich in (a’+ Bu’), (y!’ + öw')? und 0, welche Zer- 
legung 24 Darstellungen äquivalent ist. 

U. Es sei =? + 2u?, g' irgend eine andere positive binäre Form 
mit der Determinante — 2, und es gehe p in diese über durch die Substi- 
tution = af+ Bw, w=yt!+ 6w. Dann schliesst man in ähnlicher Weise 
wie im vorigen Falle, dass und somit auch %’ nur auf eine einzige Weise 
in drei Quadrate zerlegt werden kann, nämlich @ in ?-+u2+ u? und g’ in 
(ad + Bu)? + (Ye + 8W)? + (yl-+ dw)”; dass eine solche Zerlegung 24 Dar- 
stellungen äquivalent ist, ist leicht ersichtlich. 

Hieraus folgt, dass die binären Formen mit den Determinanten — 1 
und — 2 hinsichtlich der Anzahl der Darstellungen durch die ternäre Form 
x? + y?+ 2? mit den andern binären Formen vollständig übereinstimmen; 


Anwendungen der Theorie der ternären Formen. 329 


denn da in beiden Fällen x =0 wird, so giebt die im vorigen Artikel an- 
gegebene Formel jedenfalls 24 Darstellungen. Der Grund hierfür ist, dass 
sich die beiden Ausnahmen, welchen solche Formen unterliegen, gegen- 
seitig commpensieren. 

Wir entheben uns der Kürze wegen der Mühe, die im Artikel 284 dar- 
gestellte allgemeine Theorie der uneigentlichen Darstellungen auf die Form 
x? + y? + 2? anzuwenden. 


291. 


Die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebe- 
nen positiven Zahl M durch die Form 22 -+y? + 2? zu finden, wird 
nach Artikel 281 zunächst auf die Ermittlung der eigentlichen Darstellungen 
der Zahl — M durch die Form — a? — „2? — 2? = f zurückgeführt; diese 
aber leitet man nach den Vorschriften des Artikels 280 folgendermassen her: 

I. Man entwickle sämtliche Klassen der binären Formen mit der De- 
terminante — M, deren Formen durch X?-+ Y?+ Z?= F (welcher ternären 
Form die Form f adjungiert ist) eigentlich dargestellt werden können. Ist 
M==0,4,7 (mod. 8), so giebt es nach Artikel 288 solche Klassen nicht, 
und daher lässt sich M nicht in drei Quadrate, welche keinen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben, zerlegen*). Ist aber M=1,2,5 oder 6, so giebt es 
ein positives eigentlich primitives und, wenn M=3 ist, ein uneigentlich 
primitives Geschlecht, welches alle jene Klassen umfasst; die Anzahl dieser 
Klassen bezeichnen wir mit %. 


II. Man wähle nun aus diesen Klassen % Formen nach Belieben, aus 
Jeder eine, aus, welche @, 9’, p”,.... sein mögen, ermittle sämtliche eigentlichen 
Darstellungen aller durch F, deren Anzahl somit gleich 3. 7%; —= K ist, 
wo p die Anzahl der (ungeraden) Primfactoren von M bezeichnet, und leite 
endlich aus jeder derartigen Darstellung wie 


X=mt-+ nu, Y=mi+nu Z=m't+n'u 
die folgende Darstellung von M durch &? + y? + 22 her: 
z=mn'— mn, y=m'n— mn, 2= mw —m'n. 
In dem Complex dieser X Darstellungen, welchen wir mit @ bezeichnen 
{ ’ ’ 
sind notwendig sämtliche Darstellungen von M enthalten. 


III. Wir haben daher nur noch zu untersuchen, ob in @ identische 
Darstellungen vorkommen können; und da wir aus Artikel 280, III bereits 
wissen, dass diejenigen Darstellungen in @, welche aus verschiedenen 
Formen, z.B. aus # und g’, abgeleitet sind, notwendig verschieden sind, so 


*) Dies geht auch daraus hervor, dass die Summe dreier ungerader Quadrate 
notwendig =3 (mod. 8) ist, die Summe zweier ungeraden und eines geraden entweder 
=2 oder=6, die Summe eines ungeraden und zweier geraden entweder=1 oder 
=(0, endlich die Summe dreier geraden entweder=(0 oder=4; im letzten Falle 
aber ist die Darstellung offenbar eine uneigentliche, 
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bleibt nur die Untersuchung übrig, ob verschiedene Darstellungen derselben 
Form, z, B. der Form %, durch F identische Darstellungen der Zahl M 
durch #2+9?-+ 2? hervorbringen können. Nun ist sogleich klar, dass, 
wenn sich unter den Darstellungen von 2 die folgende befindet: 


r) Z=mtitm, Y=mi+nuw ' Z=m'i+n'u, 
darunter auch die folgende vorkommt: 
r) Z=—mi— m, Y=—mti— nu Z=—m'i—n"u, 


und dass sich aus jeder der beiden dieselbe Darstellung der Zahl M er- 
giebt, welche mit (R) bezeichnet werden möge; wir untersuchen daher, ob 
sich dieselbe Darstellung (%) auch noch aus andern Darstellungen der 
Form 9 ergeben kann. Aus Artikel 280, III folgt leicht, indem man da- 
selbst =» setzt, dass, wenn sämtliche eigentlichen Transformationen der 
Form & in sich selbst durch 


t=uat+ßu, uw=yt+ ou 


dargestellt werden, sich alle diejenigen Darstellungen der Form 9, aus 
denen R folgt, ausdrücken durch: 


z=(am + yn JE + (Bm + on )u 
y= (am' + yn’ )t + (Bm! + on’ ) uw 
— (am + yn)E + (Bm! + 8) u. 


Aber aus der im Artikel 179 dargelegten Theorie der Transformation binärer 
Formen mit negativer Determinante ergiebt sich, dass es in allen Fällen, 
ausser wenn M=1 und M=3 ist, nur zwei eigentliche Transformationen 
der Form £ in sich selbst giebt, nämlich «, ß,y,6=1,0,0,1und = 
— 1,0,0,— 1 respective (da nämlich $ eine primitive Form ist, so ist das, . 
was im Artikel 179 mit m bezeichnet wurde, entweder 1 oder 2 und somit 
wird, ausser in den ausgeschlossenen Fällen, sicher (1) hier stattfinden), 
Daher kann (AR) nur aus (r), (r') hervorgehen und somit findet sich jede 
eigentliche Darstellung der Zahl M zweimal und nicht öfter in © vor, und 
die Anzahl aller verschiedenen eigentlichen Darstellungen von M ist gleich 
3K=3.27%, 

Was die ausgenommenen Fälle angeht, so ist die Anzahl der eigent- 
lichen Transformationen der Form » in sich selbst nach Artikel 179 gleich 
4 für M=1 und gleich 6 für M=3, und in der That bestätigt man 
leicht, dass die Anzahl der eigentlichen Darstellungen der Zahlen 1, 3 gleich 
1K, 4K respective ist; es kann nämlich jede der beiden Zahlen nur auf 
eine einzige Weise in drei Quadrate zerlegt werden, linl1+0+0,3 in 
1+1--1; die Zerlegung von 1 liefert sechs, die Zerlegung von 3 acht 
verschiedene Darstellungen; X aber wird gleich 24 für M=1 (wo 2 =0, 
k=1 ist) und gleich 48 für M=3 (wyu=1, k=1 ist). 

Übrigens bemerken wir, dass, wenn % die Anzahl der Klassen im 
Hauptgeschlechte ist, welcher nach Artikel 252 die Anzahl der Klassen in 


Anwendungen der Theorie der ternären Formen. 331 
jedem andern eigentlich primitiven Geschlechte gleich ist, k=h für 


Fall M=3 ausgenommen, in welchem k=h=1 ist. Für die Zahlen von 
der Form 8» +3 ist daher allgemein die Anzahl der Darstellungen gleich 
DER, da sich bei der Zahl 3 zwei Ausnahmen compensieren. 


292. 

Die Zerlegungen der Zahlen (wie oben der binären Formen) in drei 
Quadrate unterscheiden wir von den Darstellungen durch die Form 
x2?+y?+ 2? in der Weise, dass wir bei jenen nur auf die Grösse der 
Quadrate, bei diesen aber überdies auf die Reihenfolge derselben und die 
Vorzeichen ihrer Wurzeln Rücksicht nehmen und daher die Darstellungen 
z=a,y=b, e=e und z=d, y—b',2—.c für verschieden halten, 
wenn nicht gleichzeitig a = «, b=b', ce—=c' ist, während wir die Zer- 
legungen in a@—+b2—+-c? und a’?-+-b’?-4+-c’? für eine einzige ansehen, wenn 
diese Quadrate ohne Rücksicht auf die Reihenfolge jenen gleich sind. 
Hieraus geht hervor: 

I. dass die Zerlegung der Zahl M in die Quadrate @ +? -+c 
48 Darstellungen äquivalent ist, wenn keins von ihnen gleich O ist und 
alle ungleich sind, aber nur 24, wenn entweder eins gleich 0, die übrigen 
ungleich oder keins gleich 0 und zwei von ihnen einander gleich sind. 
Wenn aber in der Zerlegung einer gegebenen Zahl in drei Quadrate zwei 
von diesen gleich O0 sind oder eins gleich O0, die übrigen gleich, oder alle 
drei gleich sind, so wird dieselbe 6 oder 12 oder 8 Darstellungen äquivalent 
sein; doch kann dies nur in den besonderen Fällen, wo M=1 oder 2 oder 
3 respective ist, eintreten, wofern nämlich die Darstellungen eigentliche sein 
sollen. Wir schliessen diese aus und nehmen an, die Anzahl aller Zer- 
legungen der Zahl M in drei Quadrate (ohne gemeinschaftlichen Teiler) sei 
gleich E, und unter diesen befänden sich e, in denen ein Quadrat gleich 0, 
und e', in denen zwei Quadrate gleich sind; jene können auch als Zer- 
legungen in zwei Quadrate, diese als Zerlegungen in ein Quadrat und das 
Doppelte eines Quadrats betrachtet werden. Alsdann ist die Anzahl aller 
eigentlichen Darstellungen der Zahl M durch «+9? +2? gleich 


24(e+e) +48 (E—e—e)=43E— 24(e-+e). 


Aus der Theorie der binären Formen folgt aber leicht, dass e entweder 
gleich 0 oder gleich 2" ist, je nachdem — 1 quadratischer Nichtrest oder 
Rest von M ist, und ebenso e’ gleich O0 oder gleich 2", je nachdem — 2 
Nichtrest oder Rest von M ist, wo p die Anzahl der (ungeraden) Prim- 
factoren von M ist (vgl. Artikel 182; eine ausführlichere Auseinandersetzung 
unterdrücken wir hier). Hieraus folgert man leicht, dass 


E= 2""°%, wenn sowohl — 1 als auch — 2 Nichtreste von M sind, 
E=2""°(%R +2), wenn beide Zahlen Reste sind, 
E=2"°(%& +1), wenn die eine Zahl Rest, die andere Nichtrest von M ist. 


332 Fünfter Abschnitt. [Art. 292. 293] 


In den ausgeschlossenen Fällen M=1 und M=2 würde diese Formel 
E=} ergeben, während #=1 sein muss; für M=3 ergiebt sich aber 
richtig E=1, indem sich die Ausnahmen gegenseitig compensieren. 

Ist daher M eine Primzahl, so wird =1 und daher E=43(k +2), 
falls M=1 (mod. 8) und E=4(k-+1), falls M=3 oder =5 ist. Diese 
speciellen Sätze sind von Legendre auf inductivem Wege entdeckt und in 
der ausgezeichneten schon öfter angeführten Abhandlung Hist. de l’Ac. de 
Paris 1785 p. 530 u. ff. veröffentlicht worden, wenn auch in einer etwas ver- 
schiedenen Form, wofür der Grund hauptsächlich darin liegt, dass er die 
eigentliche Äquivalenz nicht von der uneigentlichen unterschied und daher 
entgegengesetzte Klassen mit einander vermischte. 

I. Um sämtliche Zerlegungen einer Zahl M in drei Quadrate (ohne 
gemeinschaftlichen Teiler) zu finden, braucht man nicht sämtliche eigent- 
lichen Darstellungen aller Formen 9, £', g",... zu ermitteln. Denn zunächst 
bestätigt man leicht, dass sämtliche 48 Darstellungen der Form @, welche 


zu demselben Werte des Ausdrucks V (», —qr) (wenn = (»,9r) 


gesetzt wird) gehören, ein und dieselbe Zerlegung der Zahl M liefern, und 
es daher genügt, wenn man nur eine von ihnen hat, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, wenn nur alle verschiedenen Zerlegungen*) der Form p in 
drei Quadrate gefunden sind, und ebenso bei den übrigen g', p",... Ferner 
kann man, wenn p aus einer nicht ambigen Klasse ist, diejenige Form, 
welche aus der entgegengesetzten Klasse ausgewählt ist, ganz übergehen, 
oder es genügt, von je zwei entgegengesetzten Klassen nur eine einzige zu 
betrachten. Denn da es vollständig gleichgültig ist, welche Form aus den 
einzelnen Klassen ausgewählt wird, so wollen wir annehmen, dass aus der 
Klasse, welche derjenigen, zu welcher p gehört, entgegengesetzt ist, die 
zu 9 entgegengesetzte Form, welche gleich p’ sei, ausgewählt worden sei. 
Dann sieht man leicht, dass, wenn die eigentlichen Zerlegungen der Form 
unbestimmt durch 


(gt + In)? + (g’t + hu)? + (gt + KW? 
dargestellt werden, alle Zerlegungen von 9’ ausgedrückt werden durch 

(gt — hu)? + (gt — Ku)? + (g’t— Wu), 
sowie dass aus diesen eben dieselben Darstellungen der Zahl M sich ergeben 
wie aus jenen. Endlich kann man in dem Falle, wo » eine Form aus einer 
ambigen Klasse, jedoch weder aus der Hauptklasse ist, noch der Form 
(2, 0, 43M) oder der Form (2, 1, 3(M-+1)) (je nachdem M gerade oder 
ungerade ist) äquivalent ist, von den Werten des Ausdrucks Yv- ee) 


die Hälfte weglassen; der Kürze wegen setzen wir aber diesen Vorteil 
nicht ausführlicher auseinander. — Übrigens können wir uns desselben 


*) Man muss immer „eigentliche“ hinzudenken, wenn man diesen Ausdruck von 
den Darstellungen auf die Zerlegungen übertragen will. 
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Vorteils bedienen, wenn wir sämtliche eigentlichen Darstellungen der 
Zahl M durch x&? +9? + 2? haben wollen, da diese sich aus den Zerlegungen 
leicht ergeben. 

Beispiels halber wollen wir sämtliche Zerlegungen der Zahl 770 in drei 
Quadrate suchen. Hierbei ist n=3, e=ed=0 und daher E= MU. 
Gemäss der Klassifikation der positiven binären Formen mit der Deter- 
minante — 770, die wir hier, weil sie von jedem nach der Vorschrift des 
Artikels 231 leicht aufgestellt werden kann, der Kürze wegen nicht her- 
schreiben, findet man die Anzahl der positiven Klassen gleich 32, welche 
sämtlich eigentlich primitiv sind und in 8 Geschlechter zerfallen, so dass 
k=4 und somit E=S8 ist. Das Geschlecht, dessen characteristische 
Zahl — 1 ist, muss in Bezug auf die Zahlen 5, 7, 11 offenbar die Special- 
charactere Rö; N7; N11 haben, woraus nach Artikel 263 leicht folgt, dass 
sein Character in Bezug auf die Zahl 8 der folgende: 1 u. 3,8 sein muss. 
Nun finden sich in dem Geschlechte, dessen Character 1 u. 3,8; R5; N7; 
N11 ist, vier Klassen, als deren Repräsentanten wir die Formen auswählen: 
(6, 2, 129), (6, —2, 129), (19, 3, 41), (19, —3, 41); die zweite und vierte 
Klasse lassen wir aber weg, da sie der ersten und dritten respective 
entgegengesetzt sind. Die vier Zerlegungen der Form (19, 3, 41) haben 
wir schon im Artikel 289 angegeben; aus ihnen ergeben sich die Zerlegungen 
der Zahl 770 in 9-+361-+400, 16+25+729, 81-+ 400 + 289, 
576-+169 + 25. Auf ähnliche Weise findet man die vier Zerlegungen der 
Form 64° + 4tu + 129u? in 


(Eu -+-(2t+ wW+ (+ 8W2%, ( E—10u)2 -+ (26 5u)? + (E+ 2u)? 
(28 — 50)? +( +10)? + (+ Wu), (+ W+(t— 8W + (t— 4u)?, 


welche bezüglich aus den folgenden Werten des Ausdrucks y-(6—- 2,129) 
sich ergeben: (48, 369), (62, — 149), (92, — 159), (202, 61). Hieraus gehen 
die Zerlegungen der Zahl 770 in 225 + 256 + 289, 1+ 144 + 625, 64 + 
81 + 625, 16 + 225 + 529 hervor. Ausser diesen acht Zerlegungen giebt 
es keine weiter. 

Was sich auf die Zerlegungen der Zahlen in drei Quadrate, welche einen 
gemeinschaftlichen Teiler haben, bezieht, ergiebt sich aus der allgemeinen 
Theorie des Artikels 281 so leicht, dass wir uns damit nicht aufzuhalten 
brauchen. 


Beweis der Fermat’schen Sätze, dass jede ganze Zahl in 
drei Trigonalzahlen oder in vier Quadrate zerlegt werden 
kann, 


293. 


Die vorstehenden Untersuchungen liefern auch einen Beweis des be- 
rühmten Satzes, dass jede positive ganze Zahl in drei Trigonal- 
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zahlen zerlegt werden kann, ein Satz, der von Fermat einst gefunden 
worden ist, für den es aber bisher an einem strengen Beweise fehlte. Offen- 
bar giebt jede Zerlegung der Zahl M in Trigonalzahlen 


3Zz2e@ +) +3yYW +1) +32@«+]) 


Veranlassung zu einer Zerlegung der Zahl SM +3 in drei ungerade Qua- 


drate 
(22 + 1% + 2y +1? + (+12 


und umgekehrt. Nach der vorstehenden Theorie ist aber jede ganze posi- 
tive Zahl 8M +3 in drei Quadrate zerlegbar, welche notwendig ungerade 
sind (Vgl. die Anmerkung zu Artikel 291), und die Anzahl der Zerlegungen 
hängt ab sowohl von der Anzahl der Primfactoren von 8M +3 als auch 
von der Anzahl der Klassen, in welche die binären Formen mit der Deter- 
minante — (8M +3) zerfallen. Ebensoviele Zerlegungen der Zahl M in 
drei Trigonalzahlen giebt es. Wir setzen dabei aber voraus, dass 4x(x +1) 
für jeden beliebigen Wert von x als Trigonalzahl betrachtet werde; will 
man aber lieber die Null ausschliessen, so müsste man den Satz so abändern: 
Jede ganze positive Zahl ist entweder selbst eine Trigonalzahl oder in zwei oder 
in drei Trigonalzahlen zerlegbar. Eine ähnliche Änderung müsste man in 
dem folgenden Satze eintreten lassen, wenn man die Null von den Quadraten 
ausschliessen wollte. 


Nach denselben Prinzipien wird ein anderer Fermat’scher Satz be- 
wiesen, nämlich dass jede ganze positive Zahl in vier Quadrate 
zerlegt werden kann. Subtrahiert man von einer Zahl von der Form 
4n +2 ein beliebiges Quadrat (welches kleiner ist als jene Zahl), von einer 
Zahl von der Form 4» +1 ein gerades oder von einer Zahl von der Form 
4n +53 ein ungerades Quadrat, so ist der Rest in allen diesen Fällen in 
drei Quadrate zerlegbar, und daher die gegebene Zahl in vier. Endlich 
kann eine Zahl von der Form 4» dargestellt werden durch 4"N, so dass N 
zu irgend einer der vorigen drei Formen gehört; ist aber N in vier Quadrate 
zerlegt, so wird auch 4”N in dieser Weise zerlegt sein. Von einer Zahl 
von der Form 8» +3 kann auch ein Quadrat mit gerademal gerader Wurzel, 
von einer Zahl von der Form 8» + 7 ein Quadrat mit ungerademal gerader 
Wurzel, von einer Zahl von der Form 8%» +4 ein ungerades Quadrat ab- 
gezogen werden, und der Rest wird immer in drei Quadrate zerlegbar sein. 
Übrigens ist dieser Satz schon von Lagrange bewiesen worden, Nouv. 
Mem. de V’Ac. de Berlin 1770, p. 123, und diesen Beweis (der von dem 
unsrigen völlig verschieden ist) hat Euler ausführlicher dargelegt in den 
Actis Ac. Petr. Vol. II p. 48. — Die andern Sätze Fermat’s, welche gleichsam 
die Fortsetzung der vorstehenden bilden, nämlich dass jede ganze Zahl in 
fünf Pentagonalzahlen, sechs Hexagonalzahlen, sieben Heptagonalzahlen u.s. w. 
zerlegbar sei, entbehren bisher noch des Beweises und scheinen andere 
Prinzipien zu erfordern. 
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Auflösung der Gleichung «x? + by? + e2?—=0. 


294. 


Satz. Bezeichnen a,b, ce zu einander prime Zahlen, von denen 
keine gleich O noch durch ein Quadrat teilbar ist, so besitzt die 
Gleichung 


(9) ax? + by? + a? —=0 


(ausser 2=y=2=(, die wir unberücksichtigt lassen) keine 
Lösung in ganzen Zahlen, wenn nicht — be, — ac, — ab respective 
quadratische Reste von a, b, e sind und diese Zahlen ungleiche 
Vorzeichen besitzen; sind aber diese vier Bedingungen erfüllt, 
so ist die Gleichung (®) in ganzen Zahlen auflösbar. 

Beweis. Wenn (2) überhaupt durch ganze Zahlen lösbar ist, so wird 
sie auch durch solche Werte von x, y, 2 gelöst werden können, welche keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben; denn irgendwelche der Gleichung (%) 
genügende Werte werden ihr auch genügen, wenn sie durch den grössten 
gemeinschaftlichen Teiler dividiert werden. Nimmt man nun an, dass 
ap? +bg?-+cer?=0 und p,gq,r von einem gemeinschaftlichen Teiler frei 
seien, so werden sie auch unter einander prim sein; denn wenn g, r einen 
gemeinschaftlichen Teiler p. hätten, so würde dieser zu p prim sein, a? aber 
würde in ap? und somit in a aufgehen, was der Voraussetzung widerspricht; 
und ebenso sind 9, r;p,q prim zu einander. Es wird daher — ap? durch 
die binäre Form by? + cz? dargestellt, wenn man y, 2 die zu einander primen 
Werte q, r beilegt, weshalb die Determinante — be derselben quadratischer 
Rest von ap? und daher auch von a ist (Artikel 154). In derselben Weise 
ist — acRb, — abRe. Dass aber (2) keine Lösung haben kann, wenn a, b, c 
dasselbe Vorzeichen besitzen, ist so klar, dass es einer Auseinandersetzung 
nicht bedarf. 

Den Beweis des umgekehrten Satzes, welcher den zweiten Teil unseres 
Theorems bildet, führen wir so, dass wir zunächst zeigen, wie man eine 
0.0, € 
9.050 
dritter, vierter Coefficient durch a, b, c. teilbar ist, und daraus dann 
zweitens die Lösung der Gleichung (2) ableiten. 

I. Man suche drei Zahlen A, B, C, welche keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben und so beschaffen sind, dass A prim zu b und c, B prim zu 
a und c, C prim zu a und 5 ist, a4? + bB? + cC? aber durch abe teilbar 
ist. Dies geschieht auf folgende Weise. Es seien X, B, € respective 
Werte der Ausdrücke y— be (mod. a), y—ac(mod.b), y — ab (mod. c), 
welche notwendig zu a, b, c respective prim sind. Man nehme drei ganze 
Zahlen a, b, ce völlig nach Belieben nur so an, dass sie respective zu a, b, c 
prim (z. B. alle gleich 1) sind, und bestimme A, BD, C so, dass 


ternäre der Form ( )= f äquivalente Form finden kann, deren zweiter, 
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A=be(mod.b) und =c@& (mod. ec) 

B=ca(mod. ce) und = aA (mod. a) 

C=ab(mod.a) und =bPB(mod. b) 
wird. Dann ist: 


aA? + BB? + c0? = a? (dA? + cb2) = a?(dX? — A) = 0 (mod. a) 


oder durch a teilbar und ebenso durch d, c und somit auch durch das 
Product abe. Ausserdem geht hervor, dass A notwendig zu b und c, B zu 
a und c, C zu a und 5 prim ist. Wenn aber diese Werte von A, B, CO 
einen (grössten) gemeinschaftlichen Teiler u haben, so wird dieser offenbar 
zu a, b, ce und daher auch zu abe prim sein; daher werden wir, indem 
wir jene Werte durch p dividieren, neue Werte erhalten, welche keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben, den Wert von aA?+bB?-+cC? auch 
noch durch abe teilbar machen und daher allen Bedingungen genügen. 


II. Sind die Zahlen A,- B, C auf diese Weise bestimmt, so werden 
auch Aa, Bb, Cc keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Denn hätten sie 
einen gemeinschaftlichen Teiler p., so müsste dieser notwendig zu a prim 
sein (da a sowohl zu BD als zu Ce prim ist) und ebenso prim zu b und c; 
daher müsste p auch in A, B, C aufgehen, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Man kann daher ganze Zahlen «a, ß, y von der Beschaffenheit 
finden, dass «Aa +ßBb-+-yCe=1 ist; man suche ferner sechs ganze 
Zahlen @’, ß’, y', «@”, ß”, y”’ von solcher Art, dass 


By" — a Aa, Ya'— BY FE bb, a’ — Bra Öe 
ist. Geht nun f durch die Substitution 


„ 


4 
A 


Brßs Br 
er ee 


m, m, m" RN EN NN 
r „) =9 (welche f äquivalent sein wird) über, so be- 
n, m, N i 


haupte ich, dass m’, m'',n durch abe teilbar sind. Setzt man nämlich: 


in die Form ( 


B"y Z 1 — A, Ya RN a'y B, a" wa P”a _— 0% 
Br ap = A", ya —ar =B", aß — Be = 0", 
so wird: 
«= B’'0c—(C"Bb, BP —=0"Aa— A'Ü0e, Y = 4'"Bb — B"Aa 
a'= ('Bb — B’Ce, "= 4'Ce — (Aa, | y'= B’Aa — A'Bb. 


Werden diese Werte in die Gleichungen 


m =aad? +bB? +crY? 
m'— au''2 E DB’? un ey"? 
n = aaa + BR" + cyy" 
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sb) 
oo 
| 


substituiert, so ergiebt sich nach dem Modul a: 
m =beA'?” (Bd + )=0 
m"=be4? (Bb+ (0%) =0 
n =beA/ 4" (BU + CO) =0, 
d. h. m’,m”,n sind durch a teilbar; und auf analoge Weise findet man, 


dass dieselben Zahlen durch b,c und somit auch durch abe teilbar sind. 


III. Setzen wir der Kürze wegen die Determinante der Formen 59 
d. h. die Zahl — abe =d, 


md=M, m"=M'd, m"=M"d, n=Nd, „=N', wW"'—=N'", 
so geht offenbar f durch die Substitution ($) 


ad, ar, va 
Ba, B, B" 
14, Y 
Md, M’d, M'd 
Na. Na: N.d 
welche somit unter f enthalten ist. Ich behaupte nun, dass dieser Form g 
: 0 
notwendig die Form 6 a 


0:0 
M, M', M' ; N j { 2 
(* nr =) —=g" eine ternäre Form mit der Determinante 1; ferner ist, 


in die ternäre Form ( \ g' mit der Determinante d? über, 


)= 9" äquivalent ist. Denn offenbar ist 


da nach Voraussetzung a, b, ce nicht dasselbe Vorzeichen haben, f eine in- 

definite Form, woraus leicht folgt, dass auch g’ und g”’ indefinit sein 
1:00 ; : 

müssen; somit ist g’’ der Form in 0, ) äquivalent (Artikel 277), und es 
e) ’ 

lässt sich eine Transformation ($’) jener in diese finden; offenbar aber wird 

durch (8’) die Form g’ in g” übergehen. Hiernach ist auch g” unter f ent- 

halten und durch Combination der Substitutionen ($), ($”) ergiebt sich 

eine Transformation der Form fin g". Ist diese 


ö,, Ö', o" 
s, 8, [22 

[2 
nid, 


so ist klar, dass man eine doppelte Lösung der Gleichung (®) erhält, näm- 
ichr=d, y=|d,z=lunde=", y=®', 2=t"; zugleich geht daraus 
hervor, dass keines der beiden Wertsysteme gleich Null sein kann, da not- 
wendig 

Be del + Due de — Dei — del a d 


ist. 


Beispiel. Die gegebene Gleichung sei 72? — 159? -+ 232? = 0; dieselbe 
ist lösbar, weil 34527, — 161R15, 105R23 ist. Man erhält für A, B, € 


Lay oo 
Gauss, ob) 
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die Werte 3, 7, 6 und setzt mana=b=c=]1, so findet man A-9898, 


BD, OR | 
B=-—39, 0=—8. Hieraus leitet man die Substitution -: 2, — 28 
7 


) — g. Hieraus 


8, 25, — 
her, durch welche f übergeht in “ Es en es 
wird: 

[ 7245, 5, = 
(DB), = m 2415, 2, —28 


;) wi 6, a 
> g el E 
19320, 28, — 7) 


— 1, — 1246, 4735 


00 


Ferner findet man, dass die Form g’’ in ( ) übergeht durch die 


p} 
1;'0,10 
Substitution: 


3, D, 1 
(S’)—=! — 2440, — 4066, — 813 N 
— 433, — 722, — 144 


9.141,12 
und wird diese mit (S) combiniert, so ergiebt sich folgende: 1-2 9, —I | 
—9, 4, 3 
durch welche f in g” übergeht. Wir erhalten daher die doppelte Lösung 
der gegebenen Gleichung: «=11, y=9, z—=4 und x—=12, y= —), 2=3. 
Die letztere wird.einfacher, wenn man die Werte durch den gemeinschaft- 
lichen Teiler 3 dividiert, lo &=4, y=—3, 2 =]. 


295. 

Der letzte Teil des Satzes im vorigen Artikel kann auch 
auf folgende Weise erledigt werden. Man suche eine ganze Zahl h 
von der Beschaffenheit, dass ah= € (mod. e) ist (die Buchstaben A, B, € 
nehmen wir in derselben Bedeutung wie im vorigen Artikel), und es werde 
ah?-+-b=ci gesetzt. Dann sieht man leicht, dass ; eine ganze Zahl und 
_ ab die Determinante der binären Form (ac, ah, i)=g ist. Diese Form 
ist sicher nicht positiv (denn da nach Voraussetzung a, b, c nicht dasselbe 
Zeichen haben, können ab und ac nicht gleichzeitig positiv sein); ferner hat 
sie die characteristische Zahl — 1, was wir synthetisch folgendermassen 
beweisen: Bestimmt man ganze Zahlen e, e’ derart, dass 


e=0 (mod. a) und =B (mod. b), ce! = (mod. a) und = hB (mod. b) 


wird, so ist (e, €‘) der Wert des Ausdrucks y — (ac, ah, i) (mod. — ab). 
Denn nach dem Modul a ist: 


e=0 =—@, e =0 =—ah 
ARrZEAN=— bez — ci und daher ?=—1; 


r . Bd nn 2 9 
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nach dem Modul D aber ist: 


e?= = =—0c ee =hB’=— ach, und daher e!= — ah 
PB =—am=- ch und daher ?=—i, 


Dieselben drei Congruenzen aber, welche nach jedem der beiden Moduln 
a, b stattfinden,. gelten auch nach dem Modul ab. Hieraus folgt nach der 


ee 1:00 
Theorie der ternären Formen leicht, dass $ durch die Form = 1.0 & dar- 


stellbar ist. Es sei also: 

acl? + 2ahtu + iu? = — (at + Bu)? +2 (yE + du) (et + &u), 
dann ist, wenn man mit ce multipliciert: 

a(ct + hu)? + bu? = — c(at + Bu)? + 2e(yt + Su) (et + Cu). 


Hieraus geht hervor, dass, wenn man Z, u solche bestimmten Werte beilegt, 
dass entweder yl -+- öu oder ei -+ (u = 0 wird, man eine Lösung der Gleichung 
(2) erhält, der somit genügt I, wird sowahl durch 


z=öc—yh, y=Yn 2=ö—fy, 
als auch durch 
s=L6c—eh y=s, 2=d&—$e. 


Zugleich ist klar, dass weder jene Werte noch diese gleichzeitig gleich O 
werden können; denn wenn öc—yh=0 und y=0 wäre, so würde auch ö—=0 
und = — (at+Bu)?, somit ab=0 sein, was der Voraussetzung widerspricht, 
und ebenso bezüglich der andern Werte. — In unserm Beispiele finden 
wir für p die folgende Form: (161, —63, 24), den Wert des Ausdrucks 
Y-? (mod. 105) = (7, — 51) und als Darstellung der Form $ durch 


1, 0,0328; 
ie 1,0, ) die folgende: 
= — (138 — 4u)? + 2 (112 — 4u) (15t — Bu), 


woraus sich die Lösungen ergeben: «= 17, y=11,2=- — 5; 2=%,y=15, 
2=—5, oder wenn man die letztere durch 5 dividiert und das Vorzeichen 
von 2 weglässt: 4, y=3,2—=1. 

Von diesen beiden Methoden, die Gleichung @ zu lösen, besitzt die 
letztere den Vorzug, dass sie meistens mit kleineren Zahlen zu thun hat; 
die erstere aber, welche auch durch verschiedene hier zu übergehende Kunst- 
griffe zusammengezogen werden kann, erscheint besonders aus dem Grunde 
als die elegantere, weil sie die Zahlen a, b,c in genau derselben Weise 
behandelt und die Rechnung durch Vertauschung dieser in nichts geändert 
wird. Dies verhält sich im zweiten Falle anders, da in diesem die Rech- 
nung meistenteils am bequemsten wird, wenn man für a die kleinste, für e 
die grösste der drei gegebenen Zahlen nimmt, wie wir es in unserm Bei- 
spiele gethan haben. 


29* 
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Über die Methode, nach welcher Legendre das Fundamental- 
theorem behandelt hat.*) 


296. 


Das elegante, in den vorstehenden Artikeln entwickelte Theorem ist 
zuerst von Legendre Hist. de !’Ac. de Paris 1785, p. 507, gefunden und 
durch einen schönen (von den unsrigen beiden völlig verschiedenen) Beweis 
erhärtet worden. Zugleich aber versuchte dieser ausgezeichnete Geometer 
am angeführten Orte, einen Beweis für die Sätze, welche mit dem Fundamental- 
theorem des vorigen Abschnittes übereinkommen, daraus abzuleiten, der, wie 
wir schon oben erklärt haben (Artikel 151), unserer Ansicht nach seinen 
Zweck nicht ganz erfüllt. Es ist daher hier der Ort, diesen (an sich höchst 
eleganten) Beweis kurz darzulegen und die Gründe für unsere Meinung an- 
zugeben. Es wird folgende Bemerkung vorausgeschickt: Wenn die 
Zahlen a, d, c sämtlich = 1 (mod. 4) sind, kann die Gleichung 
aa? + by? --ce?=0 oder (2) nicht lösbar sein. Denn man sieht 
leicht, dass der Wert von ax? -+ by? + cz? in diesem Falle notwendig ent- 
weder =1 oder =2 oder =3 (mod. 4) wird, wenn nicht alle Grössen «, y, 2 
gleichzeitig gerade angenommen werden. Wenn daher (2) lösbar wäre, so 
könnte dies nur durch gerade Werte von x, y, 2 geschehen, was absurd ist, 
da ja irgend welche der Gleichung (2) genügende Werte derselben auch 
noch genügen, wenn sie durch den grössten gemeinschaftlichen Teiler divi- 
diert werden, wodurch notwendig mindestens einer eine ungerade Zahl wird. 
Nun werden die verschiedenen Fälle des zu beweisenden Satzes auf die fol- 
genden Hauptpunkte zurückgeführt: 


I. Bezeichnen p, q (positive ungleiche) Primzahlen von der Form 4n-+3, 
so kann nicht gleichzeitig pRq, qRp sein. Denn wenn dies möglich wäre, 
würden offenbar, wenn man 1=a, —p=b, —q=c setzt, alle zur Lös- 
barkeit der Gleichung ax? + by? + ce?—=0 erforderlichen Bedingungen er- 
füllt sein (Artikel 294); dieselbe besitzt aber nach der vorausgeschickten 
Bemerkung keine Lösung; mithin kann die Annahme nicht richtig sein. 
Hieraus folgt sogleich der Satz 7 im Artikel 131. 

II. Ist p eine Primzahl von der Form 4» +1, q eine Primzahl von 
der Form An + 3, so kann nieht zugleich qZp, pNg sein. Denn sonst würde 
— pRg und die Gleichung @? + py? — ge? = 0 lösbar sein, welche Gleichung 
jedoch nach der vorausgeschiekten Bemerkung keine Auflösung besitzt. 
Hieraus ergeben sich die Fälle 4 und 5 im Artikel 131. 

IH. Sind p, q Primzahlen von der Form 4n + 1, so kann nicht zugleich 
pRq, qNp sein. Man nehme eine andere Primzahl r von der Form 4n +3, 
welche Rest von g und von welcher p Nichtrest ist. Dann wird nach den 


®, Vgl. die Zusätze am Schlusse der Disquisitiones. 
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eben (II) bewiesenen Fällen qRr, rNp. Wenn daher pRg, qNp wäre, würde 
qrRp, prRaq, pqNr und somit — pqRr sein. Demnach würde im Widerspruch 
mit der vorausgeschickten Bemerkung die Gleichung px? + qy? — re? —=0 
lösbar sein; es kann daher die Annahme nicht bestehen. Hieraus ergeben 
sich die Fälle 1 und 2 des Artikels 131. 

Kürzer behandelt man diesen Fall folgendermassen: Bezeichnet r eine 
Primzahl von der Form 4%» +3, von welcher » Nichtrest ist, so ist auch 
rNp und daher (wenn man pRg, qNp annimmt) grRp; ferner — pRg, — pRr 
und somit auch — pAgr; mithin würde die Gleichung x? + py? — qr2? = 0 
lösbar sein, was der vorausgeschickten Bemerkung widerspricht. Hiernachı u. s.'w. 

IV. Ist » eine Primzahl von der Form 4» +1, g eine Primzahl von 
der Form 4n + 3, so kann nicht zugleich »Rg, gqNp sein. Man nehme eine 
Hülfsprimzahl r von der Form 4» + 1 an, welche Nichtrest jeder der beiden 
Zahlen p, q ist. Dann ist (nach II) qNr und (nach II) »XNr; hieraus 
pqRr. Wenn daher pAg, qNp wäre, hätte man auch prNg, — prRg, qrRp; 
somit würde die Gleichung px? — qy? + rz?=0 lösbar sein, was absurd 
ist. — Hieraus ergeben sich die Fälle 3 und 6 im Artikel 131. 

V. Bezeichnen 9, g Primzahlen von der Form 4» +3, so kann nicht 
zugleich p»Ng, qNp sein. Denn setzt man voraus, dass dies möglich sei, und 
nimmt man eine Hülfsprimzahl r von der Form 4» + 1 an, welche Nichtrest 
einer jeden der beiden Zahlen », q ist, so ist grRp, prRg; ferner (nach II) 
pNr, qNr, somit pgkr und —pgARr. Hiernach würde die Gleichung 
— px? — qy?’+r2?=0 möglich sein, was im Widerspruch steht mit der 
vorausgeschickten Bemerkung. Hieraus folgt der Fall 8 im Artikel 131. 


27. 

Betrachtet man den vorstehenden Beweis genauer, so wird man leicht 
erkennen, dass die Fälle I und II derart erledigt sind, dass sich nichts 
dagegen einwenden lässt. Die Beweise der übrigen Fälle stützen sich aber 
auf die Existenz von Hülfszahlen, und wenn diese noch nicht bewiesen ist, 
verliert die Methode offenbar alle Bedeutung. Obwohl diese Annahmen so 
beschaffen sind, dass es bei geringerer Aufmerksamkeit scheinen könnte, 
als ob sie eines Beweises gar nicht bedürften, und sicherlich dadurch das 
zu beweisende Theorem zu einem hohen Grade von Wahrscheinlichkeit 
gebracht wird, sind sie doch, wenn geometrische Strenge gewünscht wird, 
keineswegs aufs Geratewohl zuzulassen. Was nun die Annahme in IV und 
V anlangt, dass es eine Primzahl r von der Form 4» + 1 giebt, welche 
von zwei andern gegebenen Primzahlen p, g Nichtrest ist, so folgt aus 
dem vierten Abschnitt leicht, dass alle Zahlen, welcher kleiner als 4pqg und 
prim hierzu sind (deren Anzahl gleich 2(» —1)(@—]) ist), gleichmässig 
auf vier Klassen sich verteilen, von denen die eine die Nichtreste jeder der 
beiden Zahlen p, g, die drei übrigen aber die Reste von p und Nichtreste 
von g, die Nichtreste von p» und Reste von g und die Reste jeder der 
beiden Zahlen p, g enthalten, und dass in den einzelnen Klassen die eine 
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Hälfte Zahlen von der Form 4n-+-1, die andere Hälfte Zahlen von der 
Form 4»-+3 sind. Man hat daher unter jenen t(p — 1) (g— 1) Nichtreste 
einer jeden der beiden Zahlen p, qg von der Form 4» + 1, welche g, g', 9", ... 
sein mögen, während die übrigen {(p—1)(g—1) Zahlen h, W, WM, 
seien. Offenbar werden alle in den Formen 4pgt-+g, 4pgt-+ 9’, Apgt-+dg", .. 
enthaltenen Zahlen, deren Gesamtheit wir mit (@) bezeichnen, ebenfalls 
Nichtreste von p, q von der Form 4» +1 sein. Nun ist klar, dass man 
zur Begründung der Annahme nur zu beweisen hat, dass unter den 
Formen (@) sicher Primzahlen enthalten sind; dies ist zwar an und für 
sich höchst wahrscheinlich, da diese Formen im Verein mit den Formen 
4pgt—+h, 4pgt+W,..., die wir mit (Z7) bezeichnen, alle zu 4»q primen 
Zahlen und daher auch alle absolut primen Zahlen (ausser 2, », g) enthalten 
und kein Grund vorhanden ist, warum nicht die Reihe der Primzahlen sich 
gleichmässig auf jene Formen verteilen sollte, so dass der achte Teil zu 
(G), die übrigen zu (HZ) gehören. Indessen ist offenbar eine solche Schluss- 
weise von geometrischer Strenge weit entfernt. Legendre selbst giebt zu, 
dass der Beweis des Satzes, dass unter einer Form wie A&+/L, wo A, 
gegebene zu einander prime Zahlen sind und Z eine unbestimmte Zahl 
bezeichnet, sicher Primzahlen enthalten seien, ziemlich schwierig erscheine, 
und giebt obenhin eine Methode an, die vielleicht dahin führen könnte. 
Es dürften jedoch, wie uns scheint, viele vorbereitende Untersuchungen 
notwendig sein, ehe man auf diesem Wege zu einem strengen Beweise 
gelangen kann. — Hinsichtlich der andern Annahme aber (II, zweite 
Methode), dass es eine Primzahl r von der Form 4» +3 gebe, von welcher 
eine andere gegebene Primzahl p von der Form 4» + 1 Nichtrest ist, hat 
Legendre gar keine Bemerkung hinzugefügt. Wir haben oben (Artikel 129) 
bewiesen, dass es Primzahlen, von welchen » Nichtrest ist, sicher giebt, 
aber unsere Methode scheint nicht geeignet zu sein, um die Existenz solcher 
Primzahlen nachzuweisen, welche zugleich von der Form 4n +3 sind (wie 
es hier, aber nicht in unserm ersten Beweise erforderlich ist). Übrigens 
können wir die Richtigkeit dieser . Annahme leicht folgendermassen 
beweisen: Nach Artikel 287 giebt es ein positives Geschlecht binärer 
Formen mit der Determinante —p, dessen Character 3,4; Np ist; es sei 
(a, b, c) eine solche Form und a ungerade (was man annehmen darf). 
Dann ist «a von der Form 4» + 3 und entweder selbst prim oder wenigstens 
durch einen Primfactor von der Form 4» + 3 teilbar. Es ist aber — pRa 
und daher auch —pXKr, somit pNr. Man muss aber wohl beachten, dass 
die Sätze der Artikel 265, 287 sich auf das Fundamentaltheorem stützen, 
und es daher ein Zirkelschluss sein würde, wollte man einen Teil dieses 
Satzes auf jenen aufbauen. — Endlich ist die Annahme in der ersten 
Methode von III noch weit mehr aufs Geratewohl gemacht, so dass es 
nicht nötig ist, mehr darüber hier hinzuzufügen. 

Es möge gestattet sein, in Betreff des Falles V, der nach der vor- 
stehend angegebenen Meshods zwar nicht bewiesen ist, aber doch durch 
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die folgende leicht erledigt wird, eine Bemerkung hinzuzufügen. Wenn 
daselbst gleichzeitig 9Ng, qNp wäre, so würde — pRg, — qRp sein, woraus 
leicht folgt, dass — 1 die characteristische Zahl der Form (p, 0, g) ist, 
die sich somit (nach der Theorie der ternären Formen) durch die Form 
22 y? + 2°? darstellen lässt. Ist 


PR + gu = (dd + Pa? + (at Bw? + (at Pu), 
oder 
a2 + «2? + a’? —p, ß? es B’2 an p’2 —g, aß a aß’ a’ — 0, 


so werden der ersten und zweiten Gleichung zufolge sämtliche «a, a’, «”, 
ß, ß’, ß”’ ungerade sein. Dann kann aber offenbar die dritte Gleichung nicht 
bestehen. — Auf ähnliche Weise lässt sich auch der Fall II erledigen. 


298. 
Aufgabe. Bezeichnen a,b,c beliebige Zahlen, so soll man die 
Bedingungen für die Lösbarkeit der Gleichung 


(®) a? + by? + c?—=0 
finden. 

Auflösung. Es seien a?, ß?, y? die grössten in bc, ac, ab resp. aufgehenden 
Quadrate, und es werde aa = ßyA, Pb=ayB, yc= aßÜ gesetzt. Dann sind 
A, B, C zu einander prime ganze Zahlen; die Gleichung (w) aber wird 
lösbar sein oder nicht, je nachdem die Gleichung 


(0) AX? + BP? + 020 


eine Lösung zulässt oder nicht, was nach Artikel 294 entschieden werden 
kann. 

Beweis. Setzt man be = XYa?, ac = BP?, ab = CY?, so werden A, 3, & 
ganze, von quadratischen Factoren freie Zahlen und \= BC, B= AC, &—= AB 
sein. Hiernach ist AB& — (ABC)? und daher ABC = AU = BB = (0E 
notwendig ganz. Ist m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
Y, AU und Y= gm, AU = hm, so ist g prim zu A und auch (weil W frei 
von jedem quadratischen Factor) zu m. Nun ist h’m = gAU = gBE, und 
somit geht g in h?m auf, was offenbar unmöglich ist, wenn nicht 9g= +1 
ist. Hiernach ist A\=+m, A=-+h und somit eine ganze Zahl, und 


ebenso sind B und C ganze Zahlen. — Da Y\—= BC keine quadratischen 
Teiler hat, so müssen notwendig B und C prim zu einander sein; und 
ebenso ist A zu Ü und zu B prim. — Endlich ist klar, dass, wenn der 


Gleichung (2) durch X=P, Y=0Q, Z=R genügt wird, die Gleichung (w) 
gelöst wird durch 2=aP,y=ßQ,2=yR, und umgekehrt, wenn dieser 
genügt wird durch <=p, y=g,2=r, so wird jene befriedigt durch 
X=Pyp, Y=ayg, Z=aßr, so dass entweder jede der beiden Gleichungen 
oder keine von ihnen lösbar ist. 
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Darstellung der Null durch beliebige ternäre Formen. 


299. 
Aufgabe. Ist die ternäre Form 


f= a + ax? + ax era Ibr'x Mt xx’ + 2b’ xx 


gegeben, so soll man finden, ob die Null durch sie dargestellt 
werden kann (durch Werte der Unbestimmten, welche nicht 
gleichzeitig gleich 0 sind). 

Auflösung. I Ista=(, so können die Werte von a’, x” beliebig an- 
genommen werden, und aus der Gleichung 


ax? il xx" + a'x''2 DE Ix (b’x’ + 5°) 


geht hervor, dass x einen bestimmten rationalen Wert erhält; so oft für x 
auf diese Weise ein Bruch sich ergiebt, braucht man nur die Werte von 
x, x, «’ mit dem Nenner des Bruches zu multiplieieren, wodurch man ganze 
Zahlen erhalten wird. Einzig und allein sind solche Werte von «’, x’ aus- 
zuschliessen, für welche b’x’+b’x’ = 0 ist, falls sie nicht zu gleicher Zeit 
ax? + 2bx'x’+ a’x'?—=0 machen, in welchem Falle & nach Belieben an- 
genommen werden kann. Zugleich ist klar, dass man auf diese Weise alle 
möglichen Lösungen erhalten kann. Übrigens gehört der Fall, in welchem 
b’=b"—=0 ist, nicht hierher; denn dann kommt x in f garnicht vor oder 
f ist eine binäre Form und die Darstellbarkeit der Null durch f muss 
nach der Theorie derartiger Formen beurteilt werden. 

II. Wenn aber a nicht gleich 0 ist, so ist der Gleichung f=0 die 
folgende äquivalent: 


(ax + bw + ba)? — Aa? + 2Ba’a’ — A? 0, 
wenn man setzt: 
b’’2 SR aa= A", ab LEER b’V" — B, b’2 TER aa’ Ar 


Wenn nun hier A’= 0 aber nicht B = 0 ist, so werden offenbar, wenn ax + 
b’x’+b'x" und x’ nach Belieben angenommen werden, & und #’ daraus 
rational bestimmt, und falls sie nicht ganze Zahlen werden, so wird dadurch 
wenigstens ein passender Multiplicator bestimmt werden, welcher ganze 
Zahlen hervorbringt. Für einen einzigen Wert von x”, nämlich für ©’ 0 ist 
der Wert von ax + b’x’+b’x” nicht willkürlich, sondern auch gleich O0 zu 
setzen; dann aber wird x’ willkürlich angenommen werden können und wird 
einen rationalen Wert von x ergeben. Wenn dagegen gleichzeitig 4’—= 0 
und B=0 ist, so ist klar, dass, wenn A’ ein Quadrat =? ist, die Glei- 
chung f=0 zurückkommt auf die folgenden beiden linearen (von denen 
entweder die eine oder die andere stattfinden muss): 


ac ++ (HE —=0, tb ha'—0; 
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ist dagegen (unter derselben Voraussetzung) A’ eine nichtquadratische Zahl, 
so hängt offenbar die Lösung der gegebenen Gleichung ab von den folgenden: 
x©’=0 und ac +b"X=0 (welche gleichzeitig stattfinden müssen). 

Übrigens wird es kaum nötig sein zu bemerken, dass die Methode in 
I auch angewendet werden kann, wenn a oder a’ gleich O0, und die Methode 
in II, wenn A’=0 ist. 


III. Wenn aber weder a noch A’ gleich O ist, so ist der Gleichung 
f=0 die folgende äquivalent: 


A" (as + VW’ + Va")? — (A’X— Ba’)? + Dax"? —= 0, 


wenn man mit D die Determinante der Form f-oder mit Da die Zahl 
B? — A'’A” bezeichnet. Ist D=0, so wird sich die Auflösung in ähnlicher 
Weise verhalten wie am Schlusse des vorigen Falles; ist nämlich A’ ein 
Quadrat und zwar gleich %?, so reduciert sich die gegebene Gleichung auf 
die folgenden: 


kax + (kb"— A)’ + (kb’+BD)a'—=0, kax+ (kb + A”)x'+(kb"— B)a"—=0; 
ist aber A’ kein Quadrat, so muss 
ab" +Va"—=0, A'o— Be’=0 


gesetzt werden. — Wenn dagegen D nicht gleich 0 ist, so werden wir zu 
der Gleichung geführt: 
A"t? — u? + Dav? —0, 


deren Möglichkeit nach dem vorigen Artikel beurteilt werden kann. Wenn 
nun diese nicht anders gelöst werden kann als durch t=0, v=0,v—=(, 
so wird offenbar auch die gegebene Gleichung keine andere Lösung besitzen, 
als 2=0, &—=0, «= 0; wenn aber jene auf andere Weise lösbar ist, so 
ergeben sich aus irgend welchen Werten von Z, «, v mittelst der Gleichungen 


aber bei Ad—- Beau, a=v 


wenigstens rationale Werte von &, «', x”, aus denen man, wenn sie Brüche 
enthalten, mittelst eines passenden Multiplicators ganzzahlige Werte ab- 
leiten kann. 

Sobald aber eine einzige Lösung der Gleichung f= 0 in ganzen Zahlen 
gefunden ist, lässt sich die Aufgabe auf den Fall I zurückführen und es 
können ebenso wie dort sämtliche Lösungen dargestellt werden. Dies ge- 
schieht in folgender Weise. Es mögen der Gleichung f=0 die Werte 
a, a,.a' von z, x, x’, die wir als frei von gemeinschaftlichen Factoren 
voraussetzen, genügen; man nehme ferner (gemäss Artikel 40 und 279) 
ganze Zahlen ß, P', 8’, y,y, y' so an, dass 


A HER N) + nl 
ist, und es gehe f durch die Substitution 


(5) = ay+ By’-+ w", x — a'y ıE By y", 2 — a'y en B’y+ ee 
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in die Form 

9m? + ey? + d'y"? + 2dy'y' + 2dy'y + 2d’yy 
über. Dann wird offenbar c—=(0 und g der Form f äquivalent sein, woraus 
leicht folgt, dass sich aus allen Lösungen der Gleichung @= 0 (vermittelst 
der Substitution S) sämtliche ganzzahligen Lösungen der Gleichung f=0 
ergeben. Nun folgt aus I, dass sämtliche Lösungen der Gleichung g=0 
enthalten sind unter den Formeln: 


Yy == —2(c'p? ur 2dpg a 99), y= 22 (d’'p? BR d’pg), y'= 22(d’pq =. d’q?), 


wo 2, q unbestimmte ganze Zahlen, 2 eine unbestimmte Zahl bezeichnet, 
für welche auch Brüche genommen werden können, wofern nur 9, y', y" 
ganze Zahlen bleiben. Setzt man diese Werte von 9, y', y’ in (8) ein, so 
erhält man sämtliche ganzzahligen Lösungen der Gleichung f=0. 

So ergiebt sich z. B. wenn 


f=22+%? +0? — 40% + 20x” + 80% 
und eine Lösung der Gleichung f=0 durh @=1l, "= —2, @’=1 ge- 
geben ist, indem man ß, $', ß”, y, y, y' respective gleich 0, 1, 0, 0, 0, 1 setzt: 
gu’ run Au 120g). 
Hiernach werden alle ganzzahligen Lösungen der Gleichung g=0 unter 
der Formel 
y=—-:(®—Ag+QP), ylang, y'=12e0, 

und somit sämtliche Lösungen der Gleichung f=0 unter der folgenden 
enthalten sein: 
e(pr 740g 0) 
22 (p? + 2pq + q°) 

2 (2? — Apg — 1192). 


Allgemeine Lösung der unbestimmten Gleichungen zweiten 
Grades mit zwei Unbekannten durch rationale Grössen. 
300. 

Aus der Aufgabe des vorigen Artikels ergiebt sich von selbst die 
Lösung der unbestimmten Gleichung: 
ax? + 2bazy + cy? + 2dx + 2ey+ f=V0, 


wenn nur.rationale Werte verlangt werden; dieselbe Gleichung haben wir, 
wenn ganze Zahlen gefordert werden, schon oben (Artikel 216 u. ff.) er- 
ledigt. Denn alle rationalen Werte von x, y können dargestellt werden 


t.u \ 
durch derart, dass t, u, v ganze Zahlen sind, woraus hervorgeht, 
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dass die Lösung jener Gleichung durch rationale Zahlen identisch ist mit 
der Lösung der Gleichung 


ai? + 2btu + cu? + 2dtv + 2euv + fi? — 0 


in ganzen Zahlen; diese stimmt aber mit der im vorigen Artikel behandelten 
Gleichung überein. Ausgeschlossen müssen nur diejenigen Lösungen wer- 
den, in denen v=0 ist; solche kann es aber nicht geben, wenn b?— ac 
eine nichtquadratische Zahl ist. So sind z. B. alle Lösungen der (im 
Artikel 221 durch ganze Zahlen allgemein gelösten) Gleichung 


2 +80y+y +22: —4y+1=0 
durch rationale Zahlen enthalten unter der Formel: 


Pt g 292 + 4pg + 29? 


eg 119g? ia 92 — 4pg — 11g? 


wo 9, q irgend welche ganzen Zahlen bezeichnen. — Übrigens haben 
wir hier über diese beiden in engstem Zusammenhange stehenden Aufgaben 
nur kurz gehandelt und viele hierauf bezügliche Bemerkungen unterdrückt, 
einerseits um nicht zu weitläufig zu werden, andererseits weil wir im Besitze 
einer andern auf allgemeineren Prinzipien beruhenden Auflösung der Auf- 
gabe des vorigen Artikels sind, deren Auseinandersetzung wir uns auf 
eine andere Gelegenheit aufsparen müssen, da dieselbe eine eingehendere 
Untersuchung der ternären Formen erfordert. 


Über die mittlere Anzahl der Geschlechter. 


301. 


Wir kehren zu den binären Formen zurück, von denen wir noch 
mehrere besondere Eigenschaften anführen müssen. Zunächst werden wir 
einige Bemerkungen in Bezug auf die Anzahl der Geschlechter und Klassen 
in einer eigentlich primitiven (für eine negative Determinante: positiven) 
Ordnung, auf welche wir der Kürze wegen die Untersuchung beschränken, 
hinzufügen. 

Die Anzahl der Geschlechter, in welche sämtliche (eigentlich primitive 
positive) Formen mit gegebener positiver oder negativer Determinante + D 
zerfallen, ist stets gleich 1, 2, 4 oder gleich einer höheren Potenz der Zahl 2, 
deren Exponent von den Factoren von D abhängt und nach den vor- 
stehenden Untersuchungen ganz a priori gefunden werden kann. Da nun 
in der natürlichen Zahlenreihe Primzahlen mit mehr oder weniger zusammen- 
gesetzten Zahlen vermischt sind, geschieht es, dass für mehrere aufeinander- 
folgende Determinanten £D, £(D+1), &(D+2), ... die Anzahl der 
Geschlechter bald zunimmt bald abnimmt und in dieser verworrenen Reihe 
keine Ordnung zu herrschen scheint, Trotzdem ergiebt sich, wenn man die 
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Anzahlen der Geschlechter, welche vielen aufeinanderfolgenden Determinanten 
EI NEDTFI 2... EDEN) 
entsprechen, addiert und die Summe durch die Anzahl der Determinanten 
dividiert, eine mittlere Geschlechteranzahl, welche als für die mittlere 
der Determinanten #(D-+3m) stattfindend angesehen werden kann und 
eine sehr reguläre Reihe bilde. Wir nehmen aber an, nicht nur dass m 
hinreichend gross, sondern auch, dass D noch weit grösser ist, damit das 
Verhältnis der äussersten Determinanten D, D-+m nicht zu sehr vom 
Verhältnis der Gleichheit abweicht. Die Regelmässigkeit jener Reihe ist 
folgendermassen zu verstehen: Ist D’ eine Zahl, die um vieles grösser 
ist als D, so wird die mittlere Anzahl der Geschlechter in Bezug auf die 
Determinante + D’ erheblich grösser sein, als in Bezug auf D; wenn aber 
D, D’ nicht sehr verschieden sind, so werden auch die mittleren Anzahlen 
der Geschlechter in Bezug auf D und .D’ nahezu gleich sein. Übrigens findet 
man die mittlere Anzahl der Geschlechter in Bezug auf die positive Deter- 
minante + D stets gleich der mittleren Anzahl der Geschlechter in Bezug 
auf die negative — D und zwar um so genauer, je grösser D ist, während für 
einen kleinen Wert die erstere ein wenig grösser wird, als die letztere. 
Diese Bemerkungen werden deutlicher durch folgende Beispiele, welche 
wir einer mehr als 4000 Determinanten umfassenden Tafel der Klassen- 
einteilung der binären Formen entnommen haben. Unter den hundert 
Determinanten von 801 bis 900 finden sich 7, denen nur ein einziges 
Geschlecht entspricht; 32, 52, 8, 1, denen respective 2, 4, 8, 16 Ge- 
schlechter entsprechen; daher ergeben sich im Ganzen 359 Geschlechter, 
so dass die mittlere Anzahl gleich 3, 59 ist. Die hundert negativen Deter- 
minanten von — 801 bis — 900 ergeben 360 Geschlechter. Die folgenden 
Beispiele sind sämtlich von negativen Determinanten hergenommen. Im 
sechzehnten Hundert (von — 1501 bis — 1600) findet sich als mittlere 
Geschlechteranzahl die Zahl 3, 89; im fünfundzwanzigsten Hundert ist sie 
4, 03, im einundfünfzigsten 4, 24; aus den sechshundert Determinanten von 
— 9401 bis — 10000 ergiebt sich die Zahl 4,59. Aus diesen Beispielen 
geht hervor, dass die mittlere Geschlechteranzahl weit langsamer zunimmt, 
als die Determinanten selbst. Aber, fragt man, welches ist denn nun 
das Gesetz dieser Reihe? — Durch eine ziemlich schwierige theoretische 
Untersuchung, die hier darzulegen allzu weitläufig sein würde, wurde 
gefunden, dass die mittlere Geschlechteranzahl für die Determinante + D 
oder — D möglichst nahe durch die Formel 
«log D+Bß 
dargestellt werden kann, wo «a, ß constante Grössen sind und zwar: 


a: —0,4052847346 


r2 


(wo r den halben Umfang eines Kreises mit dem Radius 1 bezeichnet), 
B—= 2ug + 3a?h — 4a log? = 0,8830460462, 
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wo g die Summe der Reihe 

1— lg +1) +43 — lei +4) +3—log(l +9) + --- = 0,5772156649 

(vgl. Euler, Inst. Calc. Diff. p. 444), h aber die Summe der Reihe 
+log2+41log3 + 7% log4-+ --- 


ist, welche näherungsweise gleich 0,9375482543 gefunden wurde. Aus dieser 
Formel geht hervor, dass die mittlere Anzahl der Geschlechter in arith- 
metischer Reihe zunimmt, wenn die Determinanten in geometrischer Reihe 
wachsen. Als Werte dieser Formel für D = 8503, 15503, 24504, 50504, 97004 
findet man bezüglich 3,617; 3,86; 4, 046; 4, 339; 4, 604, welche von den 
oben angegebenen mittleren Anzahlen nur sehr wenig abweichen. Je grösser 
die mittlere Determinante ist und aus je mehr Determinanten die mittlere 
Anzahl berechnet wird, um so weniger wird sie sich von dem Werte, den 
die Formel giebt, unterscheiden, Mit Hülfe dieser Formel kann auch das 
Aggregat der den aufeinanderfolgenden Determinanten £D, &#(D-+1),..., 
= (D-++-m) entsprechenden Geschlechteranzahlen annähernd ermittelt werden, 
wenn man die den einzelnen Determinanten entsprechenden mittleren An- 
zahlen berechnet und summiert, wie sehr verschieden auch die äussersten 
Determinanten D, D--m sein mögen. Diese Summe ist gleich 


a[logD-+log(D+-1)+log(D+2)-++log(D+m)]+Pß(m-+ 1) 
oder hinreichend genau gleich 
a[(D+m) log(D+m)— (D—1)lo9g (D—-1)]) + — eo) (m +1). 


Auf diese Weise findet man die Summe der Geschlechteranzahlen für die 
Determinanten — 1 bis — 100 gleich 234, 4, während sie in Wirklichkeit 
gleich 233 ist; analog von — 1 bis — 2000 gleich 7116, 6, während sie in 
Wirklichkeit gleich 7112 ist; von — 1 bis — 3000 ergiebt die Tafel die 
Zahl 11166, die Formel 11167, 9; von — 9001 bis — 10000, wo jene Summe 
gleich 4595 ist, ergiebt die Formel 4594, 9, eine Übereinstimmung, wie sie 
kaum erwartet werden konnte. 


Über die mittlere Anzahl der Klassen. 


302. 


Hinsichtlich der Anzahl der Klassen (eigentlich primitiven positiven, 
was immer hinzuzudenken ist) verhalten sich die positiven Determinanten 
ganz anders als die negativen; deshalb werden wir beide gesondert betrach- 
ten. Darin stimmen diese mit jenen überein, dass für eine gegebene Deter- 
minante in den einzelnen Geschlechtern gleichviel Klassen enthalten sind 
und daher die Anzahl aller Klassen gleich ist dem Product aus der Anzahl 
der Geschlechter und der Anzahl der in jedem einzelnen Geschlechte ent- 
haltenen Klassen. 
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Was zunächst dienegativen Determinanten angeht, so bildet 
die- Anzahl der mehreren aufeinanderfolgenden Determinanten — D, — (D-++1), 
—(D-+2),... entsprechenden Klassen eine ebenso verworrene Reihe, wie 
die Anzahl der Geschlechter. Die mittlere Klassenzahl aber (für die eine ‘ 
Erklärung nicht nötig ist) wächst sehr regelmässig, wie aus den folgenden 
Beispielen erhellen wird. Die hundert Determinanten von — 500 bis — 600 
ergeben 1729 Klassen, so dass die mittlere Anzahl gleich 17, 29 ist. Ebenso 
findet man in dem fünfzehnten Hundert als mittlere Klassenzahl 28, 26; 
aus dem 24. und 25. Hundert ergiebt sich die Zahl 36, 28, aus dem 61., 
62. und 63. Hundert die Zahl 58, 50, aus dem 91. bis 95. Hundert die Zahl 
71, 56, endlich aus dem 96. bis 100. Hundert die Zahl 73, 54. Diese Bei- 
spiele zeigen, dass die mittlere Klassenanzahl zwar langsamer wächst als 
die Determinanten, aber doch viel schneller als die mittlere Geschlechter- 
anzahl; bei nur mässiger Aufmerksamkeit erkennt man, dass jene ziemlich 
genau im Verhältnis der Quadratwurzeln aus den mittleren Determinanten 
wächst. In der That haben wir durch eine theoretische Untersuchung ge- 
funden, dass die mittlere Klassenanzahl in Bezug auf die Determinante — D 
sehr nahe ausgedrückt wird durch 

yyD Rz ö, 
wo 


Ir 
x = 0,7467183115 rn 


e die Summe der Reihe 


und 

A h 2 

ö —= 0,2026423673 = © 
ist. Die nach dieser Formel berechneten mittleren Werte weichen von den- 
jenigen, welche wir oben der Tafel für die Klasseneinteilung entnommen 
haben, nur sehr wenig ab. Mit Hülfe dieser Formel kann man auch das 
Aggregat der Anzahl aller (eigentlich primitiven positiven) Klassen, welche 
den aufeinanderfolgenden Determinanten — D, — (D+1),— (D-+2)..., 
—(D-++-m— 1) entsprechen, näherungsweise angeben, wie weit auch die 
äusseren Determinanten von einander verschieden sein mögen, indem man 
die jenen Determinanten nach der Formel entsprechenden mittleren Klassen- 
anzahlen summiert. Man erhält so dasselbe gleich 


ılyD+ yvD+ ie yD + m — 1] — öm 
oder näherungsweise gleich 
Fly D-+-m = V D—3 °] — öm. 


So ergiebt sich z. B. für die hundert Determinanten von — 1 bis 
— 100 jenes Aggregat nach der Formel gleich 481, 1, während es in 
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Wirklichkeit gleich 477 ist; die tausend Determinanten —1 bis — 1000 
ergeben nach der Tafel 15533 Klassen, die Formel giebt 15 551,4; das 
zweite Tausend enthält nach der Tafel 28595 Klassen, die Formel liefert 
28 585,7; ebenso enthält das dritte Tausend in Wirklichkeit 37.092 Klassen, 
während die Formel 37 074,3 giebt; das zehnte Tausend giebt 72 549 nach 
der Tafel, während die Formel 72 572 liefert. 


803. 


Eine Tafel der negativen Determinanten, welche nach der Verschieden- 
heit der ihnen entsprechenden Klasseneinteilungen aufgestellt ist, giebt noch 
zu vielen andern besonderen Bemerkungen Anlass. Für die Determinanten 
von der Form — (8% +3) ist die Anzahl der Klassen (sowohl derjenigen, 
welche in sämtlichen Geschlechtern, als auch derjenigen, welche in den 
einzelnen eigentlich primitiven Geschlechtern enthalten sind) stets durch 
3 teilbar, die einzige Determinante — 3 ausgenommen, wofür der Grund 
aus Artikel 256, VI von selbst sich ergiebt. Für diejenigen Determiuanten, 
deren Formen nur ein einziges Geschlecht ausmachen, ist die Anzahl der 
Klassen immer ungerade; denn da es für eine solche Determinante nur 
eine einzige ambige Klasse giebt, nämlich die Hauptklasse, so ist die 
Anzahl aller übrigen Klassen, von denen stets je zwei entgegengesetzt sind, 
notwendig gerade, und daher die Anzahl aller ungerade; übrigens gilt 
diese letztere Eigenschaft auch für positive Determinanten. — Ferner 
scheint die Reihe der Determinanten, denen dieselbe gegebene 
Klasseneinteilung (d. h. eine gegebene Anzahl sowohl von Geschlechtern 
als auch von Klassen) entspricht, stets abzubrechen, welche ziemlich 
seltsame Bemerkung wir durch einige Beispiele erläutern. (Die erste, 
römische, Zahl zeigt die Anzahl der eigentlich primitiven positiven Ge- 
schlechter, die folgende die Anzahl der in jedem einzelnen Geschlechte 
enthaltenen Klassen an; dann folgt die Reihe der Determinanten, welchen 
jene Klassifikation entspricht, und deren negatives Vorzeichen wir der 
Kürze wegen weggelassen haben.) 


a re 
11. 3.|.411, 19, 28. 27.081, 38, 07.16 
5:1 27, 20.109, 197 
1.741722 181,998, 343, 463, 487 
15,689 1010 18,18, Io, 13) 22.208..08, ana 
11.2 | 14, 17, 20, 32, 34, 36, 39, 46, 49, 52, 55, 63, 64, 73, 82, 97, 
100, 142, 148, 193 
Iv.ı | 21, 24, 30, 33, 40, 49, 45, 48, 57, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 
102, 112, 130, 133, 177, 190, 232, 253 
VII. ı | 105, 120, 165, 168, 210, 240, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 
408, 462, 520, 760 
XVI. 1 | 840, 1320, 1365, 1848. 


352 Fünfter Abschnitt. [Art. 304] 


Analog finden sich 20 Determinanten (deren grösste gleich — 1423 ist), 
welchen die Klassifikation I. 9 entspricht; 4 (die grösste gleich — 1303), 
welchen die Klassifikation I. 11 entspricht, u. s. w. Die Klassifikationen 
U.3, H.4, D.5, IV. 2 entsprechen nicht mehr als 48, 31, 44, 69 Deter- 
minanten respective, von denen die grössten — 652, — 862, — 1318, — 1012 
sind. Da die Tafel, aus welcher diese Beispiele entnommen sind, weit über 
die grössten hier vorkommenden Determinanten hinaus fortgesetzt ist*), so 
scheint es nicht zweifelhaft zu sein, dass die hingeschriebenen Reihen in 
der That abbrechen und diesen Schluss werden wir der Analogie gemäss 
auch auf beliebige andere Klassifikationen ausdehnen dürfen. Da z. B. im 
ganzen zehnten Tausend der Determinanten sich keine findet, welcher eine 
Klassenzahl unterhalb 24 entspräche, so ist es höchstwahrscheinlich, dass 
a6 Klassifikationen 1: 235.1.215...., H11, 12710, .x,-1V..5, IV.4,. 10.3, 
VII. 2 schon vor — 9000 aufgehört haben oder wenigstens nur sehr wenigen 
Determinanten jenseits von —10000 zukommen. Die strengen Beweise 
dieser Bemerkungen aber scheinen sehr schwierig zu sein. Nicht minder 
merkwürdig ist es, dass sämtliche Determinanten, deren Formen in 32 oder 
mehr Geschlechter zerfallen, mindestens je zwei Klassen in den einzelnen Ge- 
schlechtern haben, und daher die Klassifikationen XXXIL 1, LXIV, 1, u. s. w, 
gänzlich ausfallen (der kleinsten von diesen Determinanten, — 9240, ent- 
spricht XXXI. 2), und es erscheint ziemlich wahrscheinlich, dass mit 
wachsender Geschlechteranzahl fortwährend mehr Klassifikationen ausfallen. 
In dieser Hinsicht sind die oben angeführten 65 Determinanten, welchen 
die Klassifikationen 1.1, H.1, IV.1, VIO.1, XVI. 1 entsprechen, höchst 
bemerkenswert und man sieht leicht, dass sie sämtlich und zwar sie allein 
die beiden ausgezeichneten Eigenschaften besitzen, dass sämtliche zu ihnen 
gehörigen Formenklassen ambig und irgend zwei in demselben Geschlechte 
enthaltene Formen notwendig sowohl eigentlich als auch uneigentlich 
äquivalent sind. Übrigens sind dieselben 65 Zahlen (unter einem etwas 
verschiedenen Gesichtspunkte, dessen unten Erwähnung gethan werden wird, 
und mit einem leicht zu beweisenden Kriterium) schon von Euler angegeben 
worden, Nowv. Mem. de U’Ac. de Berlin 1776 p. 838. 


304. 


Die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen, welche die binären Formen 
mit positiver quadratischer Determinante A? bilden, kann über- 
haupt a priori bestimmt werden und ist gleich der Anzahl der Zahlen, 
welche prim zu 2% und kleiner als 2% sind; daraus leitet man durch nicht 
schwierige Schlüsse, die wir hier unterdrücken müssen, her, dass die mittlere 


*) Nämlich während des Druckes der Disquisitiones bis zu —- 3000 in einem Zuge, 
sodann durch das ganze zehnte Tausend und mehrere andere zerstreute Hunderte, zu 
denen noch sehr viele besondere mit Fleiss ausgewählte Determinanten kommen. 
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Anzahl der zu solchen Determinanten gehörigen Klassen für die Determi- 
8% 5 i u \ 
nante %? sehr nahe durch — ausgedrückt wird. — Die positiven nicht- 


quadratischen Determinanten aber bieten in dieser Hinsicht ganz 
eigenartige Erscheinungen dar. Während nämlich eine kleine Klassen- 
anzahl, z. B. die Klassifikation I. 1 oder I. 3 oder II. 1 u. s. w., bei 
negativen und quadratischen Determinanten nur für kleine, sich nicht 
weit erstreckende Werte derselben stattfindet, besitzt dagegen unter den 
positiven nichtquadratischen Determinanten, wenigstens wenn sie nicht sehr 
gross sind, der bei weitem grösste Teil solche Klassifikationen, wo nur eine 
Klasse in jedem Geschlechte vorhanden ist, so dass die folgenden 1. 3, I. 5, 
II. 2, II. 3, IV.2 u. s. w. sehr selten sind. So befinden sich z. B. unter 
den 90 nichtquadratischen, die Zahl 100 nicht übersteigenden Determinanten 
11, 48, 27, welchen die Klassifikationen I. 1; I. 1; IV.1 respective ent- 
sprechen; nur für eine einzige (37) ist I. 3, zwei (34 und 82) haben die 
Klassifikation II. 2 und nur eine (79) die Klassifikation II. 3. Wenn jedoch 
die Determinanten zunehmen, so werden grössere Klassenanzahlen merklich 
häufiger; so besitzen z. B. unter den 96 nichtquadratischen Determinanten 
von 101 bis 200 zwei (101 und 197) die Klassifikation I. 3; vier (nämlich 
145, 146, 178, 194) die Klassifikation II. 2; drei (141, 148, 189) die folgende: 
1.3. Von den 197 nichtquadratischen Determinanten von 801 bis 1000 
haben drei die Klassifikation I. 3, vier II. 2, vierzehn II. 3, zwei II. 5, zwei 
II. 6, fünfzehn IV. 2, sechs IV. 3, zwei IV. 4, vier VIII. 2; die übrigen 145 
haben nur eine Klasse in jedem Geschlechte. — Es würde eine schöne und 
der Anstrengung der Geometer nicht unwürdige Aufgabe sein, zu ermitteln, 
nach welchem Gesetze die nur eine Klasse in jedem Geschlechte besitzenden 
Determinanten fortwährend seltener werden; bis jetzt können wir weder 
theoretisch entscheiden, noch durch Beobachtung mit hinreichender Sicherheit 
vermuten, ob dieselben endlich ganz abbrechen (was jedoch wenig wahr- 
scheinlich erscheint), oder wenigstens unendlich selten werden, oder ob ihre 
Häufigkeit sich beständig mehr einer festen Grenze nähert. Die mittlere 
Klassenanzahl wächst in einem nur wenig grösseren Verhältnis als die 
Anzahl der Geschlechter, und bei weitem langsamer als die Quadratwurzeln 
aus den Determinanten; zwischen 800 und 1000 findet man jene gleich 5,01. 
Es möge gestattet sein, diesen Bemerkungen eine andere hinzuzufügen, 
welche die Analogie zwischen den positiven und negativen Determinanten 
in gewisser Weise wiederherstellt. Wir finden nämlich, dass für eine positive 
Determinante D nicht sowohl die Klassenanzahl selbst als vielmehr das 
Product aus dieser Anzahl und dem Logarithmus der Grösse + uyD (wo 
t, u die kleinsten der Gleichung ?? — Du?—= 1 genügenden Zahlen ausser 1,0 
bezeichnen) der Klassenanzahl für eine negative Determinante aus mehreren 
hier nicht weitläufiger darzulegenden Gründen analog ist, und dass der 
mittlere Wert jenes Products ebenso genau durch eine Formel von der Form 


m yD—n dargestellt wird; doch vermochten wir noch nicht die Werte der 


Sg 
Gauss, 2 
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constanten Grössen m, n theoretisch zu bestimmen. Wenn man aus der 
Vergleichung einiger Hunderte von Determinanten etwas folgern darf, so 
scheint der Wert von m nicht sehr von 24 verschieden zu sein. — Übrigens 
behalten wir uns vor, über die Prinzipien der vorstehenden Untersuchungen 
betreffend die mittleren Werte von Grössen, welche nicht nach einem 
analytischen Gesetze fortschreiten, sondern sich nur einem solchen Gesetze 
asymptotisch fortwährend nähern, bei anderer Gelegenheit ausführlicher zu 
handeln. Wir gehen jetzt zu einer andern Untersuchung über, durch welche 
verschiedene eigentlich primitive Klassen mit derselben Determinante mit 
einander verglichen werden, womit wir dann diesen langen Abschnitt 
beschliessen. 


Eigentümlicher Algorithmus der eigentlich primitiven 
Klassen; reguläre und irreguläre Determinanten u. Ss. w. 


305. 

Satz. Bezeichnet K die Hauptklasse der Formen mit der 
gegebenen Determinante D, CO irgend eine andere Klasse aus 
dem Hauptgeschlecht der Formen mit derselben Determinante, 
sind endlich 20, 30, 4C, .... die Klassen, welche durch Dupli- 
kation, Triplikation, Quadruplikation u.s. w. der Klasse C (wie 
im Artikel 249) entstehen, so wird man in der Reihe (, 20, 30,..., 
wenn sie weit genug fortgesetzt wird, endlich zu einer Klasse, 
die mit X identisch ist, gelangen, und nimmt man an, dass mC 
die erste mit Kidentische Klasse und die Anzahl allerim Haupt- 
geschlechte enthaltenen Klassen gleich » sei, so ist entweder 
m=n oder m ein aliquoter Teil von n. 

Beweis. I. Da sämtliche Klassen K, C, 20, 3C, ... notwendig zum Haupt- 
geschlechte gehören (Artikel 247), so können die n +1 ersten Klassen dieser 
Reihe K, 0,20, ...,nC offenbar nicht sämtlich verschieden sein. Es wird 
daher entweder X mit irgend einer der Klassen (, 20, 30, ..., nC identisch, 
oder es werden wenigstens zwei von diesen Klassen unter sich identisch sein. 
Es sei rÜ=s(Ü und r>s; dann ist auch: ' 


r—)0=-(s—1)0, r -YV)Cl=(ks—d)(,..., r+1-9)0=G, 
somit r— sS)C=K. 
I. Hieraus folgt auch sogleich, dass m entweder =n oder <.n ist, 


und es bleibt daher nur zu zeigen, dass im letzteren Falle m» ein aliquoter 
Teil von » ist. Da die Klassen 


R, CO 20,...., m — 10, 


deren Complex wir mit & bezeichnen, in diesem Falle das ganze Haupt- 
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geschlecht noch nicht erschöpfen, so sei C’ irgend eine in & nicht ent- 
haltene Klasse dieser Art, und es werde der Complex der Klassen, welche 
durch Composition von C’ mit den einzelnen Klassen in & entstehen, nämlich 


MO CO: 0. Cm De 


mit & bezeichnet. Man sieht nun leicht, dass alle Klassen in C’ sowohl 
unter einander als auch von sämtlichen Klassen in & verschieden sind und 
zum Hauptgeschlechte gehören. Wenn daher & und @’ dieses Geschlecht 
völlig erschöpfen, so haben wir n—= 2m, wenn nicht, so ist 2m <n. Es 
sei im letzteren Falle 0” irgend eine andere weder in & noch in @’ ent- 
haltene Klasse des Hauptgeschlechts und man bezeichne die Gesamtheit der 
Klassen, welche durch Composition von C” mit den einzelnen Klassen in 
(& hervorgehen, nämlich 


67,00, 0730.21 On DO 


mit @’. Dann folgt leicht, dass alle diese unter sich und von sämtlichen 
Klassen in & und @ verschieden sind und zum Hauptgeschlechte gehören. 
Wenn daher 6, €’, €” dieses Geschlecht erschöpfen, so ist »— 3m, wenn 
nicht, so ist » > 3m, in welchem Falle eine andere in dem Hauptgeschlechte, 
aber nicht in &, & oder &’ enthaltene Klasse, wenn sie auf ähnliche Weise 
behandelt wird, zu dem Schlusse führt, dass entweder n = 4m oder n > Am 
ist, u.s.f. Da nun n und m endliche Zahlen sind, so wird das Haupt- 
geschlecht notwendig einmal erschöpft werden, und es wird n ein Vielfaches 
von m oder m ein aliquoter Teil von » sein. 

Beispiel. Ist D=—356, C=(5, 2, 72)*), so findet man: 20 — (20, 8, 21), 
30 = (4, 0, 89), 40 = (20, —8, 21), 50 = (5, —2, 72), 60 = (1,0,356). Hier 
ist also m=6, n aber ist für diese Determinante gleich 12. Nimmt man 
für C’ die Klasse (8,2,45), so sind die übrigen fünf Klassen in C': 
09, —2,.40), 9, 2, 40), (8, 2 45), (17, 1, 21), (17, A l, 21). 


306. 


Man wird finden, dass der Beweis des vorstehenden Satzes ganz analog 
ist den Beweisen in den Artikeln 45, 49, und in der That besitzt die 
Theorie der Multiplikation der Klassen mit dem im dritten Abschnitt be- 
handelten Gegenstande in jeder Beziehung einen sehr nahen Zusammenhang. 
Doch gestatten die Grenzen dieses Werkes nicht, jene Theorie mit der ihr 
gebührenden Ausführlichkeit zu verfolgen; wir fügen daher hier nur einige 
Bemerkungen hinzu, unterdrücken auch die Beweise, welche einen weit- 
läufigeren Apparat erfordern würden, und behalten uns eine ausführlichere 
Untersuchung für eine andere Gelegenheit vor. 


*) Die Klassen werden hier immer durch die (einfachsten) in ihnen enthaltenen 
Formen dargestellt. 


99° 
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I. Wird die Reihe X, 0,20,30,... über (m — 1) C hinaus fortgesetzt, 
so werden sich wiederum dieselben Klassen ergeben: 


mC=K, (m +)C=(, (m +2)0=20,... 


und allgemein werden (wenn man der Kürze wegen K als 00 betrachtet) 
die Klassen 90, g’C identisch oder verschieden sein, je nachdem g und g’ 
nach dem Modul m congruent oder incongruent sind. Die Klasse nC ist 
daher immer identisch mit der Hauptklasse K, 


II. Die Gesamheit der Klassen X, (C, 2C,..., (m—1)C, welche 
wir oben mit & bezeichnet haben, werden wir die Periode der Klasse C 
nennen, welcher Ausdruck nicht mit den in den Artikeln 186 u. ff. be- 
handelten Perioden der reducierten Formen mit positiver nichtquadratischer 
Determinante zu verwechseln ist. Offenbar entsteht also durch Composition 
beliebig vieler in derselben Periode enthaltenen Klassen ebenfalls eine in 
dieser Periode enthaltene Klasse: 


a ee ee 


II. DaC+ (m — 1) C= Kist, so werden die Klassen Cund (m — 1) C 
und ebenso 2C und (m — 2) C, 3C und (m — 3) C u. s. w. entgegengesetzt 
sein. Wenn daher m gerade ist, so ist die Klasse 4m sich selbst ent- 
gegengesetzt und daher ambig; umgekehrt, wenn in & ausser X noch 
eine andere ambige Klasse vorkommt, etwa 90, wird gd = (m — g) C und 
daher 9=m—-9g=3m sein. Hieraus folgt, dass, wenn m gerade ist, 
ausser den beiden Klassen X und 4mC, wenn aber m ungerade ist, ausser 
der einen Klasse K keine andere ambige Klasse in & enthalten sein kann. 


IV. Wenn man annimmt, dass die Periode irgend einer in & enthal- 
tenen Klasse RC 


K, hC, 2hC, 3hC, ..., (m’— 1)hC 


sei, so ist offenbar m’h das kleinste durch m teilbare Vielfache von A. Wenn 
daher m und Ah prim zu einander sind, so ist w’—=m, und die beiden 
Perioden werden dieselben Klassen, nur in verschiedener Reihenfolge ent- 
halten; allgemein aber ist, wenn p den grössten gemeinschaftlichen Teiler 


von m und "h bezeichnet, m’—= m Hieraus geht hervor, dass die Anzahl 


der in der Periode irgend einer Klasse aus & enthaltenen Klassen entweder 
gleich m oder gleich einem aliquoten Teile von m ist, und zwar werden 
soviele Klassen in & Perioden von mGliedern haben, als es unter den 
Zahlen 0, 1, 2,..., m—1 zu m prime Zahlen giebt, also p(m), wenn 
man sich der Bezeichnung des Artikels 39 bedient; allgemein aber haben 


soviel Klassen in & Perioden von ", Gliedern, als unter den Zahlen 0,1,2..., 
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m — 1 mit m den grössten gemeinschaftlichen Teiler u» haben, deren An- 


zahl, wie leicht ersichtlich, e&) ist. Wenn daher m=n oder also das 
ganze Hauptgeschlecht unter & enthalten ist, so giebt es in diesem Ge- 
schlecht im Ganzen & (n) Klassen, deren Perioden dasselbe Geschlecht ganz 
enthalten, und » (e) Klassen, deren Perioden aus e Gliedern bestehen, wo e 
irgend einen Teiler von » bezeichnet. Dieser Schluss gilt allgemein, wenn 
es im Hauptgeschlecht irgend eine Klasse giebt, deren Periode aus » Glie- 
dern besteht. 


V. Unter derselben Voraussetzung kann das System der Klassen 
des Hauptgeschlechts nicht zweckmässiger aufgestellt werden, als wenn 
man irgend eine eine Periode mit n Gliedern besitzende Klasse gewisser- 
massen als Basis nimmt und die Klassen des Hauptgeschlechts in der- 
jenigen Reihenfolge anordnet, in welcher sie in der Periode jener fort- 
schreiten. Wenn dann der Hauptklasse der Index 0, der Klasse, welche 
als Basis genommen ist, der Index 1 u. s. w. beigelegt wird, so kann man 
durch blosse Addition der Indices finden, welche Klasse durch Composition 
irgend welcher Klassen des Hauptgeschlechts hervorgeht. Hier ist ein Bei- 
spiel für die Determinante — 356, wo wir die Klasse (9, 2,40) zur Basis 
genommen haben. 


Ch; | :0,,356).|.4.020,; » 8/2B. | 8.00. 8, 
eo... 240 BAT: 129). 9008 0 
25.2 WIE lk 089), 90 
Re Ten ca 2. 


VI. Obwohl es aber sowohl die Analogie mit Abschnitt III als auch die 
Untersuchung von mehr als 200 negativen Determinanten und von noch 
weit mehr positiven nichtquadratischen Determinanten höchst wahrscheinlich 
zu machen scheint, dass jene Voraussetzung für alle Determinanten statt- 
findet, so würde ein solcher Schluss doch falsch sein und durch eine Fort- 
setzung der Tafel für die Klasseneinteilungen widerlegt werden. Wir wollen 
der Kürze wegen diejenigen Determinanten, für welche das ganze 
Hauptgeschlecht in einer einzigen Periode enthalten sein kann, 
reguläre, die übrigen aber, für welche dieses nicht möglich ist, irre- 
guläre Determinanten nennen. Diesen Gegenstand, welcher zu den ver- 
stecktesten Geheimnissen der höheren Arithmetik zu gehören und den 
schwierigsten Untersuchungen Raum zu gewähren scheint, können wir hier 
nur durch wenige Bemerkungen illustrieren, denen wir die folgende all- 
gemeine Bemerkung vorausschicken. 


VII. Wenn im Hauptgeschlechte die Klassen C, 0’ vorkommen, deren 
Perioden aus m, m’ Klassen bestehen und M die kleinste durch m und m’ 
teilbare Zahl ist, so giebt es in demselben Geschlechte auch Klassen, deren 
Perioden M Glieder enthalten. Zerlegt man M in zwei zu einander prime 
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Factoren r, r', von denen der eine (r) in m, der andere (r’) in m’ aufgeht 
5 m m i \ 

(Artikel 73), so hat die Klasse —- C+7 C’ = (” die verlangte Eigenschaft. 

Denn nehmen wir an, dass die Periode der Klasse C’’ aus g Gliedern be- 

stehe, so ist 


grm' rm! 
e=-K+0=-°50; 


grm'‘ 
r 


K= grÜ"—= gmÜ + 


grm ; 
demnach muss ———- durch m’ oder gr durch r’ und somit auch g durch r' 


teilbar sein. In ganz ähnlicher Weise findet man, dass 9 durch r teilbar 
ist, so dass auch g durch rr’= M teilbar ist. Da aber offenbar MC’—=K 
ist, so wird auch M durch g teilbar und daher notwendig M=g sein. 
Hieraus folgt leicht, dass die grösste Anzahl der in irgend einer Periode 
(für eine gegebene Determinante) enthaltenen Klassen durch die Anzahl 
der Klassen in jeder andern Periode (einer Klasse aus demselben Haupt- 
geschlechte) teilbar ist. Gleichzeitig kann ebendaraus eine Methode ab- 
geleitet werden, eine solche Klasse, deren Periode möglichst gross ist (und 
daher für eine reguläre Determinante das ganze Hauptgeschlecht umfasst), 
zu ermitteln, eine Methode, die der Methode in den Artikeln 73, 74 völlig 
analog ist, obwohl in der Praxis die Arbeit durch mehrere Kunstgriffe zu- 
sammenzogen werden kann. Der Quotient der Division der Zahl n 
durch die Klassenanzahl in der grössten Periode, welcher bei regu- 
lären Determinanten gleich 1 ist, wird für irreguläre Determinanten stets 
eine ganze Zahl, die grösser als 1 ist, und ist für solche ganz besonders 
geeignet, die verschiedenen Arten der Irregularität auszudrücken, und kann 
daher Irregularitätsexponent genannt werden. 


VII. Bisher hat man keine allgemeine Regel, durch welche man die 
regulären Determinanten von vornherein von den irregulären unterscheiden 
könnte, besonders weil sich unter den letzteren sowohl prime als auch zu- 
sammengesetzte Zahlen vorfinden; es möge daher genügen, hier einige 
specielle Bemerkungen anzuknüpfen. Wenn in dem Hauptgeschlechte mehr 
als zwei ambige Klassen enthalten sind, so ist die Determinante sicher 
irregulär und der Irregularitätsexponent gerade; wenn aber nur eine oder 
zwei ambige Klassen in jenem Geschlechte vorhanden sind, so ist die 
Determinante entweder regulär oder wenigstens der Irregularitätsexponent 
ungerade. Alle negativen Determinanten von der Form — (216% + 27), die 
eine — 27 allein ausgenommen, sind irregulär und der Irregularitätsexponent 
ist durch 3 teilbar; dasselbe gilt von den negativen Determinanten von der 
Form — (1000% + 75) und — (1000% + 675), die eine — 75 allein aus- 
genommen, und von unzählig vielen andern. Ist der Irregularitätsexponent 
eine Primzahl p oder wenigstens durch p teilbar, so ist » durch »? teilbar, 
woraus folgt, dass, wenn » keinen quadratischen Teiler enthält, die Deter- 
minante sicher regulär ist. Nur für positive quadratische Determinanten e? 


| 
| 
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kann man immer von vornherein entscheiden, ob sie regulär oder irregulär 
sind; jenes findet nämlich statt, wenn e entweder 1 oder 2 oder eine 
ungerade Primzahl oder die Potenz einer ungeraden Primzahl ist; dieses 
in allen übrigen Fällen. Für negative Determinanten werden die irregulären 
immer häufiger, je grösser die Determinanten sind; so finden sich z. B. in 
dem ganzen ersten Tausend dreizehn irreguläre, nämlich (mit Weglassung 
des negativen Vorzeichens) 576, 580, 820, 884, 900, deren Irregularitäts- 
exponent 2, und 243, 307, 339, 459, 675, 755, 891, 974, deren Irregularitäts- 
exponent 3 ist; in dem zweiten Tausend finden sich 13, deren Irregularitäts- 
exponent 2, und 15, deren Irregularitätsexponent 3 ist;*) im zehnten 
Tausend finden sich 31 mit dem Irregularitätsexponenten 2 und 32 mit 
dem Irregularitätsexponenten 3. Ob unterhalb — 10000 Determinanten mit 
einem Irregularitätsexponenten, der grösser als 3 ist, vorkommen, kann ich 
noch nicht entscheiden; jenseits dieser Grenze können sich irgend welche 
gegebene Exponenten ergeben. Dass sich die Häufigkeit der irregulären 
negativen Determinanten zur Häufigkeit der regulären mit wachsenden 
Determinanten mehr und mehr einem constanten Verhältnis nähert, ist 
höchst wahrscheinlich, und würde die Bestimmung dieses Verhältnisses 
eine der Bemühungen der Geometer würdige Aufgabe sein. — Für positive 
nichtquadratische Determinanten sind die irregulären viel seltener; solche, 
deren Irregularitätsexponent gerade ist, giebt es jedenfalls unendlich viele 
(z. B. 3026, für welche derselbe gleich 2 ist); auch erscheint es nicht 
zweifelhaft, dass solche existieren, deren Irregularitätsexponent ungerade 
ist, obwohl wir gestehen müssen, dass uns eine solche bisher nicht auf- 
gestossen ist. 

IX. Über die bequemste Anordnung des Systems der Klassen, welche 
für eine irreguläre Determinante im Hauptgeschlechte enthalten sind, 
können wir hier der Kürze wegen nicht handeln; wir bemerken nur, da 
eine einzige Basis hierzu nicht ausreicht, dass man hier zwei oder sogar 
noch mehrere Klassen annehmen muss, durch deren Multiplikation und 
Composition alle andern entstehen. Hierdurch ergeben sich doppelte und 
vielfache Indices, die ungefähr denselben Nutzen gewähren, wie die ein- 
fachen bei den regulären Determinanten. Diesen Gegenstand werden wir 
jedoch bei anderer Gelegenheit ausführlicher behandeln. 

X. Endlich bemerken wir, dass, da alle in diesem und dem vorigen 
Artikel betrachteten Eigenschaften hauptsächlich von der Zahl n abhängen, 
welche etwas Ähnliches ist wie die Zahl »— 1 im Abschnitt III, diese 
Zahl die grösste Beachtung verdient, und wäre es somit auf das innigste 
zu wünschen, dass zwischen ihr und der Determinante, zu der sie gehört, 
ein allgemeiner Zusammenhang entdeckt würde, An dieser sehr wichtigen 
Sache glauben wir um so weniger verzweifeln zu dürfen, als es bereits 
gelungen ist, den mittleren Wert des Products aus » und der Anzahl der 


*) Vgl. die Zusätze am Schlusse der Disquisitiones. 
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Geschlechter (welche von vornherein bestimmt werden kann) wenigstens 
für negative Determinanten durch eine analytische Formel darzustellen 
(Artikel 302).*) _ 


307. 


Die Untersuchungen der vorigen Artikel umfassen nur die Klassen des 
Hauptgeschlechts und reichen daher sowohl für positive Determinanten, 
in denen es überhaupt nur ein Geschlecht giebt, als auch für negative 
Determinanten aus, für welche es nur ein positives Geschlecht giebt, wenn 
wir auf das negative Geschlecht keine Rücksicht nehmen wollen. Wir 
haben daher nur noch in Bezug auf die übrigen (eigentlich 
primitiven) Geschlechter Einiges hinzuzufügen. 

I. Wenn es in dem Geschlechte G’, welches vom Hauptgeschlechte & 
(mit derselben Determinante) verschieden ist, irgend eine ambige Klasse 
giebt, so giebt es in ihm ebensoviele wie in G. Es mögen in @ die 
ambigen Klassen Z, M, N, ... (unter denen sich auch die Hauptklasse K 
befindet), in @’ aber die ambigen Klassen Z/, M’, N’, ... sein, und es 
möge die Gesamtheit jener mit A, die Gesamtheit dieser mit A’ bezeichnet 
werden. Da offenbar sämtliche Klassen Z+2D, M+L, N+ Dun 
ambig und verschieden sind und zu @’ gehören, also unter A’ enthalten 
sein müssen, so kann die Anzahl der Klassen in A’ sicher nicht kleiner 
sein als in A; da ebenso ZU’ +17, M'+L, N+L', ... von einander ver- 
schieden und ambig sind und zu @ gehören, also unter A enthalten sind, 
so kann die Anzahl der Klassen in A nicht kleiner sein als in 4’. Daher 
sind die Anzahlen der Klassen in A und A’ notwendig einander gleich. 

II. Da die Anzahl aller ambigen Klassen der Anzahl der Geschlechter 
gleich ist (Artikel 261, 287 III), so darf offenbar, wenn es in @ nur eine 
ambige Klasse giebt, in jedem Geschlechte nur eine ambige Klasse enthalten 
sein; wenn aber in @ zwei ambige Klassen existieren, so muss es in der 
Hälfte aller Geschlechter je zwei, in den übrigen gar keine geben; und wenn 
in @ mehrere, etwa a*“), ambige Klassen enthalten sind, so wird der 
a'® Teil sämtlicher Geschlechter je a ambige Klassen, die übrigen aber 
gar keine solchen enthalten. 

II. Es seien für den Fall, wo @ zwei ambige Klassen enthält, 
6, @, @",... diejenigen Geschlechter, welche je zwei und 4, ZH’, H",... 
diejenigen, welche keine ambigen Klassen enthalten, und man bezeichne 
die Gesamtheit jener mit ©, die Gesamtheit dieser mit 5. Da durch Com- 
position zweier ambigen Klassen immer eine ambige Klasse entsteht 
(Artikel 249), so ist leicht ersichtlich, dass durch Composition zweier 
Geschlechter aus © immer ein Geschlecht aus & hervorgeht. Hieraus folgt 
ferner, dass durch Composition eines. Geschlechtes aus ® mit einem 


*) Vgl. die Zusätze am Schlusse der Disquisitiones. 
**) Dies kann nur für irreguläre Determinanten stattfinden, und es ist @ immer 
eine Potenz von 2. 
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Geschlechte aus 5 ein Geschlecht aus 9 entsteht. Denn wenn z.B. @+-H 
nicht zn 9 sondern zu G gehörte, so würde auch + H+@' zu © 
gehören müssen, was absurd ist, da @+ @= @ und daher + H + @ = H 
ist. Endlich folgert man leicht, dass die Geschlechter + H, @+-Z, 
G'+H,.... zusammen mit H+H, H'-+- H, H’+.H,... sämtlich verschieden 
und daher mit & und 9 zusammengenommen identisch sind; nach dem 
soeben Bewiesenen gehören aber die Geschlehterr € + H, @ + ZH, 
G"+H,... sämtlich zu 9 und erschöpfen somit diesen Complex, daher 
werden die übrigen H+H, H’+H, H’+H,.... sämtlich zu & gehören, 
d. h. durch Composition zweier Geschlechter aus 5 entsteht immer ein 
Geschlecht aus ©. 

IV. Ist E eine Klasse des vom Hauptgeschlecht @ verschiedenen 
Geschlechts V, so werden offenbar 2%, AE, 6E, ... sämtlich zu @, da- 
gegen 3E, 5E, TE, ... sämtlich zu V gehören. Wenn daher die Periode 
der Klasse 2E aus m Gliedern besteht, so wird offenbar in der Reihe 
E, 2E, 3E, .... die Klasse 2m E und keine frühere mit X identisch sein, 
oder die Periode der Klasse E wird aus 2% Gliedern bestehen. Hiernach 
ist die Anzahl der Glieder in der Periode einer jeden Klasse, welche zu 
einem andern Geschlechte als dem Hauptgeschlechte gehört, entweder 2% 
oder ein aliquoter Teil von 2», wenn » die Anzahl der Klassen in den 
einzelnen Geschlechtern bezeichnet. 

V. Es sei C eine gegebene Klasse des Hauptgeschlechts @, E eine 
Klasse des Geschlechts Y, durch deren Duplikation C entsteht (eine solche 
giebt es stets, Artikel 286), und es seien ferner K, K', K’,... sämtliche 
ambigen (eigentlich primitiven mit derselben Determinante) Klassen. Dann 
sind sämtliche Klassen, durch deren Duplikation C entsteht, die folgenden: 
E=E+K) E+K,E+XK",..., deren Complex durch @ dargestellt 
werden möge; die Anzahl dieser Klassen ist gleich der Anzahl der ambigen 
Klassen oder gleich der Anzahl der Geschlechter. Es ist klar, dass von den 
Klassen in 2 soviel zum Geschlechte V gehören, als es in @ ambige 
Klassen giebt; bezeichnet man daher die Anzahl dieser mit @, so giebt es 
offenbar injedem Geschlechte entweder a Klassen aus © oder gar keine. Hier- 
aus folgt leicht, dass, wenn a—=1 ist, in jedem Geschlechte eine Klasse aus 
Q enthalten ist; dass ferner, wenn —=2 ist, die Hälfte aller Geschlechter 
je zwei Klassen aus Q@, die übrigen aber gar keine enthalten, und dass die 
erstere Hälfte entweder ganz mit ©, die letztere ganz mit 9, oder diese 
mit & und jene mit 5 zusammenfällt (in derselben Bedeutung wie oben 
in III). — Ist a noch grösser, so wird der at® Teil aller Geschlechter die 
Klassen @ enthalten (und zwar jedes einzelne « Klassen). 

VI. Nehmen wir nun an, dass ( eine solche Klasse sei, deren Periode 
aus n Gliedern besteht, so sieht man leicht, dass in dem Falle, ww a=2 
und daher » gerade ist, keine Klasse aus @ zu @ gehören kann (denn dann 
würde eine solche Klasse in der Periode von C enthalten sein; wenn die- 
selbe also gleich rC oder 2rUl=( wäre, so würde 2r=1 (mod.n) sein, 
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was absurd ist); somit müssen, da @ zu & gehört, notwendig alle Klassen 
Q unter die Geschlechter 5 verteilt sein. Hieraus folgt, da es (für eine 
reguläre Determinante) in @ im Ganzen g(»), Perioden von » Gliedern be- 
sitzende Klassen giebt, dass sich für den Fall, wo «=2 ist, in jedem Ge- 
schlechte 5 im Ganzen 2%(n) Klassen vorfinden, deren Perioden 2» Glieder 
und daher sowohl ihr eigenes Geschlecht als auch das Hauptgeschlecht 
umfassen; ist dagegen a=]1, so giebt es in jedem vom Hauptgeschlechte 
verschiedenen Geschlechte #(») derartige Klassen. 

VII. Auf diese Bemerkungen gründen wir die folgende Methode, 
das System aller eigentlich primitiven Klassen für jede gegebene 
reguläre (denn die irregulären lassen wir gänzlich bei Seite) Determi- 
nante möglichst zweckmässig aufzustellen. Man wähle nach Be- 
lieben eine Klasse Z aus, deren Periode 2» Glieder und daher sowohl ihr 
eigenes Geschlecht, welches V sei, als auch das Hauptgeschlecht enthält; 
die Klassen dieser beiden Geschlechter ordne man so an, wie sie in jener 
Periode fortschreiten. Auf diese Weise ist die Sache bereits erledigt, wenn 
es keine Geschlechter weiter als diese beiden giebt, oder es nicht nötig 
erscheint, die übrigen hinzuzunehmen (z. B. bei einer solchen negativen 
Determinante, bei welcher es nurvzwei positive Geschlechter giebt). Wenn 
aber vier oder mehr Geschlechter aufzustellen sind, so behandle man die 
übrigen in folgender Weise: Ist V’ irgend eins von den übrigen und 
YV+V’=V"”, so giebt es in V’ und V” zwei ambige Klassen (nämlich 
entweder in jeder der beiden eine oder in der einen zwei, in der andern 
gar keine); aus diesen wähle man eine nach Belieben aus, 'so folgt leicht, 
dass, wenn A mit den einzelnen Klassen in @ und V zusammengesetzt wird, 
2n verschiedene zu V' und V” gehörige und daher diese Geschlechter völlig 
erschöpfende Klassen entstehen; daher können auch diese Geschlechter ge- 
ordnet werden. — Wenn ausser diesen vier Geschlechtern noch andere übrig 
sind, so sei V’’ eins von den übrigen, und ferner seien V7’"’, vw", yr" 
diejenigen Geschlechter, welche durch Composition des Geschlechts V’” mit 
V, V’ und V’’ entstehen. Diese vier Geschlechter 7'", 7", ...., vw" 
enthalten vier ambige Klassen, und es ist klar, dass, wenn von diesen eine 
4’ ausgewählt und mit den einzelnen Klassen in G, V, V’, V" zusammen- 
gesetzt wird, alle Klassen in V7”',...., 7’’"" hervorgehen. — Sind noch 
mehr Geschlechter übrig, so fahre man in derselben Weise fort, bis sie 
sämtlich erschöpft sind. Offenbar wird man, wenn die Anzahl aller auf- 
zustellenden Geschlechter 2" ist, im Ganzen 2"”1 ambige Klassen nötig ha- 
ben, und jede Klasse dieser Geschlechter wird hervorgebracht werden 
können entweder durch Multiplikation der Klasse E oder durch Composition 
einer durch eine solche Multiplikation entstandenen Klasse mit einer oder 
mehreren ambigen. Wir geben hier zwei Beispiele, durch welche diese 
Regeln erläutert werden sollen; mehr können wir hier über den Nutzen 
derartiger Constructionen oder über die Kunstgriffe, durch welche die 
Arbeit erleichtert werden kann, nicht hinzufügen. 


Acht positive 
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I. Determinante — 161. 


G 
1.4: 01 W258 
Cl, 0. en 
rd 
(2, 1, „sI,—ABR 
(9, -L 38)=6% 
y' 
3,4; RT; N23 
(ul, 0:28) A 
(11, —2, 1) =A-+2E 
1 lds 7,15)=A-+4E 
(1}, 2, )=A+6E 


ES 
Ne) 

> 
buch 


Vier positive Geschlechter; in jedem einzelnen vier Klassen. 


= 
8,4; NT; R23 
@.. 1,8) 3 
(6, —1,2)=3E 
6 1,M)=-5B 
(3, —1,54)=7E 


VaN 
1,4; NT; N23 
60, ar 
(5 W)=AHSE 
(5, —2, 8)=4A+5H 
(10, —3, ID) =A+7E 


II. Determinante — 546. 


@ 
I u. 39; Rs; Rt, Rd 
(1, 0,546)= K 
(22, —2, 23)=2E 
ar 2, 20, AH 
V’ 
1.038484: 218 
("2 | 
(11, -—2, 5)=4A-+2E 
EN, 2, 5>)=A-+A4E 


Var 
L.u. 8,84. 084 00% Ale 
(.D, 0, 182) = 4 
CI7, 7, :38)=4 -+2E 
(17, —7T, 35)=4A' +4E 


var 
1 u. 38; RS; N7; N13 
(6 ,M)=4+4 
(19, 9, 33)=A+4'+2E 
(19, —9, 3)=A+A+4E 


Geschlechter; in jedem einzelnen drei Klassen. 


172 
su. 00: Nas Ne. No 
(9, 2 1) 5 
(21, 0, .20)=3E 
(5, —2 11)=5E 


17a 
50 88; N RB 
(10, 2, DARIN 
(13, 0,4)=A+3E 
(10, —2, 5)=A+5E 


mu 

1.048; Is: Bi: INdo 

(15, —, 3) =4 + 5 

Gl; 0, )=A4+3E 

(15, 3, 3)=A'+5E 

EN 
01, N: Rreıhla 

(23, 11,29)=A+A+E 
(14, 0,39)=A+A+3E 
(23, -— 1, M=-A+AHIE 


OT 


Sechster Abschnitt. 


Verschiedene Anwendungen 
der vorhergehenden Untersuchungen. 


Sirenen 


308. 


Wie fruchtbar die höhere Arithmetik an Wahrheiten ist, welche auch 
in andern Teilen der Mathematik Nutzen gewähren, haben wir bereits an 
mehreren Stellen vorübergehend berührt; wir haben es aber für nicht un- 
nützlich gehalten, gewisse Anwendungen, welche eine ausführlichere Aus- 
einandersetzung verdienen, für sich zu behandeln, nicht sowohl um diesen 
Gegenstand, mit dem man leicht mehrere Bände füllen könnte, zu erschöpfen, 
als vielmehr ihn durch einige Proben in ein helleres Licht zu setzen. Im 
gegenwärtigen Abschnitte werden wir zuerst von der Zerlegung der Brüche 
in einfachere, sodann von der Verwandlung der gemeinen Brüche in Deeci- 
malbrüche handeln; darauf werden wir eine neue Ausschliessungsmethode, 
welche zur Auflösung der unbestimmten Gleichungen zweiten Grades dient, 
auseinandersetzen; endlich werden wir neue einfache Methoden angeben, um 
die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden und die Fac- 
toren der letzteren zu ermitteln. Im folgenden Abschnitte aber werden wir 
die allgemeine Theorie einer besonderen in der gesamten Analysis sehr 
häufig angewandten Art von Functionen, soweit sie mit der höheren Arith- 
metik in innigstem Zusammenhange steht, begründen und insbesondere die 
Theorie der Kreisteilung, von der bisher nur die ersten Elemente bekannt 
waren, durch neue Zuthaten zu erweitern suchen. 


Zerlegung der Brüche in einfachere. 
309. 


m j 
Aufgabe Den Bruch a dessen Nenner das Product aus zwei 


zu einander primen Zahlen a,b ist, in zwei andere zu zerlegen, 
deren Nenner a und 5 sind. 
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Auflösung. Sind die gesuchten Brüche . e so mus be ->ay—=m 


werden; demnach ist x die Wurzel der Congruenz be= m (mod. a), die man 
m — bx 


nach Abschnitt II finden kann; y aber wird gleich 


Übrigens ist bekannt, dass die Congruenz bx= m unendlich viele, aber 
nach dem Modul a congruente Wurzeln besitzt, dass es aber nur eine ein- 
zige positive Wurzel, welche kleiner als «a ist, giebt; ferner kann es aber 
auch geschehen, dass y negativ wird. Es wird kaum nötig sein, darauf 
hinzuweisen, dass y auch durch die Congruenz ay=m (mod. b) und x durch 


die Gleichung & -772 gefunden werden kann. — Ist z. B. der Bruch 
5 5 

2 gegeben, so ist 4 der Wert des Ausdrucks 2 (mod. 7), und somit zer- 
en 

fällt 7 in z A 


310. 


$ Mm “rn 
Ist ein Bruch gegeben, dessen Nenner » das Product aus beliebig 


vielen zu einander primen Zahlen a, b, c,d,... ist, so kann derselbe nach 
dem vorigen Artikel zunächst in zwei zerlegt werden, deren Nenner a und 
bed... sind; der zweite wiederum in zwei mit den Nennern b und cd...; 
der letztere wiederum in zwei u.s.f., bis endlich der gegebene Bruch auf 
die Form gebracht ist: 


Die Zähler «a, ß, y, 6... kann man offenbar positiv und kleiner als ihre 
Nenner annehmen, mit Ausnahme des letzten, welcher, nachdem die übrigen 
bestimmt sind, nicht weiter willkürlich ist und auch negativ und grösser als 
der Nenner werden kann (wofern wir nicht m <n voraussetzen). Dann 


wird es meistens zweckmässig sein, ihn auf die Form gr k zu bringen, so 


dass e eine positive Zahl und kleiner als e, % aber eine ganze Zahl ist. 
Endlich ist klar, dass a, b, c,... so angenommen werden können, dass sie 
entweder Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind. 


dessen Nenner gleich 4-3-7-11 ist, wird 


; ’ a 40 a >. 7 
auf diese Weise zerlegt in 7 +- a Ba "3 07 77 
au oe.2 | 4 


4 5 7 
so dass, wenn man Een 1für — 7] schreibt, Ti + 3 + 7 En 11 1 


391 
Beispiel. Der Bruch 54 4° 


wird. 
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all, 


Der Bruch A lässt sich nur auf eine einzige Weise auf die Form 


Ei... derart bringen, dass a ... positiv und kleiner als 
a b Oo 2 ? pP 


a, b, ... respective sind; denn nimmt man an, dass 


Y ‘% N 


Dr +. Fh= ie - nn, 


no ng 


+ 


sei, und dass auch «a, ß’, ... positive Zahlen und bezüglich kleiner als 
&, db, ... seien, 80 muss notwendig aa, BP’, y=Y,..., k=%K 
sein. Multipliciert man nämlich mit n=abe..., so wird offenbar 
m=abed...=abed... (mod.a) und daher, weil bed... zu a prim ist, 
notwendig a=«a’ und somit a=a’, und ebenso B=ß}, u. s. w., woraus 
von selbst k=%' folgt. Da es nun vollständig willkürlich ist, für welchen 
Nenner der Zähler zuerst berechnet wird, so ist ersichtlich, dass alle 
Zähler so wie « im vorigen Artikel gefunden werden können, nämlich ß 
durch die Congruenz Bacd...=m (mod.b), y durch yabd...= m (mod. c), 
u. s. w. Die Summe aller so gefundenen Brüche ist entweder gleich dem 


Mm en 
gegebenen Bruche z oder der Unterschied ist eine ganze Zahl %k, so dass 


wir auf diese Weise zugleich eine Bestätigung der Rechnung erhalten. So 
ergeben z. B. en Beispiel n Me eg die Werte der Ausdrücke 
391 

95,7 (mo od. 4), . ect 3), "53 (mo od. u _ (mod. 11) sogleich die den 
Nennern 4, 3, 7, 11 entsprechenden Zähler 1, 2, 1,4, und man findet, dass 
die Summe dieser Brüche den gegebenen Bruch um eine Einheit übersteigt. 


Verwandlung der gemeinen Brüche in Decimalbrüche. 


312, 

Erklärung. Wenn ein gemeiner Bruch in einen Decimalbruch ver- 
wandelt wird, so nennen wir die Reihe der Decimalzahlen*) (mit Ausschluss 
der ganzen Zahl, wenn eine vorhanden ist), mag dieselbe endlich sein oder 
ins Unendliche gehen, die Mantisse des Bruches, indem wir den Ausdruck, 
der sonst nur bei den Logarithmen gebräuchlich ist, in einer weiteren 


Bedeutung nehmen. So ist z. B. die Mantisse des Bruches r gleich 125, die 


5 30 ; ; 5 
Mantisse des Bruches 16 gleich 1875, die Mantisse des Bruches 
054054 .... in inf. 


2 : 
37 gleich 


*) Der Kürze halber beschränken wir die folgende Untersuchung auf das gemeine 
decadische System, da sie sich leicht auf jedes beliebige System ausdehnen lässt. 
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Aus dieser Erklärung geht sogleich hervor, dass Brüche mit demselben 
Tea... ; i ; 
Nenner en dieselben oder verschiedene Mantissen haben, je nachdem 


die Zähler 7, m nach n congruent oder incongruent sind. Eine endliche 
Mantisse wird nicht geändert, wenn man rechts beliebig viele Nullen ansetzt. 


i e 10m ü \ 
Die Mantisse des Bruches erhält man, wenn man von der Mantisse 


: mM \. , i i ; 
des Bruches n die erste Ziffer abschneidet, und allgemein, die Mantisse des 


y 


10 m Mm 
Bruches Be findet man, wenn man von der Mantisse des Bruches Fe 


} N 1 A 
die v ersten Ziffern abschneidet. Die Mantisse des Bruches ER beginnt 


sogleich mit einer geltenden (d. h. von Null verschiedenen) Ziffer, wenn % 
nicht grösser als 10 ist; ist aber » >> 10 und keiner Potenz von 10 gleich, 
und die Anzahl der Ziffern, aus denen sie besteht, gleich k, so sind die 
%—1 ersten Ziffern der Mantisse Nullen und erst die folgende kte ist eine 


I 
geltende Ziffer, Hieraus folgt leicht, dass, wenn Pr = verschiedene Man- 


tissen haben (d. h. wenn /, m nach » incongruent sind), diese sicher nicht 
in den ersten % Ziffern übereinstimmen können, sondern wenigstens in der 
kten von einander abweichen müssen. 


313. 


m : 
Aufgabe. Wenn der Nenner des Bruches vi und die ersten % 


Ziffern seiner Mantisse gegeben sind, so soll man den Zähler m 
finden, den wir kleiner als » voraussetzen. 


Auflösung. Man betrachte jene % Ziffern als eine ganze Zahl, multi- 
plieiere dieselbe mit n und dividiere das Product durch 10” (oder schneide 
die % letzten Ziffern ab). Ist der Quotient eine ganze Zahl (oder sind die 
abgeschnittenen Ziffern Nullen), so ist derselbe selbst der gesuchte Zähler 
und die gegebene Mantisse vollständig; wenn nicht, so ist der gesuchte 
Zähler die nächsthöhere ganze Zahl oder jener um eine Einheit vermehrte 
Quotient, nachdem die folgenden Decimalstellen abgeschnitten worden sind. 
Der Grund dieser Regel ist aus unsern Bemerkungen am Schlusse des 
vorigen Artikels so leicht ersichtlich, dass es einer weiteren Auseinander- 
setzung nicht bedarf. 


Beispiel. Wenn man weiss, dass die beiden ersten Ziffern der Mantisse 
eines Bruches, dessen Nenner 23 ist, 69 seien, so hat man das Product 
23:69 = 1587; wirft man hiervon die beiden letzten Ziffern weg und 
addiert 1, so ergiebt sich der gesuchte Zähler gleich 16. 


Sechster Abschnitt. [Art. 314. 315] 


314, 
Wir beginnen mit der Betrachtung solcher Brüche, deren 
Nenner Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind, und 
werden nachher zeigen, wie man die übrigen auf diese zurückführen kann. 


N Ä ; ; 5 a 
Zunächst bemerken wir sogleich, dass die Mantisse des Bruches =; (von 
» 


dessen Zähler @ wir stets voraussetzen, dass er durch die Primzahl p nicht 
teilbar sei) endlich ist und aus p Ziffern besteht, wenn p=2 oder p=5 
ist; im ersteren Falle ist diese Mantisse, als ganze Zahl betrachtet, gleich 
5"a, im letzteren gleich 2"a. Dies ist so klar, dass es einer Auseinander- 
setzung nicht bedarf. 

Ist aber p eine andere Primzahl, so wird 10’@ durch p" niemals teil- 
bar sein, wie gross man auch r annehmen möge, woraus unmittelbar folgt, 


dass die Mantisse des Bruches F --, notwendig ins Unendliche fortgeht. 
» 


Nehmen wir an, 10° sei die niedrigste Potenz von 10, welche der Einheit 
nach dem Modul p" congruent ist (vgl. Abschnitt III, wo wir gezeigt 
haben, dass e entweder gleich der Zahl (»— 1) 2"! oder ein aliquoter 
Teil derselben ist), so erkennt man leicht, dass auch 10% in der Reihe 
10a, 100a, 1000a,... die erste Zahl ist, welche « nach demselben Modul 


congruent ist. Da nun nach Artikel 312 die Mantissen der Brüche in 
e 

. u Br. entstehen, indem man von der Mantisse des Bruches 7 die 
erste Ziffer oder die beiden, u. s. w., e ersten Ziffern respective fortlässt, so 
ist klar, dass in dieser Mantisse nach den e ersten Ziffern und nicht eher 
dieselben Ziffern sich nochmals wiederholen. Diese ersten e Ziffern, 
aus deren unendlich oftmaliger Wiederholung die Mantisse ge- 
bildet ist, können wir die Periode dieser Mantisse oder des 
Bruches F nennen, und es ist ersichtlich, dass die Grösse der Periode 
oder die Anzahl der Ziffern, aus denen sie besteht, und welche gleich e ist, 
vom Zähler a vollständig unabhängig ist und nur allein durch den Nenner 
bestimmt wird. So ist z. B. die Periode des Bruches 7}; gleich 09, die 
Periode des Bruches # gleich 428571.*) 


315. 
Sobald man daher die Periode irgend eines Bruches hat, kann die 
Mantisse auf beliebig viele Stellen fortgesetzt werden. Ferner ergiebt sich, 


: ; ; b 
dass, wenn b= 10%a (mod.»") ist, die Periode des Bruches —, entsteht, 
*) Robertson deutet den Anfang und das Ende der Periode durch zwei über 


die erste und letzte Ziffer derselben gesetzte Punkte an (Theory of eirculating frac- 
tions, Phil. Trans., 1769, p. 207), was wir hier nicht für nötig halten. 


Verwandlung gemeiner Brüche in Deeimalbrüche. 369 


wenn man die ersten X Ziffern des Bruches F (wenn wir, was erlaubt ist, 
A<<e annehmen) hinter die übrigen e—X schreibt, und dass man somit 
zugleich mit der Periode des Bruches F’ die Perioden sämtlicher Brüche 
hat, deren Zähler den Zahlen 10a, 100a, 1000a, ... nach dem Nenner p" 
congruent sind. So wird z. B., da 6=3.10? (mod. 7) ist, die Periode 
des Bruches $ sofort aus der Periode des Bruches 2 gleich 857142 ge- 
funden. 


So oft daher für den Modul p" die Zahl 10 primitive Wurzel 

i i } 1 

ist (Artikel 57, 89), lässt sich aus der Periode des Bruches —, sofort die 
P 


Periode jedes andern Bruches er (dessen Zähler m durch p nicht teilbar ist) 
» 


ableiten, indem man soviel Stellen von jener links abschneidet und rechts 
wieder ansetzt, als der Index von m Einheiten besitzt, wenn 10 als Basis 
genommen wird. Hieraus ist ersichtlich, warum in diesem Falle die Zahl 10 
in der Tafel I stets als Basis genommen ist (Artikel 72). 


Wenn dagegen 10 keine primitive Wurzel ist, so können aus 
; Li: i RT 
der Periode des Bruches —, die Perioden nur von denjenigen Brüchen ab- 
p 


geleitet werden, deren Zähler irgend einer Potenz von 10 nach dem Modul p* 
congruent sind. Es sei 10° die niedrigste Potenz von 10, welche der Einheit 
nach dem Modul p" congruent ist, ferner (p— 1)p"""—= ef und eine solche 
primitive Wurzel » zur Basis genommen, dass der Index der Zahl 10 gleich f 
wird (Artikel 71). In diesem System haben somit die Zähler der Brüche, 


; : 1 s 
deren Perioden aus der Periode des Bruches —, abgeleitet werden können, 
p 


die Indices f, 2f, 3f,...,ef—f; analog können aus der Periode des Bruches a 


M 

pP 
die Perioden der Brüche, deren Zähler 10r, 100r, 1000r, ... den Indices 
f+1,2f-+1, 3f-+1, .... entsprechen, gefunden werden; aus der Periode 


des Bruches mit dem Zähler r? (dessen Index 2 ist) ergeben sich die 
Perioden der Brüche mit Zählern, deren Indices f-+2, 2f+2, 3f+2, ... 
sind, und allgemein lassen sich aus der Periode des Bruches mit dem 
Zähler r‘ die Perioden der Brüche mit Zählern, deren Indices f-+:, 2f-+i, 
öf-+i,..... sind, herleiten. Hieraus schliesst man leicht, dass, wenn man 
nur die Perioden der Brüche mit den Zählern 1, r, r?, »3, ..., r'”! hat, 
alle übrigen daraus durch blosse Transposition nach folgender Regel ab- 
geleitet werden können: 


. # : Mm . 
Es sei der Index des Zählers m eines gegebenen Bruches —, in dem 
» 
System, in welchem r als Basis genommen ist, gleich ö (welche Zahl wir 
kleiner als (»—1)p"”" annehmen); es werde (durch Division mit f) 


i=af-+-ß gesetzt, so dass a, ß ganze positive Zahlen (oder auch 0) sind 
Gauss. 24 
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und ß<fist. Ist dies geschehen, so ergiebt sich die Periode des Bruches 
-. aus der Periode des Bruches, dessen Zähler yP (und daher 1, wenn B=0) 
P 

ist, wenn man die a ersten Ziffern hinter die übrigen setzt (und somit diese 
Periode selbst beibehält, wenn «=0 ist). Dies wird hinreichend erklären, 
warum wir bei der Aufstellung der Tafel I die im Artikel 72 entwickelte 


Regel befolgt haben. 


316. 

Nach diesen Prinzipien haben wir für alle Nenner von der Form p" 
unterhalb 1000 eine Tafel der notwendigen Perioden aufgestellt, die wir 
ganz oder auch in noch weiterer Fortsetzung bei gegebener Gelegenheit 
veröffentlichen werden. Hier möge die bis zu 100 nur fortgeführte Tafel III 
als Probe genügen, und wird eine Erklärung derselben kaum nötig sein. 
Für diejenigen Nenner, für welche 10 primitive Wurzel ist, stellt sie die 
Perioden der Brüche mit dem Zähler 1 dar (nämlich für 7, 17, 19, 23, 29, 
47, 59, 61, 97), für die übrigen die f den Zählern 1, r, r2, ..., rf-1ent- 
sprechenden Perioden, welche durch die beigeschriebenen Zahlen (0), (1), 
(2), ... unterschieden sind; für die Basis r ist immer dieselbe primitive 
Wurzel genommen wie in Tafel I. Hiernach kann also die Periode eines 
jeden Bruches, dessen Nenner in dieser Tafel enthalten ist, mittelst der 
Vorschriften des vorigen Artikels abgeleitet werden, nachdem der Index des 
Zählers nach der Tafel I berechnet ist. Übrigens lässt sich für so kleine 
Nenner die Aufgabe ebenso leicht ohne die Tafel I erledigen, wenn man 
durch gewöhnliche Division soviel Anfangsziffern der gesuchten Mantisse 
berechnet, als nach Artikel 313 erforderlich sind, um sie von allen andern 
desselben Nenners unterscheiden zu können (für die Tafel III nicht mehr 
als 2), und sämtliche demselben Nenner entsprechende Perioden durch- 
mustert, bis man zu jenen Anfangsziffern gelangt, welche den Anfang der 
Periode unzweifelhaft anzeigen; es muss jedoch darauf hingewiesen werden, 
dass jene Ziffern auch getrennt sein können, so dass die erste (oder mehrere) 
das Ende irgend einer Periode, die andere (oder die anderen) den Anfang 
derselben Periode bilden. 

Beispiel. Man sucht die Periode des Bruches 2 Hier hat man für 
den Modul 19 nach Tafel I ind. 12=2ind.2+ind.3=39=3 (mod. 18) 
(Artikel 57). Somit muss man, da man für diesen Fall nur eine dem 
Zähler 1 entsprechende Periode hat, die drei ersten Ziffern derselben an das 
Ende setzen, woraus man die gesuchte Periode 631578947368421052 erhält. 
— Ebenso leicht hätte man den Anfang der Periode aus den beiden ersten 


Ziffern 63 gefunden. 
2 
Wenn man die Periode des Bruches . haben will, so ist, für den 


Modul 53, ind. 45 = 2ind.3-+ind.5—=49; die Anzahl der Perioden ist hier 


anna au in na ne 


Te REN 
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4=f und 49=12f+1; daher sind in der mit (1) bezeichneten Periode 
die 12 ersten Ziffern hinter die übrigen zu setzen, und die gesuchte Periode 
ist 8490566037735. Die Anfangsziffern S4 sind in diesem Falle in der 
Tafel von einander getrennt. 


Wir bemerken noch, dass man mit Hülfe der Tafel II auch 
eine Zahl finden kann, welche für einen gegebenen Modul (der 
in ihr unter dem Namen Nenner enthalten ist) einem gegebenen Index 
entspricht, was zu zeigen wir schon im Artikel 59 versprochen haben. 
Denn offenbar kann man nach dem Vorhergehenden die Periode eines 
Bruches finden, dessen Zähler (auch wenn er unbekannt ist) der gegebene 
Index entspricht; es reicht jedoch hin, soviel Anfangsziffern dieser Periode 
aus der Tafel zu entnehmen, als der Nenner Ziffern hat; aus jenen leitet 
man dann nach Artikel 313 den Zähler oder die gesuchte dem gegebenen 
Index entsprechende Zahl her. 


317. 


Nach dem Vorhergehenden kann die Mantisse eines jeden Bruches, 
dessen Nenner eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl innerhalb 
der Grenzen der Tafel ist, auf beliebig viele Ziffern ohne Rechnung ab- 
geleitet werden; aber vermöge der Untersuchungen im Anfange dieses 
Abschnittes erstreckt sich die Anwendung der Tafel noch viel weiter und 
umfasst sämtliche Brüche, deren Nenner Producte aus Primzahlen oder 
Potenzen von Primzahlen innerhalb ihrer Grenzen sind. Denn da ein 
solcher Bruch in solche zerlegt werden kann, deren Nenner diese Factoren 
sind, und man diese in Decimalbrüche bis auf beliebig viele Stellen ver- 
wandeln kann, so bleibt nur übrig, die letzteren zu einer Summe zu ver- 
einigen. Übrigens wird es kaum nötig sein, darauf hinzuweisen, dass die 
letzte Ziffer dieser Summe kleiner als die richtige werden kann; offenbar 
kann aber der Unterschied nicht auf soviele Einheiten ansteigen, als Teil- 
Brüche addiert werden, so dass es also gut sein wird, diese auf einige 
Stellen weiter zu berechnen, als der gegebene Bruch richtig werden soll. 

[a 
Beispielshalber betrachten wir den Bruch ie, dessen Nenner 
das Product aus den Zahlen 16, 9, 5, 49, 13, 47, 59 ist. Nach den oben 
11 22 5 


EN 4 
angegebenen Principien findet man F=1+ 16 +3 Fr : u +73 
7 


52 i A \ 
Tag und diese Teilbrüche werden in folgender Weise in Decimal- 


brüche verwandelt: 


*) Dieser Bruch ist einer von denen, welche der Quadratwurzel aus 23 möglichst 
nahe kommen, und zwar ist der Unterschied kleiner als 7 Einheiten in der zwanzigsten 
Decimalstelle. 


24” 
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an 
: — 0,6875 

= 08 

2 — 0,4444444444 4444444444 44 
- — 0,4489795918 3673469397 75 
Ei — 0,3846153846 1538461538 46 
. — 0,1489361702 1276595744 68 
2 — 0,8813559322 0338983050 84 


F= 4,1958315233 1271954166 17 


Der Unterschied dieser Summe von dem richtigen Werte ist sicher 
kleiner als fünf Einheiten in der letzten zweiundzwanzigsten Decimalstelle, 
so dass dadurch die zwanzig ersten nicht geändert werden können. Führt 
man die Rechnung auf noch mehr Decimalstellen weiter, so ergeben sich 
für die beiden letzten Ziffern 17 die folgenden 1893936... 


Übrigens wird jeder, auch ohne dass wir besonders darauf hinweisen, 
einsehen, dass diese Methode, gemeine Brüche in Decimalbrüche zu ver- 
wandeln, besonders für denjenigen Fall berechnet ist, wo man viele Decimal- 
stellen haben will; denn wenn wenige genügen, kann die gewöhnliche Divi- 
sion oder die Rechnung mit Logarithmen meistens ebenso bequem an- 
gewendet werden. 


318. 


Da somit die Verwandlung solcher Brüche, deren Nenner aus mehreren 
verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sind, bereits auf denjenigen Fall 
zurückgeführt ist, wo der Nenner eine Primzahl oder eine Potenz einer Prim- 
zahl ist, so wollen wir nur noch Einiges über die Mantissen jener hin- 
zufügen. Wenn der Nenner den Factor 2 oder 5 nicht enthält, so wird die 
Mantisse auch hier aus Perioden bestehen, da man auch für diesen Fall in 
der Reihe 10, 100, 1000,... schliesslich zu einem Gliede gelangt, welches 
der Einheit nach diesem Nenner congruent ist, und zugleich wird der Ex- 
ponent dieses Gliedes, welcher nach Artikel 92 leicht bestimmt werden kann, 
die von dem Zähler nicht abhängende Grösse der Periode anzeigen, wofern 
der Zähler prim zum Nenner ist. — Ist aber der Nenner von der Form 
2° 5PN, wo N eine zu 10 prime Zahl ist und «,ß Zahlen bezeichnen, von 
denen wenigstens eine nicht gleich O ist, so wird die Mantisse des Bruches 
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erst nach den ersten «a oder ß Ziffern (je nachdem « oder ß grösser ist) 
nur noch aus lauter Perioden bestehen, welche mit den Perioden der Brüche, 
deren Nenner N ist, hinsichtlich ihrer Länge übereinstimmen, Dies leitet 
man leicht daraus her, dass jener Bruch in zwei andere mit den Nennern 
9% 58 und N zerlegbar ist, von denen der erstere nach den ersten «a oder ß 
Ziffern abbricht. — Übrigens könnten wir über diesen Gegenstand noch viele 
andere Bemerkungen hinzufügen, besonders in Bezug auf die Kunstgriffe, 
welche man anwenden kann, um eine solche Tafel wie III möglichst schnell 
zu construieren; doch unterdrücken wir dies an dieser Stelle der Kürze wegen 
um so lieber, da mehreres hierher gehörige sowohl von Robertson a. a. O., 
als auch von Bernoulli (Now. Mem. de V’.Ac. de Berlin 1771, p. 278) be- 
reits angegeben worden ist. 


Auflösung der Congruenz «= A durch die Methode der 
Ausschliessung. 


319: 

Die Möglichkeit der Congruenz @= A (mod. m), welche mit der 
unbestimmten Gleichung #?—= A-+ my übereinstimmt, haben wir im Ab- 
schnitt IV (Artikel 146) in einer Weise behandelt, dass nichts mehr zu 
wünschen übrig bleiben dürfte; hinsichtlich der Ermittlung der Unbe- 
kannten selbst aber haben wir schon oben (Artikel 152) bemerkt, dass 
indireete Methoden den direeten bei Weitem vorzuziehen seien. Ist m eine 
Primzahl (auf welchen Fall die übrigen leicht zurückgeführt werden können), 
so könnten wir zu diesem Zwecke die Tafel I der Indices (nach der Be- 
merkung im Artikel 316 in Verbindung mit Tafel III) benutzen, wie wir im 
Artikel 60 allgemeiner gezeigt haben; doch würde dieses Verfahren auf die 
Grenzen der Tafel beschränkt sein. Aus diesen Gründen wird hoffentlich 
die folgende allgemeine und bequeme Methode den Liebhabern der Arith- 
metik nicht unerwünscht sein, 

Vor Allem bemerken wir, dass es genügt, wenn man nur diejenigen 
Werte von « hat, welche positiv und nicht grösser als 3 m sind, da jeder 
andere irgend einem von diesen Werten selbst oder einem mit negativen 
Vorzeichen genommenen nach dem Modul m congruent ist; für einen solchen 
Wert von x aber wird der Wert von y notwendig zwischen den Grenzen 


A A 
Fon: und 4m — enthalten sein. Die Methode, welche sich unmittelbar 


darbietet, würde also darin bestehen, dass man für die einzelnen innerhalb 
dieser Grenzen liegenden Werte von y, deren Gesamtheit wir mit Q& be- 
zeichnen, den Wert von A -+ my, den wir mit V bezeichnen, berechnet und 
nur diejenigen beibehält, für welche Y ein Quadrat wird. Ist m eine kleine 
Zahl (z. B. unterhalb 40 gelegen), so ist dieser Versuch so kurz, dass er 
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einer Zusammenziehung kaum bedarf; wenn aber m gross ist, so kann die 
Arbeit durch die folgende Methode der Ausschliessung, soweit man will, ab- 
gekürzt werden. 


320. 
Es sei E eine beliebige ganze Zahl, welche prim zu m und grösser 
als 2 ist; ferner seien alle ihre verschiedenen (d. h. nach E incongruenten) 
quadratischen Reste: a,b, c,...; endlich die Wurzeln der Congruenzen 


A+myZa AH+my=b, A+my=c,... (inod. E) 


gleich =, ß,Y, ... respective, die wir sämtlich positiv und kleiner als E 
annehmen dürfen. Wenn man nun y einen Wert beilegt, der irgend einer 
von den Zahlen «,ß,y,... nach dem Modul Z congruent ist, so wird der 
daraus entstehende Wert von V= A -+ my irgend einer der Zahlen a,b,6,... 
congruent und somit Nichtrest von E sein; mithin kann er kein Quadrat 
sein. Hieraus geht hervor, dass aus @ sogleich alle Zahlen als untauglich 
ausgeschlossen werden können, welche unter den Formen Et -+ a, Et+Bß, 
Et+Y,... enthalten sind, und es wird genügen, den Versuch mit den 
übrigen, deren Complex ©’ sei, anzustellen. Bei jener Operation kann man 
der Zahl E den Namen Exkludent geben. 

Nimmt man aber als Exkludenten eine andere passende Zahl 2,180 
findet man auf ganz dieselbe Weise soviel Zahlen a’, Bi 7%: als: man 
verschiedene quadratische Nichtreste hat, denen y nach dem Modul Z’ nicht 
congruent sein kann. Daher kann man wiederum aus @ alle unter den 
Formen E't+ a, EB, E't-+-Y\,... enthaltenen Zahlen weglassen. Auf 
diese Weise kann man fortfahren, indem man immer andere und andere 
Exkludenten anwendet, bis die Anzahl der Zahlen in @ soweit verringert 
ist, dass es nicht schwieriger erscheint, mit allen übrigbleibenden den 
Versuch wirklich anzustellen, als neue Ausschliessungen vorzunehmen. 


Beispiel. Ist die Gleichung 2? = 22 + 97y gegeben, so sind die Grenzen 


22 


22 
der Werte von y gleich — 97 und 244 — gm: so dass (da die Untauglich- 


keit von O0 unmittelbar klar ist) @ die Zahlen 1,2,3,..., 24 umfasst. Für 
E=35 erhält man den einzigen Nichtrest a —= 2; hieraus wird «a — 1; daher 
sind aus © alle Zahlen von der Form 32-+1 auszuschliessen; die Anzahl 
der übrigbleibenden ©’ ist 16. Ebenso erhält man für F=4: a— 2, DB, 
woraus «&=(0,ß=]1 wird; demnach sind alle Zahlen von der Form 4£ und 
42-1 wegzulassen, und es bleiben die folgenden acht: 2, 8,0, 11,14, 35, 
18, 23. Ebenso findet man für F=5, dass die Zahlen von den Formen 5t 
und 52+ 3 auszuschliessen sind; es bleiben also die folgenden: 2, 6, 11, 14. 
Der Exkludent 6 würde die Zahlen von den Formen 6£-+1 und 6t+4 
beseitigen; diese aber (welche mit den Zahlen von der Form 3? -+ 1 überein- 
stimmen) sind schon weggelassen. Der Exkludent 7 beseitigt die Zahlen 
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von den Formen 7t-+ 2, 7t+ 3, 7#+5 und lässt die folgenden übrig: 6, 11, 14. 
Substituiert man diese für y, so ergiebt sich V = 604, 1089, 1550, von 
denen nnr der zweite Wert ein Quadrat ist. Aus diesem wird = #33. 


321. 


Da die mit dem Exkludenten E angestellte Operation von den Werten 
von V, welche den Werten von y in Q entsprechen, alle diejenigen ausschliesst, 
welche quadratische Nichtreste von E sind, die Reste derselben Zahl aber 
unberührt lässt, so sieht man leicht, dass sich die Anwendung von Z und 
%E in nichts unterscheidet, wenn E ungerade ist, da in diesem Falle X und 
9E dieselben Reste und Nichtreste haben. Hieraus geht hervor, dass, wenn 
man der Reihe nach die Zahlen 3, 5, 7,... als Exkludenten anwendet, die 
ungerademal geraden Zahlen 6, 10, 14,... als unnütz übergangen werden 
müssen. Ferner ist ersichtlich, dass die doppelte mit den Exkludenten E, E’ 
angestellte Operation alle diejenigen Werte von V beseitigt, welche Nicht- 
reste entweder jeder der beiden Zahlen E, E'’ oder nur einer von ihnen 
sind, während diejenigen, welche Reste von beiden sind, zurückbleiben. Da 
nun in dem Falle, wo E und E’ keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, 
jene weggeworfenen Zahlen sämtlich Nichtreste und diese übrig bleibenden 
Reste des Products ZE’ sind, so ist klar, dass die Anwendung des Exklu- 
denten EE’ in diesem Falle ganz dasselbe bewirkt, wie die Anwendung 
von E und E’, und dass somit jene nach dieser überflüssig wird. Daher 
kann man auch alle diejenigen Exkludenten übergehen, welche in zwei zu 
einander prime Factoren zerlegt werden können, und es reicht aus, die- 
jenigen zu benützen, welche entweder (in m nicht aufgehende) Primzahlen 
oder Potenzen von Primzahlen sind. Endlich ist klar, dass nach der An- 
wendung des Exkludenten p", weleher eine Potenz einer Primzahl p ist, 
der Exkludent p oder p', falls v< p. ist, überfiüssig wird; denn da »" unter 
den Werten von V nur Reste von sich übrig lässt, so werden um so weniger 
Nichtreste von p oder irgend einer niedrigeren Potenz p’ noch vorhanden sein. 
Ist aber p oder p’ schon vor p" angewendet worden, so kann dieses offen- 
bar nur solche Werte von V beseitigen, welche gleichzeitig Reste von p 
(oder p’) und Nichtreste von p" sind; daher wird es ausreichen, nur 
solche Nichtreste von p" für a, d, c,... zu nehmen. 


322. 


Die Berechnung der Zahlen o, ß, 7...» welche irgend einem ge- 
gebenen Exkludenten E entsprechen, wird durch die folgenden Bemerkungen 
erheblich zusammengezogen. Es seien A, 8, &,... die Wurzeln der 
Congruenzen my=a, my=b, my=6,... (mod. E) und % die Wurzel der 
Congruenz my ="—A, so wird offenbar « = A+k,B=eB+ky=c+th... 
Wenn wir nun X, 8, €,... wirklich dureh Auflösung jener Congruenzen 
ermitteln müssten, so würde dieser Weg, die Zahlen «, ß, y,... zu finden, 
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jedenfalls um nichts kürzer sein, als der, welchen wir oben gezeigt haben; 
doch ist jenes keineswegs notwendig. Wenn nämlich zunächst X eine Prim- 
zahl und m quadratischer Rest von E ist, so geht aus Artikel 98 hervor, 


dass 4, 8, @,..., welches die Werte der Ausdrücke nt 


m. m Mm! 

(mod. E) sind, verschiedene Nichtreste von H werden und daher mit 
a, ß, Y, ... vollständig übereinstimmen, abgesehen von ihrer Reihenfolge, 
auf die hier nichts ankommt; wenn dagegen unter derselben Voraussetzung 
m Nichtrest von E ist, so werden die Zahlen U, 8, &, ... mit sämtlichen 
quadratischen Resten nach Weglassung der 0 übereinstimmen. — Ist E 
das Quadrat einer (ungeraden) Primzahl, etwa gleich p®, und ist schon p 
als Exkludent benutzt, so reicht es nach dem vorigen Artikel aus, für 
a,b, c,.... diejenigen Nichtreste von p? zu nehmen, welche Reste von p 
sind, d. h. die Zahlen p, 2p, 3P, ..., 2?—p (nämlich alle Zahlen unter- 
halb p°, ausser 0, welche durch » teilbar sind); hieraus aber ist leicht 
ersichtlich, dass für U, 8, &,... ganz dieselben Zahlen, nur in anderer 
Reihenfolge, hervorgehen müssen. Analog wird es, wenn nach der An- 
wendung der Exkludenten p und pP? E=p? gesetzt wird, ausreichen, für 
a, b, c,.... die Producte der einzelnen Nichtreste von p mit p? zu nehmen, 
wodurch für 4, 8, @, ....entweder dieselben Zahlen, oder die Producte 
von p? in die einzelnen Reste von p ausser 0 hervorgehen werden, je nach- 
dem m Rest oder Nichtrest von p ist. Allgemein nimmt man für X eine 
beliebige Potenz einer Primzahl, etwa p", nachdem alle niedrigeren Potenzen 
bereits angewendet worden sind, so wird man für W,8,6,... die Producte 
von 92"! entweder in sämtliche Zahlen, die kleiner als p sind, (0 immer 
ausgeschlossen), falls p. gerade ist, oder in alle unterhalb p liegende Nicht- 
reste von p, falls x ungerade und mp ist, oder in alle Reste, falls mNp 
ist, erhalten. — Ist E=4 und daher a=2,b=3, so erhalten wir für 
U, B entweder 2 und 3 oder 2 und 1, je nachdem m=1 oder=3 (mod. 4) 
ist. Wenn nach Anwendung des Exkludenten 4 E—8 gesetzt wird, so 
haben wir «—=5, woraus X gleich 5, 7, 1, 3 wird, je nachdem m = 1,3, 
9, 7 (mod. 8) ist. Allgemein aber, wenn E eine beliebig höhere Potenz 
von 2 etwa 2" ist, so muss man, nachdem die niedrigeren Potenzen von 2 
bereits angewendet sind, a 21, 9 —3.9#2 setzen, wenn p. gerade ist, 
woraus = 21 B—3.29%72 oder = 92 wird, je nachdem m =1 oder 
=3 ist; ist aber » ungerade, so muss man a— 5.93 setzen, wonach A 
gleich dem Producte der Zahl 2""3 in eine der Zahlen 5,7, 1 oder 3 wird, 
je nachdem m=1, 3, 5, oder 7 (mod. 8) ist. 

Übrigens werden Kundige sich leicht einen Apparat ersinnen, durch 
welchen die untauglichen Werte von y aus @ mechanisch entfernt werden 
können, nachdem für so viele Exkludenten, als nötig erscheinen, die Zahlen 
a, B, 7%, -.. berechnet sind; doch können wir hierüber wie über andere 
Kunstgriffe, um die Arbeit abzukürzen, an dieser Stelle nicht handeln. 
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Lösung der unbestimmten Gleichung ma?’ + ny?—= A nach der 
Ausschliessungsmethode. 
323. 
Wir haben im Abschnitt V gezeigt, wie man sämtliche Darstellungen 


einer gegebenen Zahl A durch die binäre Form mx? + ny? oder die Lösungen 
der unbestimmten Gleichung mx? + ny? = A nach einer allgemeinen Methode 


. findet, die an Kürze nichts zu wünschen übrig lassen dürfte, wenn man bereits 


sämtliche Werte des Ausdrucks y— mn nach dem Modul A selbst und 


nach dem durch seine quadratischen Factoren geteilten Modul hat; hier 
werden wir aber für denjenigen Fall, wo mn positiv ist, eine Auflösung 
darlegen, die viel bequemer ist als die directe, wenn man für diese jene 
Werte erst vorher berechnen muss. Wir werden aber annehmen, dass die 
Zahlen m, n und A positiv und prim zu einander sind, da die übrigen 
Fälle auf diesen leicht zurückgeführt werden können. Offenbar genügt es 
auch, nur positive Werte von x, y zu suchen, da die übrigen aus diesen 
durch blosse Aenderung der Vorzeichen erhalten werden. 
h ü A— ma? „. 

Es ist klar, dass x so beschaffen sein muss, dass a für welchen 

Bruch wir kurz V schreiben werden, positiv, ganz und eine Quadratzahl 


werde. Die erste Bedingung erfordert, dass x nicht grösser sei als 4. die 
m 


zweite findet bereits von selbst statt, wenn a —= 1, sonst erfordert sie, dass 


A ; 
der Wert des Ausdrucks n (mod. ») quadratischer Rest von % sei; und be- 


zeichnet man sämtliche verschiedene Werte des Ausdrucks y A (mod. 2) 
m 


mit &r, &r,..., so müssen die Werte von # unter einer der Formen 
nt+r, nt—r, nt-+r',... enthalten sein. Es würde daher das einfachste 


sein, alle unterhalb der Grenze liegenden Zahlen dieser Formen, deren 
m 


Complex wir mit @ bezeichnen, für x zu substituieren und nur diejenigen 
beizubehalten, für welche V ein Quadrat wird. Wir werden im folgenden 
Artikel zeigen, wie man dieses heuristische Verfahren, soweit man will, zu- 
sammenziehen kann. 


324. 

Die Methode der Ausschliessungen, nach welchen wir dies bewirken 
werden, besteht ebenso wie in der vorigen Untersuchung darin, dass man 
mehrere Zahlen, die wir auch hier Exkludenten nennen, nach Belieben an- 
nimmt, sodann untersucht, für welche Werte von x der Wert von V qua- 
dratischer Nichtrest von diesen Exkludenten wird, und derartige x aus © 
wegwirft. Durch eine Schlussreihe, die derjenigen, welche wir im Art. 321 
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auseinandergesetzt haben, vollkommen analog ist, geht hervor, dass nur 
solche Exkludenten anzuwenden sind, welche Primzahlen oder Potenzen von 
Primzahlen sind, und für einen Exkludenten der letzteren Art nur diejenigen 
Nichtreste desselben aus den Werten von V wegzulassen sind, welche Reste 
sämtlicher niederen Potenzen derselben Primzahl sind, wofern die Aus- 
schliessung mit diesen bereits durchgeführt ist. 

Es sei daher der Exkludent E=p* (einschliesslich desjenigen Falles, 
wo „=1 ist), wo p eine in m nicht aufgehende Primzahl ist, und es werde 
angenommen“), dass 9’ die höchste Potenz derselhen Primzahl sei, durch 
welche » teilbar ist. Es seien ferner a, b,c,... quadratische Nichtreste von X 
(und zwar sämtliche, wenn »—1, die notwendigen oder diejenigen, welche Reste 
der niedrigeren Potenzen sind, wenn > 1 ist). Berechnet man die Wurzeln 
der Congruenzen e = A— na, mw=A— nb, mm = A — ne, 
(mod. Ep’ = p"*”), welche a, ß, y,.... sein mögen, so ergiebt sich leicht, 
dass, wenn für irgend einen Wert von x @=a (mod. Ep’) wird, der ent- 
sprechende Wert von V=«a (mod. E) oder Nichtrest von E wird, und 
ebenso in Bezug auf die übrigen Zahlen B, Y% ... Ebenso leicht ist um- 
gekehrt ersichtlich, dass, wenn irgend ein Wert von x die Congruenz 
VZa (mod. _E) zu Stande bringt, für ebendenselben x? = «a (mod. Ep’) ist, 
und dass somit sämtliche Werte von x, für welche x? keiner der Zahlen 
a, ß, 7, ... nach dem Modul Ep’ congruent ist, solche Werte von 7 hervor- 
bringen, welche keiner der Zahlen, a, b, c,... nach dem Modul X con- 
gruent sind. Man wähle nun aus den Zahlen %B 7%... sämtliche 
quadratischen Reste von Ep”, welche g, 9, 9", ... sein mögen, aus, be- 


rechne die Werte der Ausdrücke y9, v9, Y9”; ... (mod. Ep’) und nehme 


an, dass sich hieraus die Werte +, +, +M", ... ergeben. Wenn 
dies in dieser Weise geschehen, so ist klar, dass sämtliche Zahlen von 
den Formen Ept+h, Ept+MW, Ept=&h',... sicher aus & weggelassen 
werden können, und dass keinem nach dieser Ausschliessung in @ noch 
verbleibenden Werte .von x ein Wert von V entsprechen kann, der unter 
den Formen Eu -+a, Eu + b, Eu-+c,.... enthalten ist. Übrigens werden 
offenbar solche Werte von 7 schon an und für sich aus keinem Werte 
von x hervorgehen können, wenn sich unter den Zahlen 8,7, au Keine 
quadratischen Reste von Ep’ vorfinden, und daher kann in diesem Falle 
die Zahl E als Exkludent nicht angewendet werden. — Derartige Ex- 
kludenten kann man so viele, als man will, anwenden, und daher können 
auf diese Weise die Zahlen in Q nach Belieben verringert werden. 

Wir wollen nun zusehen, ob man nicht auch Primzahlen, welche in m 
aufgehen, oder Potenzen solcher Primzahlen als Exkludenten benutzen 


kann. Ist B der Wert des Ausdrucks r (mod. m), so ergiebt sich, dass 


*) Der Kürze wegen fassen wir die beiden Fälle, in denen n durch p teilbar 
und nicht teilbar ist, zusammen; im letzteren muss man v=0 setzen. 


ler} 


n. le: Ki A 
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V stets B nach dem Modul m congruent wird, welcher Wert auch für 
genommen werden möge, und dass somit zur Möglichkeit der gegebenen 
Gleichung notwendig erforderlich ist, dass B quadratischer Rest von m ist. 
Bezeichnet daher p irgend einen ungeraden Primteiler von m, welcher nach 
Voraussetzung in »n und A und somit auch in B nicht aufgeht, so ist V7 
für jeden beliebigen Wert von x Rest von » und daher auch von jeder be- 
liebigen Potenz von 9; mithin können p und seine Potenzen nicht als Ex- 
kludenten genommen werden. — Aus ganz analogem Grunde ist, wenn m 
durch 8 teilbar ist, zur Möglichkeit der gegebenen Gleichung notwendig 
erforderlich, dass B==1 (mod. 8) sei, weshalb auch für jeden beliebigen 
Wert von x: V=1 (mod. 8) wird und somit die Potenzen von 2 als Ex- 
kludenten nicht geeignet sind. — Wenn aber m durch 4 jedoch nicht durch 
8 teilbar ist, so muss aus ähnlichem Grunde B=1 (mod. 4) und der Wert 


A i 
des Ausdrucks = (mod. 8) entweder 1 oder 5 sein; derselbe möge mit C 


bezeichnet werden. Man sieht ohne Schwierigkeit, dass für einen geraden 


woraus hervorgeht, dass die geraden Werte zu verwerfen sind, wenn Ö=°, 
die ungeraden, wenn C=1 ist. — Ist endlich m durch 2 aber nicht durch 


4 teilbar, so sei wie vorher C der Wert des Ausdrucks - (mod. 8), wel- 


im 
cher gleich 1, 3, 5 oder 7 ist, und D der Wert von . (mod. 4), welcher 


6) 


gleich 1 oder 3 ist. Da nun der Wert von V offenbar immer = C — 2Dx? 
(mod. 8) und daher für ein gerades #:=(, für ein ungerades = 0 — 2D 
ist, so folgert man hieraus leicht, dass alle ungeraden Werte von x zu ver- 
werfen sind, wenn O=1, alle geraden, wenn O=3 und D=1 oder C=1 
und D=3 ist, und dass für alle übrigbleibenden Werte V=1 (mod. 8) 
oder also Rest einer jeden Potenz von 2 ist; in den übrigen Fällen aber, 
nämlich wenn C=5 oder C=3 und D=3 oder C=7 und D=1 ist, 
wird V=3, 5 oder 7 (mod.8), mag x gerade oder ungerade genommen 
werden, woraus erhellt, dass in diesen Fällen die gegebene Gleichung 
überhaupt keine Lösung besitzt. 

Da wir übrigens auf ganz ähnliche Weise, wie wir hier den Wert von 
x durch Ausschliessungen finden lehrten, auch, mit den notwendigen 
Änderungen, den Wert von y hätten ableiten können, so kann man die 
Methode der Ausschliessung auf die Lösung des vorgelegten Problems 
stets auf zweierlei Art anwenden (falls nicht m—=n=1 ist, wo beide 
Arten zusammenfallen), von denen in den meisten Fällen diejenige vor- 
zuziehen ist, für welche @ eine kleinere Anzahl von Gliedern enthält, was 
sich leicht von vornherein abschätzen lässt. — Schliesslich wird es kaum 
nötig sein zu bemerken, dass, wenn nach einigen Ausschliessungen sämtliche 
Zahlen aus Q herausgefallen sind, dies als ein sicheres Zeichen für die 
Unmöglichkeit der gegebenen Gleichung zu betrachten ist. 
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325. 


Beispiel. Es sei gegeben die Gleichung 3x? + 455? = 10857362, die 
wir auf doppelte Weise lösen wollen, zuerst dadurch, dass wir die Werte 
von x, sodann dadurch, dass wir die Werte von y suchen. — Die Grenze 


jener ist in diesem Falle y 36191202, welche zwischen 1902 und 1903 


fällt; der Wert des Ausdrucks (mod. 455) ist 354, und die Werte des 


Ausdrucks /354 (mod, 455) sind +82, +152, #173, +212. Hiernach 
besteht @ aus den folgenden 33 Zahlen: 82, 152, 173, 212, 243, 282, 303, 
373, 537, 607, 628, 667, 698, 737, 758, 828, 992, 1062, 1083, 1122, 1153, 
1192, 1213, 1283, 1447, 1517, 1538, 1577, 1608, 1647, 1668, 1738, 1902. 
Die Zahl 3 kann in diesem Falle nicht! als Exkludent genommen werden, 
da sie in m aufgeht. Für den Exkludenten 4 hat mana—=2, b=3, woraus 


«=0, ß=3;9=0 und als Werte des Ausdrucks y/g (mod. 4) die folgenden: 


0 und 2; hieraus folgt, dass alle Zahlen von den Formen 44 und 4#-+ 2, 
d. h. alle geraden Zahlen aus Q wegzulassen sind; die (sechzehn) übrigen 
mögen mit 9’ bezeichnet werden. Für £=5, welche Zahl auch in » auf- 
geht, erhalten wir als Wurzeln der Congruenzen me = A— Mm und 
mz = A — 3n (mod. 25) die Werte 9 und 24, welche beide Reste von 25 sind, 


und die Werte der Ausdrücke j/9 und y24 (mod. 25) werden +3, +7; 


lässt man aus ©’ sämtliche Zahlen von den Formen 251 +3, 25t-+7 weg, 
so bleiben die’ folgenden zehn (9”): 173, 373, 537, 667, 737, 1083, 1213, 
1283, 1517, 1577. Für E=7 hat man als Wurzeln der Congruenzen 
mz = A— 3n, m = A — 5n, me = A — 6n (mod. 49) die Werte 32, 39, 18, 
welche sämtlich Reste von 49 sind, und als Werte der Ausdrücke y32, 
y39, y18 (mod. 49) die folgenden: +9, +23, +19; lässt man aus @” 
die Zahlen von den Formen 49:+9, 49t+23, 4919 weg, so bleiben 
die folgenden fünf (9): 537, 737, 1083, 1213, 1517. Für E=8 erhält 
man «=5, somit «=5, welches Nichtrest von 8 ist; daher lässt sich der 
Exkludent 8 nicht anwenden. Die Zahl 9 ist aus demselben Grunde zu 
übergehen wie 3. Für Z=11 werden die Zahlen a, b, ... respective 
2, 6, 7, 8, 10, ferner v=0, somit die Zahlen a, ß,....—=8, 10, 5, 0, 1, 
von denen nur drei Reste von 11 sind, nämlich 0, 1, 5; hieraus ergiebt 
sich, dass aus @’”’ die Zahlen von den Formen 114, 111+1, 111+5 weg- 
zulassen sind, so dass nur noch 537, 1083, 1213 übrig bleiben. Stellt man 
mit diesen die Probe an, so ergeben sich für 9 die Werte 21961, 16129, 
14161 respective, von denen nur der zweite und dritte Quadrate sind. 
Daher besitzt die gegebene Gleichung zwei Lösungen durch positive Werte 
von x, y, nämlich = 1083, y= 127 und «= 1213, y= 119. 

Zweitens. Wenn man die andere der beiden Unbekannten derselben 
Gleichung durch Ausschliessungen ermitteln will, so setze man diese 
Gleichung unter die Form 4552? + 392 = 10857362, indem man x mit y 
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vertauscht, um sämtliche Bezeichnungen der Artikel 323, 324 beibehalten 
zu können. Die Grenze der Werte von « fällt hier zwischen 154 und 


155; der Wert von 2 (mod. n) ist 1, die Werte von y/1 (mod. 3) sind 


1 und —1. Daher enthält QO alle Zahlen von den Formen 3?-+-1 und 
3t— 1, d. h. alle durch 3 nicht teilbaren Zahlen bis zu 154 einschliesslich, 
deren Anzahl gleich 103 ist; wendet man aber die oben gegebenen Prin- 
zipien an, so findet man, dass für die Exkludenten 3; 4; 9; 11; 17; 19; 23 
auszuschliessen sind die Zahlen von den Formen: 91+4; 45, 42 oder 
alle geraden Zahlen; 277+1, 277+10; 115, ik 21 14 3; IE 
1744, 1745, 1747; 19 #2, 19 #3, 1% #8, 1 E 9; 281, tel, 
23:45, 23t+7, 23149, 23t+10. Werden diese weggelassen, so bleiben 
übrig: 119, 227, welche beide für V ein Quadrat und dieselben Lösungen 
ergeben, zu denen wir oben gelangt waren. 


326. 

Die vorstehend angegebene Methode ist schon an und für sich 
so bequem. dass sie kaum etwas zu wünschen übrig lässt; trotzdem kann 
sie noch durch mannigfache Kunstgriffe, von denen wir hier nur 
einige kurz berühren können, erheblich zusammengezogen werden. 
Wir beschränken unsere Untersuchung auf denjenigen Fall, wo der Exkludent 
eine ungerade in A nicht aufgehende Primzahl oder eine Potenz einer 
solchen Primzahl ist, zumal da die übrigen Fälle entweder auf diesen zurück- 
geführt oder nach einer analogen Methode behandelt werden können. Nimmt 
man zunächst an, dass der Exkludent £= p eine in m, » nicht aufgehende 


} A b 9 
Primzahl sei, und dass die Werte der Ausdrücke —, u A ; a ER 
m m Mm m 
(mod. p) respective %, U,B, €, ... seien, so findet man die Zahlen a,ß, 7,-.. 


mit Hülfe der Congruenzen: aek + U, B=Ek+B,1=k+6,... (mod. p). 
Die Zahlen A, ®, €, .... können aber durch einen Kunstgriff, der dem im 
Artikel 322 benutzten ganz ähnlich ist, ohne Auflösung der Congruenzen 
ermittelt werden, und werden entweder mit sämtlichen Nichtresten oder mit 
sämtlichen Resten von p (ausser 0) übereinstimmen, je nachdem der Wert 


des Ausdrucks — — (mod. p) oder (was hier auf dasselbe hinauskommt) die 


Zahl — mm Rest oder Nichtrest von p ist. So wird in dem Beispiel II des 
vorigen Artikels fir Z=17: k=17; -mm= — 1366 = 12 ist Nichtrest 
von 17; daher sind die Zahlen 4,8, ... respective 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 
und daher die Zahlen a, ß, ... respective 8, 9, 11, 15, 16, 3, 5, 6; von diesen 
sind 8,9, 11,15, 16 Reste; somit werden + h, W, ... hier: #5, 3,7, 4. — Die- 
jenigen, welche öfters Gelegenheit haben, derartige Probleme zu lösen, werden 
sich die Sache erheblich erleichtern, wenn sie für mehrere Primzahlen p die 
Werte von h,h',..., welche den einzelnen Werten von %(1,2,3,...,P— 1) 
entsprechen, unter jeder der beiden Annahmen (nämlich dass — mn Rest 
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oder Nichtrest von p sei) berechnen. Übrigens bemerken wir noch, dass 
. die Anzahl der Zahlen h, —h,h', ... stets gleich 4(p — 1), wenn jede der 
beiden Zahlen k und — mn Rest oder jede Nichtrest von 2 ist; ferner gleich 
3(P — 3), wenn die erste Rest, die zweite Nichtrest, und gleich J(p-+ 1) 
ist, wenn die erste Nichtrest, die zweite Rest ist; doch müssen wir den 
Beweis dieses Satzes, um nicht zu weitläufig zu werden, unterdrücken. 
Was aber zweitens diejenigen Fälle betrifft, wo E eine in » auf- 
gehende Primzahl oder die Potenz einer (ungeraden) Primzahl ist, mag die- 
selbe in n aufgehen oder nicht, so können dieselben noch einfacher be- 
handelt werden. Alle diese Fälle behandeln wir gleichzeitig und setzen, 
unter Beibehaltung sämtlicher Bezeichnungen des Artikels 324, n=n'p’, so 
dass »’ durch 9» nicht teilbar ist. Die Zahlen a, db, c,... sind Producte 
der Zahl p*”! entweder in alle unterhalb p gelegene Zahlen (ausser 0) oder 
in alle Nichtreste von p unterhalb », je nachdem p gerade oder ungerade 
ist; dieselben mögen unbestimmt durch up"! dargestellt werden. Ist % 


der Wert des Ausdrucks & (mod. p**”), so ist derselbe durch p nicht 


teilbar, weil dieselbe Eigenschaft bei A vorausgesetzt wird; ferner ist klar, 
dass alle Zahlen «, ß, y,... der Zahl % nach dem Modul p congruent werden 
und daher p* in © keine Ausschliessung bewirkt, wenn kNp ist; ist aber Rp 
und daher auch kRp"*”, so sei r der Wert des Ausdrucks yk (mod. p**”), 


welcher durch p nicht teilbar ist, und e der Wert von — 5 (mod. p); dann 


ist a=r? + 2erap’ (mod. p"*”), woraus leicht folgt, dass « Rest von port 
ist und die Werte von ya (mod. p"*”) werden: #(r-+eap”). Demnach 
werden sämtliche Werte A}, h’ W’,... dargestellt durch r + up" 71, End- 
lich schliesst man hieraus leicht, dass die Zahlen h, %’, W’', .... entstehen 
durch Addition der Zahl r und der Producte der Zahl p"*”’”1 entweder in 
alle Zahlen unterhalb p (ausser 0), falls p gerade ist, oder in alle Nicht- 
reste von » unterhalb dieser Grenze, falls p ungerade und eRp oder, was 
hier auf dasselbe hinauskommt, falls — 2mrn’Rp ist, oder in alle Reste 
(ausser 0), falls u ungerade und — 2mrn’Np ist. 

Übrigens wird man auch, sobald für die einzelnen Exkludenten, welche 
man anwenden will, die Zahlen A, W, ... ermittelt sind, die Ausschliessung 
selbst auch durch mechanische Operationen bewirken können, wie sie sich 
jeder in diesen Dingen Erfahrene leicht selbst wird ersinnen können, wenn 
es sich der Mühe lohnen sollte. 

Endlich müssen wir bemerken, dass jede Gleichung ax®-+ 2bxy+cy?=M, 
in welcher b®®—.ac eine negative Zahl =—D ist, leicht auf die im Vor- 
stehenden betrachtete Form zurückgeführt werden kann. Bezeichnet man 
nämlich den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, b.mit m und 
setzt man: 


xD 
a=mo, b=mb', Pen dc—-mbl?—n, dz+lby=i, 
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so ist jene Gleichung offenbar der folgenden Gleichung mx’? + ny?—= «'M, 
welche nach den oben angegebenen Regeln gelöst werden kann, äquivalent. 
Von den Lösungen dieser sind aber nur die beizubehalten, in denen 
x'—Db'y durch a teilbar ist, oder aus denen sich ganze Werte für x ergeben. 


Andere Methode, die Congruenz «”=A zu lösen für den 
Fall, in welchem 4A negativ ist. 


327. 

Während die im Abschnitt V enthaltene directe Lösung der Gleichung 
ax? + 2bxy + cy? = M die Werte des Ausdrucks v®— ac (mod. M) als be- 
kannt voraussetzt, liefert umgekehrt in dem Falle, wo b?—.ac negativ 
ist, die im Vorhergehenden auseinandergesetze indirecte Auflösung eine 
sehr einfache Methode, jene Werte zu ermitteln, welche besonders für 
einen sehr grossen Wert von M der Methode des Artikels 322 u. ff. bei 
weitem vorzuziehen ist. Wir nehmen aber an, dass M eine Primzahl sei, 
oder dass wenigstens, wenn sie eine zusammengesetzte Zahl ist, ihre Fac- 
toren noch unbekannt seien; denn wenn man wüsste, dass die Primzahl p 
in M aufgeht, und M—=p"NM’ ist, so dass M’ den Factor p nicht mehr enthält, 


so würde es weit bequemer sein, die Werte des Ausdrucks v®— ac für die 


Moduln p* und M’ einzeln (die ersteren aus den Werten für den Modul », 
Artikel 101) zu ermitteln und aus der Combination dieser die Werte nach 
dem Modul M abzuleiten (Artikel 105). 


Es sind daher sämtliche Werte des Ausdrucks y-D (mod. M) zu 


suchen, wo D und M als positiv und M unter der Form der Teiler von 
x? + D enthalten vorausgesetzt werden (Artikel 147 u. ff.), letzteres deshalb, 
weil sonst von vornherein feststände, dass keine Zahlen dem gegebenen 
Ausdruck genügen können. Es seien die gesuchten Werte, von denen stets 
je zwei einander entgegengesetzt sind, &£r, £r, &r",...undD+r?=Mh 
D+r?=MW, D+r"’=M%',...; ferner mögen die Klassen, zu denen 
die Formen (M, r,h), (M,—r,h), (M, r',W), (M, —r',W), (M,r",%"'), 
(M, —r’,h'),... gehören, respective mit &, — &,C&, — d,&"', — €",... 
und ihr Complex mit © bezeichnet werden. Diese Klassen sind zwar, all- 
gemein zu reden, als unbekannt zu betrachten; trotzdem ist ersichtlich, 
erstens dass sie sämtlich positiv und eigentlich primitiv sind, zweitens, dass 
sie sämtlich zu demselben Geschlechte gehören, dessen Character aus der 
Beschaffenheit der Zahl M, d.h. aus ihren Beziehungen zu den einzelnen 
Primteilern von D (und überdies zu 4 und 8, wenn diese nötig sind) leicht 
erkannt werden kann (Artikel 230). Da vorausgesetzt ist, dass M unter der 
Form der Teiler von &?-+ D enthalten sei, so können wir von vornherein 
sicher sein, dass diesem Character notwendig ein positives, eigentlich pri- 
mitives Geschlecht von Formen mit der Determinante — D entspricht, ob- 
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gleich man vielleicht dem Ausdruck Y—D (mod. M) nicht genügen kann; 
da nun also dieses Geschlecht bekannt ist, kann man alle in ihm enthaltenen 
Klassen ermitteln; dieselben seien C, 0’, C”,... und ihr Complex G. Nun 
ist klar, dass jede einzelne Klasse &, — @,.. mit irgend einer Klasse in @ 
identisch sein muss; es kann auch geschehen, dass mehrere Klassen in & 
unter sich und daher mit derselben Klasse in @ identisch sind, und wenn 
@G nur eine einzige Klasse enthält, so werden alle Klassen in & mit dieser 
übereinstimmen. Wenn daher aus den Klassen O0, 0’, 0", .... die (einfachsten) 
Formen f, f',f”,... ausgewählt werden (je eine aus jeder), so wird sich von 
den einzelnen Klassen in © je eine unter diesen vorfinden. Wenn nun 
a2? + 2bxy + cy? die in der Klasse & enthaltene Form ist, so giebt es zwei 
zum Werte r gehörige Darstellungen der Zahl M durch sie, und zwar ist, 
wenn die eine z=m, y—=n ist, die ande = — m, y= — n, nur der 
eine Fall, wo D=1 ist, muss ausgenommen werden, da es in diesem vier 
Darstellungen giebt (Vgl. Artikel 180). 

Hieraus schliesst man, dass, wenn man alle Darstellungen der Zahl M 
durch die einzelnen Formen /%,f’,f”,... (nach der im Vorstehenden an- 
gegebenen indirecten Methode) ermittelt und daraus die Werte des Aus- 
drucks y-D (mod. M), zu welchen die einzelnen gehören, ableitet (Ar- 
tikel 154), sämtliche Werte dieses Ausdrucks daraus erhalten werden und 
zwar jeder einzelne zweimal oder, falls D=1 ist, viermal, womit die Auf- 
gabe gelöst ist. Finden sich unter ff, f”,... irgend welche Formen, 
durch welche M nicht dargestellt werden kann, so ist dies ein Zeichen, 
dass sie zu keiner Klasse in © gehören und somit weggelassen werden 
müssen; wenn aber M durch keine von jenen Formen dargestellt werden 
kann, so muss notwendig — D quadratischer Nichtrest von M sein. 

Hinsichtlich dieser Operationen beachte man noch folgende 
Bemerkungen. 


I. Es werden unter den Darstellungen der Zahl M durch die Formen 
, f',..., die wir hier anwenden, solche verstanden, in denen die Werte der 
Unbestimmten prim zu einander sind; erhält man irgend welche andern, 
in denen diese Werte einen gemeinschaftlichen Teiler haben (was nur dann 
der Fall sein kann, wenn y? in M aufgeht, und sicher eintritt, wenn 


M. x > E ; 
. — DR D2 ist), so müssen dieselben für den vorliegenden Zweck ganz weg- 


gelassen werden, obwohl sie in anderer Hinsicht nützlich sein können. 

Il. Unter sonst gleichen Umständen ist offenbar die Arbeit um so 
leichter, je kleiner die Anzahl der Klassen /, f,f',... ist, und somit am 
kürzesten, wenn D eine von den 65 im Artikel 303 angegebenen Zahlen ist, 
für die es in den einzelnen Geschlechtern nur eine einzige Klasse giebt. 

III. Da je zwei solche Darstellungen wie &— m, YENZTE-MYE—N 
stets zu demselben Werte gehören, so reicht es offenbar aus, nur diejenigen 
Darstellungen zu betrachten, in denen y positiv ist. Derartige verschiedene 
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Darstellungen entsprechen daher immer verschiedenen Werten des Aus- 
druckes y— D (mod. M), sodass die Anzahl aller verschiedenen Werte der 


Anzahl aller sich ergebenden Darstellungen dieser Art gleich ist (immer 
den Fall D= I ausgenommen, in welchem jene die Hälfte dieser ist). 


IV. Da man, sobald der eine der beiden entgegengesetzten Werte + r, 
— r bekannt ist, auch sofort den andern kennt, so lassen sich die Operationen 
noch etwas abkürzen. Wird der Wert r aus der Darstellung der Zahl 7 
durch eine in der Klasse C enthaltene Form gefunden, d.h. it C=(, 
so wird sich offenbar der entgegengesetzte Wert — r aus der Darstellung 
durch eine Form ergeben, welche in der zu C entgegengesetzten Klasse 
enthalten ist, die von der Klasse © verschieden ist, falls nicht etwa letztere 
ambig ist. Hieraus folgt, dass man, wenn nicht alle Klassen in @ ambig 
sind, von den übrigen nur die Hälfte zu betrachten braucht, nämlich von 
je zwei entgegengesetzten nur die eine, während die andere wegzulassen ist, 
da aus ihr, wie man auch ohne Rechnung voraussetzen kann, sich Werte 
ergeben, welche denen, die die erstere liefert, entgegengesetzt sind. Ist 
aber C ambig, so werden sich aus ihr die beiden Werte » und —r gleich- 
zeitig ergeben; es wird nämlich, wenn aus C die ambige Form ax? + 2bzy-+-cy? 
ausgewählt wurde und der Wert » aus der Darstellung e=m, y=n sich 


2b 
ergeben hat, der Wert — r sich aus der folgenden « — — m——., yon 


ergeben. 


V. Für denjenigen Fall, in welchem D=1 ist, giebt es überhaupt 
nur eine Klasse, aus der, wie wir annehmen dürfen, die Form x? + y2 aus- 
gewählt worden sei. Wenn nun der Wert r aus der Darstellung x —= m, 


y=n entsteht, so wird derselbe auch aus den Darstellungen = — m, 
yE-na—=—m ymn; c=m, y—=—n und der entgegengesetzte — r 
aus den Darstellungen = m, y-=—n; a =—m, yan; = nY— mM: 
2=—n, y=—m Sich ergeben. Daher genügt von diesen acht Dar- 


stellungen, welche nur eine Zerlegung geben, eine, wenn man nur dem 
daraus entstehenden Werte den entgegengesetzten associiert. 

VI. Der Wert des Ausdrucks VD (mod. M), zu welchem die Dar- 
stellung M = am? + 2bmn + cn? gehört, ist nach Artikel 155: (mb + ne) 
— v(ma+nb) oder irgend eine diesem Werte nach dem Modul M con- 


gruente Zahl, wenn p, v so angenommen sind, dass um +vn=1 ist, 
Bezeichnet man daher einen solchen Wert mit v, so ist: 


mv = pm(mb + nc) — v(M — mnb — n?c) = (um + vn) (mb + ne) 
= mb + nc(mod. M). 


” (mod. 21) 


ist, und auf ähnliche Weise findet man, dass v der Wert des Ausdrucks 
Gauss. 25 


Hieraus geht hervor, dass » der Wert des Ausdrucks 
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ma + nb ; Ä ; u aus 
ee (mod. M) ist. Diese Formeln sind sehr häufig derjenigen, aus 


welcher sie abgeleitet sind, vorzuziehen. 


328. 

Beispiele. I. Man sucht sämtliche Werte des Ausdrucks Y— 1365 
(mod. 5428681 =M). Die Zahl M ist hier =1,1,1,6, 11 (mod. 4, 3, 5, 7, 13) 
und daher unter der Form der Teiler von © +1, @&2+3, &@—5 und 
unter der Form der Nichtteiler von 2? +7, «2 — 13, also unter der Form 
der Teiler von x?-+ 1365 enthalten; der Character des Geschlechts, in 
welchem sich die Klassen © vorfinden, ist 1, 4; R3; Rö; N’; N13. In 
diesem Geschlecht ist nur eine einzige Klasse enthalten, aus welcher wir 
die Form 6x? + 6xy + 229,2? auswählen. Um alle Darstellungen der Zahl 
M durch diese zu erhalten, setzen wir 22 +y=x', wodurch sie übergehen 
muss in 3«'?-+455y?—=2M. Diese Gleichung besitzt vier Lösungen, in 
denen y positiv ist, nämlich y= 127, = #108; y=119, «= =# 1213. 
Hieraus ergeben sich vier Lösungen der Gleichung 6x? + 6xy + 2299? = M, 
in denen y positiv ist, nämlich: 


© | 478 | — 605 | 547 | — 666 
yıı27 | Pr Iile. 1m. 
- 


Die erste Lösung giebt für v den Wert des Ausdrucks 778 oder 


3249 
Br 
gegengesetzten Wert — 2350978, die dritte den Wert 2600262, die vierte 
den entgegengesetzten Wert — 2600262 hervor. 


II. Wenn die Werte des Ausdrucks y— 286 (mod. 4272943 = M) ge- 


sucht werden sollen, so findet man als Character des Geschlechts, in welchem 
die Klassen © enthalten sind: 1 u. 7, 8; Rl1; R13; daher ist es das Haupt- 
geschlecht, in welchem drei Klassen enthalten sind, die durch die Formen 
(1, 0,286), (14, 6, 23), (14, — 6, 23) dargestellt werden; von diesen kann man 
die dritte, da sie der zweiten entgegengesetzt ist, weglassen. Durch die Form 
x? + 286y? findet man zwei Darstellungen der Zahl M, in denen y positiv 
ist, nämlich y=103, «= +1113, aus denen sich die folgenden Werte 
des gegebenen Ausdrucks ergeben: 1493445, — 1493445. Durch die Form 
(14, 6, 23) aber ist die Zahl M nicht darstellbar, woraus folgt, dass es 
ausser den beiden gefundenen Werten keine andern weiter giebt. 


II. Ist der Ausdruck Y— 70 (mod. 997331) gegeben, so müssen die 


Klassen & in einem Geschlechte enthalten sein, dessen Character 3 u. 5, 8; 
R5; N7 ist; in diesem findet sich nur eine einzige Klasse, deren re- 
präsentierende Form (5, 0, 14) ist, Stellt man aber die Rechnung an, so 
findet man, dass die Zahl 997331 durch die Form (5, 0, 14) nicht dar- 
stellbar ist, weshalb — 70 notwendig quadratischer Nichtrest jener Zahl ist. 


(mod. M), woraus man 2350978 findet; die zweite bringt den ent- 
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Zwei Methoden, zusammengesetzte Zahlen von primen zu 
unterscheiden und ihre Factoren zu ermitteln. 


329. 


Dass die Aufgabe, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu 
unterscheiden und letztere in ihre Primfactoren zu zerlegen, zu den 
wichtigsten und nützlichsten der gesamten Arithmetik gehört und die Be- 
mühungen und den Scharfsinn sowohl der alten wie auch der neueren 
Geometer in Anspruch genommen hat, ist so bekannt, dass es überflüssig 
wäre, hierüber viele Worte zu verlieren. Trotzdem muss man gestehen, dass 
alle bisher angegebenen Methoden entweder auf sehr specielle Fälle be- 
schränkt oder so mühsam und weitläufig sind, dass sie schon für solche 
Zahlen, welche die Grenzen der von verdienstvollen Männern aufgestellten 
Tafeln nicht überschreiten, d. h. für welche künstliche Methoden überflüssig 
sind, die Geduld sogar eines geübten Rechners ermüden, auf grössere Zahlen 
aber meistenteils kaum angewendet werden können. Obwohl aber jene 
Tafeln, die sich in aller Händen befinden, und die, wie wir hoffen dürfen, 
bald eine weitere Fortsetzung erfahren werden, in den meisten gewöhnlich 
vorkommenden Fällen jedenfalls ausreichen, so bietet sich doch dem erfah- 
renen Rechner nicht selten die Gelegenheit dar, aus der Zerlegung grosser 
Zahlen in Factoren grosse Vorteile zu ziehen, welche den mässigen Aufwand 
an Zeit reichlich wieder ausgleichen; ausserdem aber dürfte es die Würde 
der Wissenschaft erheischen, alle Hülfsmittel zur Lösung jenes so eleganten 
und berühmten Problems fleissig zu vervollkommnen. Aus diesen Gründen 
zweifeln wir nicht, dass die beiden folgenden Methoden, deren Wirksamkeit 
und Kürze wir durch eine lange Erfahrung bestätigen können, den Lieb- 
habern der Arithmetik nicht unerwünscht sein werden. Übrigens ist es in 
der Natur der Aufgabe begründet, dass jede beliebige Methode fortwährend 
um so weitläufiger wird, je grösser die Zahlen sind, auf die sie angewandt 
wird; für die folgenden Methoden aber wachsen die Schwierigkeiten sehr 
langsam, und die aus sieben, acht, ja noch mehr Ziffern bestehenden Zahlen 
sind besonders nach der zweiten Methode stets mit glücklichem Erfolge und 
mit aller Schnelligkeit, die man billiger Weise für so grosse Zahlen erwarten 
kann, welche nach allen bisher bekannten Methoden eine auch dem uner- 
müdlichen Rechner unerträgliche Arbeit erforderten, behandelt worden. 

Bevor man die folgenden Methoden anwendet, ist es immer vorteilhaft, 
die Division irgend einer gegebenen Zahl durch einige der kleinsten Prim- 
zahlen, z. B. durch 2, 3, 5, 7,... bis zu 19 oder noch weiter hinaus, zu 
versuchen, nieht nur, damit es nicht reut, eine solche Zahl, falls sie Divisor 
ist, durch subtile und künstliche Methoden erhalten zu haben, die man viel 
leichter durch blosse Division hätte finden können*), sondern auch deshalb, 


*) Um so mehr, weil sich, allgemein zu reden, unter sechs Zahlen kaum eine 
findet, die nicht durch eine der Zahlen 2, 3, 5,..., 19 teilbar wäre. 


95* 


a 
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weil dann, wenn keine Division Erfolg hatte, die Anwendung der zweiten 
Methode sich der aus jenen Divisionen entstandenen Reste mit grossem 
Nutzen bedient. Soll z. B. die Zahl 314159265 in ihre Factoren zerlegt 
werden, so gelingt die Division durch 3 zweimal und sodann auch die 
Division durch 5 und 7, so dass man erhält: 314159265 = 9-5: 7 997331 
und es genügt, die Zahl 997331, die durch 11, 13, 17, 19 nicht teilbar 
befunden wird, einer eingehenderen Untersuchung zu unterwerfen. Analog 
werden wir von der gegebenen Zahl 43439448 den Factor 8 absondern und 
die künstlicheren Methoden auf den Quotienten 5423681 anwenden. 


330. 


Die Grundlage der ersten Methode bildet der Satz, dass jede 
positive oder negative Zahl, welche von einer andern Zahl M 
quadratischer Rest ist, auch quadratischer Rest jedes Teilers 
von Mist. Es ist allgemein bekannt, dass, wenn M durch keine Prim- 
zahl unterhalb yM teilbar ist, M sicher eine Primzahl ist; dass aber, 
wenn alle Primzahlen unterhalb dieser Grenze, welche in M aufgehen, 
P, 9, ... Sind, die Zahl M entweder aus diesen allein (und deren Potenzen) 
zusammengesetzt ist, oder nur einen einzigen andern Primfactor, der 
grösser als yM ist, enthalten kann, welchen man findet, indem man M 
durch p, 9, ... so oft es geht dividiert. Bezeichnet man daher durch Q 
den Complex aller Primzahlen unterhalb YM (mit Ausschluss derjenigen, 
mit denen die Division bereits vergeblich versucht worden ist), so genügt 
es offenbar, wenn man alle in ® enthaltenen Primteiler von M hat. Wenn 
man man nun irgend woher weiss, dass irgend eine (nichtquadratische) 
Zahl r quadratischer Rest von M ist, so kann sicher keine Primzahl, von 
welcher » Nichtrest ist, ein Teiler von M sein; daher wird man aus © 
sämtliche derartige Primzahlen (welche meistenteils ungefähr die Hälfte 
aller ausmachen) weglassen dürfen. Wenn überdies von einer andern 
nichtquadratischen Zahl »’ bekannt ist, dass sie Rest von M ist, so wird 
man von den nach der ersten Ausschliessung in @ übrig gebliebenen Prim- 
zahlen wiederum diejenigen ausschliessen können, von denen »’ Nichtrest 
ist, und die wiederum ungefähr die Hälfte jener ausmachen, wofern die 
Reste r und r’ unabhängig von einander sind (d. h., wenn nicht der eine 
notwendig an und für sich Rest aller Zahlen ist, von denen ‘der andere 
Rest ist, was der Fall sein würde, wenn rr' ein Quadrat wäre). Sind noch 
andere Reste von M bekannt, r’, r'"', ..., welche alle von den übrigen 
unabhängig sind*), so können mit den einzelnen analoge Ausschliessungen 


*) Wenn das Product aus beliebig vielen Zahlen r, r’, r", ... ein Quadrat ist, 

so ist jede von ihnen, z. B. r, Rest jeder (in keiner von ihnen aufgehenden) Prim- 

zahl, welche Rest der übrigen r’, r”, ... ist. Um also beliebig viele Reste als un- 

abhängig betrachten zu können, darf kein at aus je zweien oder je dreien 
Kafh 


. 5 # 
u. s. w. ein Quadrat sein. rer Alter 
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vorgenommen werden, wodurch die Anzahl der Zahlen in 2 sehr rasch 
abnimmt, so dass bald entweder alle gestrichen sind, in welchem Falle M 
sicher eine Primzahl ist, oder nur so wenige übrigbleiben (unter denen sich 
offenbar alle Primteiler von M, wenn M solche hat, vorfinden), dass die 
Division durch sie ohne Mühe versucht werden kann. Bei einer Zahl, die 
eine Million nicht übersteigt, werden meistens sechs oder sieben, bei einer 
aus acht oder neun Ziffern bestehenden Zahl neun oder zehn Ausschliessungen 
vollauf genug sein. Nur über zwei Punkte müssen wir noch handeln, 
erstens, wie man passende und genügend viele Reste von M finden, 
zweitens, wie man die Ausschliessung selbst am bequemsten vornehmen 
kann. Jedoch wollen wir die Reihenfolge dieser Fragen umkehren, zumal 
da die zweite zeigen wird, was für Reste vornehmlich für diesen Zweck 
bequem sind. 


33l. 


Wir haben im vierten Abschnitt ausführlich gezeigt, wie man die Prim- 
zahlen, von denen eine gegebene Zahl r (die wir durch kein Quadrat teilbar 
annehmen können) Rest ist, von denjenigen, von welchen sie Nichtrest ist, 
oder also wie man die Teiler des Ausdrucks # —r von den Nichtteilern 
unterscheiden kann, dass nämlich alle ersteren unter gewissen Formeln wie 
r2-+a,12+Db,... oder wie Arz-+a, Arz-+-b,... und die letzteren unter 
andern analogen Formeln enthalten seien. Ist r eine ziemlich kleine Zahl, 
so können die Ausschliessungen mit Hülfe dieser Formeln sehr bequem 
ausgeführt werden; z. B. sind alle Zahlen von der Form 42-3, wenn 
r—=—1, alle Zahlen von den Formen 82 + 3, 82 +5, falls r = ist, u. s. w. 
auszuschliessen. Da es aber nicht immer in unserer Macht steht, derartige 
Reste einer gegebenen Zahl zu finden, noch auch die Anwendung der 
Formeln für einen grossen Wert von r bequem genug ist, so ist es ein 
ungeheurer Vorteil und erleichtert die Mühe der Ausschliessung in erstaun- 
licher Weise, wenn man für eine hinreichend grosse Anzahl von positiven 
und negativen durch ein Quadrat nicht teilbaren Zahlen (r) bereits eine 
Tafel construiert hat, in welcher die Primzahlen, deren Reste jene einzelnen 
r sind, von denjenigen, deren Nichtreste sie sind, unterschieden sind. Eine 
solche Tafel kann in derselben Weise eingerichtet werden, wie die am 
Schlusse dieses Werkes angefügte und schon oben beschriebene Probe; 
damit dieselbe aber für den gegenwärtigen Zweck hinreichend grossen 
Nutzen gewähre, müssen die am Rande stehenden Primzahlen (Moduln) viel 
weiter, nämlich mindestens bis zu 1000 oder 10000 fortgesetzt werden; über- 
dies wird die Bequemlichkeit noch bedeutend vermehrt werden, wenn man 
am Kopfe der Tafel auch die zusammengesetzten und negativen Zahlen auf- 
nimmt, obwohl dies, wie aus dem vierten Abschnitt hervorgeht, nicht absolut 
notwendig ist. Am bequemsten aber wird der Gebrauch einer solchen Tafel, 
wenn die einzelnen Vertikalkolonnen, aus denen sie besteht, ausgeschnitten 
und auf Streifen von Blech oder auf (den Neper’schen ähnliche) Holz- 
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stäbchen aufgeklebt werden, so dass diejenigen, welche in jedem Falle 
erforderlich sind, d. h. welche den Zahlen r, r’,r’,...., den Resten der 
gegebenen in Factoren zu zerlegenden Zahl, entsprechen, für sich untersucht 
werden können. Werden diese in der richtigen Weise neben die erste 
Kolonne der Tafel (welche die Moduln darstellt) gelegt, d.h. so, dass die 
Plätze der einzelnen derselben Primzahl der ersten Kolonne entsprechenden 
Stäbchen mit dieser Primzahl in gerader Richtung liegen oder in dieselbe 
Horizontallinie fallen, so werden offenbar diejenigen Primzahlen, welche nach 
den Ausschliessungen vermittelst der Reste r, r’, r’',.. in@ noch übrig bleiben, 
‚durch den blossen Anblick unmittelbar erkannt werden können; es werden 
nämlich diese übereinstimmen mit denjenigen in der ersten Kolonne, welchen 
in allen anliegenden Stäbchen Striche entsprechen, und es sind alle, bei 
welchen in irgend einem Stäbchen ein leerer Raum sich befindet, weg- 
zulassen. Durch ein Beispiel wird dies hinreichend deutlich werden. Wenn 
man irgend woher weiss, dass die Zahlen — 6, + 13, — 14, + 17, + 37, — 53 
Reste von 997331 sind, so muss man die erste Kolonne (welche in diesem 
Falle bis zu 997 fortgesetzt werden muss, d. h. bis zu der grössten Prim- 
zahl unterhalb y 997331) und die Streifen, an deren Kopfe die Zahlen 
— 6, +13, .... stehen, nebeneinander legen. Wir geben hier einen Teil 
des auf diese Weise hervorgehenden Schemas: 


1-6 ]+13|- 14|+17|+37 


11 
13 
17 
19 
23 


113 
127 
131 


U.S.W. 


Wie man nun hier aus dem blossen Anblick erkennt, dass von den- 
jenigen Primzahlen, welche in diesem Teil des Schemas enthalten sind, nur 
die Zahl 127 nach den Ausschliessungen vermittelst der Reste — 6, 
+13, ... in @ übrig bleibt, so zeigt das ganze bis zur Zahl 997 erstreckte 
Schema, dass durchaus keine andere Zahl weiter in @ übrig bleibt; ver- 
sucht man aber die Division, so findet man, dass 997331 in der That 
durch 127 teilbar ist. Auf diese Weise ist daher jene Zahl in die Prim- 
factoren 127. 7853 zerlegt. 
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Übrigens geht aus dieser Auseinandersetzung zur Genüge hervor, dass 
nicht allzugrosse oder wenigstens in nicht allzugrosse Primzahlen zerleg- 
bare Reste besonders vorteilhaft sind, da die unmittelbare Anwendung der 
Hülfstafel sich nicht über die am Kopfe befindlichen Zahlen hinaus erstreckt 
und die mittelbare Anwendung nur solche umfasst, welche in Factoren 
zerlegt werden können, die in der Tafel enthalten sind. 


332. 


Um die Reste der gegebenen Zahl M zu finden, werden wir 
drei verschiedene Methoden angeben, deren Auseinandersetzung wir zwei 
Bemerkungen vorausschicken, vermittelst deren man aus weniger geeigneten 
Resten einfachere ableiten kann. Erstens, wenn die Zahl ak?, welche 
durch das Quadrat %2? (das wir prim zu M voraussetzen) teilbar ist, Rest 
von M ist, so wird auch a Rest sein; daher sind die durch grosse Quadrate 
teilbaren Reste ebenso vorteilhaft, wie kleine, und wir werden somit voraus- 
setzen, dass alle durch die nachstehenden Methoden gelieferten Reste 
sogleich von ihren quadratischen Factoren befreit seien. Zweitens, wenn 
zwei oder mehrere Zahlen Reste sind, so wird auch das Product aus ihnen 
ein Rest sein. Verbindet man diese Bemerkung mit der vorigen, so kann 
man sehr häufig aus mehreren Resten, welche nicht alle einfach genug 
sind, einen andern sehr einfachen ableiten, wofern nur jene viele gemeinsame 
Factoren haben. Aus diesem Grunde leisten auch solche Reste sehr gute 
Dienste, welche aus vielen nicht allzugrossen Factoren zusammengesetzt 
sind, und man wird gut thun, sogleich alle in ihre Factoren zu zerlegen. 
Die Bedeutung dieser Bemerkungen wird man besser durch Beispiele und 
häufigen Gebrauch als durch theoretische Vorschriften erkennen. 

I. Die einfachste und für diejenigen, welche sich durch häufige Übung 
bereits einige Gewandtheit erworben haben, bequemste Methode besteht 
darin, dass man M oder allgemeiner ir gend ein Vielfaches von M in zwei 
Teile len km—=qa-+-b (mögen beide positiv oder der eine positiv, der 
andere negativ sein), deren Product mit verändertem Vorzeichen Rest von 
M sein wird; denn es ist —ab=a?=b? (mod. M) und daher — abEM. 
Die Zahlen a,b sind so anzunehmen, dass ihr Product durch ein grosses 
Quadrat teilbar und der Quotient entweder klein oder wenigstens in nicht 
zu grosse Factoren zerlegbar wird, was immer ohne Schwierigkeit ausgeführt 
werden kann. Besonders zu empfehlen ist es, für a entweder ein Quadrat 
oder ein doppeltes oder dreifaches u. s. w. Quadrat zu nehmen, welches 
von der Zahl M um eine entweder kleine oder in bequeme Factoren zer- 
legbare Zahl abweicht. So findet man z. B. 997331 = 999? — 2 -5 - 67 
— 99422 +5:11-132—= 2: 706? +3-17.3?=3-5752+11-31-4?—=3. 577? 
7.13.42 = 3.5782 —7.19:37—= 11.2992? +2-3.5-29-2?—=11 - 301? 
5.122, u.s.w. Hieraus erhält man die folgenden Reste: 2.5.67, — 5-81; 
—92,3:1,—3-11-31,3:7-.13,3.7.19-.37, —2-3-5.11.29; die letzte 
Zerlegung liefert den Rest — 5-11, den wir schon haben. An Stelle der 
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Reste —3.11-31, —2-3-.5-11-29 kann man die folgenden nehmen: 
3.9.31, 2.3.29, welche aus ihrer Combination mit — 5.11 entstehen. 
I. Die zweite und dritte Methode gründet sich darauf, dass, wenn zwei 
binäre Formen (A, B, C), (4’,.B', C’) mit derselben Determinante M oder 
— M oder allgemeiner &%M zu demselben Geschlechte gehören, die Zahlen 
AA’, AC’, A’C Reste von kM sind; dies erkennt man ohne Schwierigkeit 
daraus, dass jede characteristische Zahl der einen Form, etwa m, auch eine 
characteristische Zahl der andern ist und somit mA, mC, mA’, mO’ sämtlich 
Reste von M sind. Ist daher (a, b, a’) eine reducierte Form mit der posi- 
tiven Determinante M oder allgemeiner %«M und sind Ba) lab", 
Formen aus ihrer Periode und somit ihr äquivalent und um so mehr unter 
demselben Geschlecht mit ihr enthalten, so sind die Zahlen aa’, aa”, Baıns... 
sämtlich Reste von M. Die Berechnung einer grossen Anzahl von Formen 
einer solchen Periode kann man mit Hülfe des Algorithmus im Artikel 187 
sehr leicht durchführen; die einfachsten Reste ergeben sich meistens, wenn 
man a=] setzt; diejenigen, welche zu grosse Factoren enthalten, sind zu 
verwerfen. Nachstehend sieht man die Anfänge der Perioden der Formen 


(1, 998, — 1327) und (1, 1412, — 918), deren Determinanten 997331 und 
1994662 sind: 


( 1, 998, — 1327) ( 1, 1412, — 918) 
(— 1327, 329, 670) (— 918, 1342, 211) 
( 670, 341, — 1315) ( 211, 1401, — 151) 
(— 1315, 974, 37) (er a, 131, 0108) 
( 37, 987, — 626) ( 1723, 406, — 1062) 
(— 626, 891, 325) (1062, 656, 1478) 
( 325, 734, — 1411) ( 1473, 817, — 901) 
(— 1411, 677, 382) = a 8050, 119) 
( 382, 851, — 715) u. Ss. w. 

u. 8. w. 


Es sind daher Reste der Zahl 997331 sämtliche Zahlen — 1527,.620, .:.. 
Lässt man aber diejenigen fort, welche zu grosse Factoren enthalten, so 
hat man die folgenden: 2.5.67, 37, 13, — 17 83, — d-11-13, —2-3.17, 
#=2..09, — 11.58. ‚ Den Rest 2.5.67, sowie den Rest — 5.11, welcher 
aus der Combination des dritten mit dem fünften entsteht, hatten wir schon 
oben gefunden. 

Ill. Ist O’ irgend eine von der Hauptklasse verschiedene Klasse der 
Formen mit der negativen Determinante — M oder allgemeiner — kM, und 
ist 20, 30, ... ihre Periode (Artikel 307), so gehören die Klassen 2C, 
40, ... zum Hauptgeschlecht, die Klassen 30, 50, ... aber zu demselben 
Geschlecht wie C. Wenn daher (a, b, c) die (einfachste) Form aus O und 
(@', d', c’) eine Form aus irgend einer Klasse jener Periode, etwa aus »C, 
ist, so wird entweder @ oder aa’ Rest von M sein, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist (im ersteren Falle offenbar auch c', im letzteren ac’, ca’ 
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und cc‘). Die Entwicklung der Periode, d. h. der einfachsten Formen in 
ihrer Klasse, lässt sich mit erstaunlicher Leichtigkeit ausführen, wenn a 
sehr klein ist, zumal im Fall «—=3, den man immer herbeiführen kann, 
wenn man kM=2 (mod.3) macht. Nachstehend sieht man den Anfang 
der Periode der Klasse, in welcher die Form (3, 1, 332444) enthalten ist. 


C=( 3, 1,339444) 6C=( 729, — 209, 1428) 
2C=( 9, — 2, 110815) 70=( 476, 209, 2187) 
30—=( 9, 7 36940) 80—=(1027, 342, 1085) 
40=( 81, 34, 12327) 90—=( 932, — 437, 1275) 
50—=(243,. 34, 4109) | 10C=( 425, 12, 2347). 


Hieraus ergeben sich die Reste (mit Beiseitelassung der untauglichen): 
3.476, 1027, 1085, 425 oder (wenn man die quadratischen Factoren weg- 
lässt): 3-7-17, 13-79, 5.7.31, 17, und verbindet man diese in an- 
gemessener Weise mit den acht in II gefundenen, so findet man leicht die 
folgenden zwölf: — 2-3, 13, — 2-7, 17, 37, —53, — 5-11, 79, — 83, 
— 2.59, —2-5-31, 2-5-67. Die sechs ersten sind dieselben, deren wir 
uns im Artikel 331 bedient haben. Es hätten noch die Reste 19 und 
— 29 hinzugefügt werden können, wenn wir auch diejenigen hätten anwenden 
wollen, die in I gefunden sind; die übrigen dort erhaltenen Reste sind von 
den hier abgeleiteten bereits abhängig. 


393. 


Die zweite Methode, eine gegebene Zahl M in Factoren zu 
zerlegen, geht aus von der Betrachtung der Werte eines Ausdrucks wie 
y — D (mod. M) und stützt sich auf folgende Bemerkungen: 


I. Ist M eine Primzahl oder eine Potenz einer (ungeraden in D nicht 
aufgehenden) Primzahl, so ist — D Rest oder Nichtrest von M, je nachdem 
M in der Form der Teiler oder in der Form der Nichtteiler von #°+ D 


enthalten ist, und im ersteren Falle besitzt der Ausdruck y— D(wmod.M) 
nur zwei verschiedene Werte, welche entgegengesetzt sind. 

I. Ist aber M eine zusammengesetzte Zahl, etwa = pp'p”..., wo p, 
p',p",... (ungerade in D nicht aufgehende verschiedene) Primzahlen oder 
Potenzen solcher Primzahlen bezeichnen, so ist — D nur dann Rest von M, 
wenn es Rest der einzelnen p, p',p”,... ist, d. h. wenn diese Zahlen sämt- 
lich in den Formen der Teiler von x? + D enthalten sind. Bezeichnet man 
aber die Werte des Ausdrucks V — D nach den Moduln p, p', p",. . . bezüglich 
mit &r, &r &r",..., so entstehen sämtliche Werte desselben Ausdrucks 
nach dem Modul M, wenn man die Zahlen sucht, welche nach » entweder 
=yr oder =—r, nach’p' entweder =r’ oder =—r, u. s. w. sind, so dass 
also ihre Anzahl gleich 2" wird, wenn y die Anzahl der Zahlen p, p', p”, ... 
bezeichnet. Wenn nun diese Werte A, — R,R,— R,XR',... sind, so ist 
von selbst R=.R nach allen Zahlen », p', p”,.. .; aber nach keiner R=— AR, 
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so dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen M und R—R 
gleich M und der grösste gemeinschaftliche Teiler von M und R+R gleich 
1 ist; zwei Werte aber, die weder identisch noch entgegengesetzt sind, wie 
z.B. R und A’ werden notwendig nach einer oder mehreren von den Zahlen 
»,P',P",... aber nicht nach allen congruent sein und nach den übrigen 
"ist R=— R'; daher ist das Product jener der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der Zahlen M und R— X’, und das Product dieser der grösste ge- 
meinschaftliche Teiler der Zahlen M und R+R. Hieraus folgt leicht, 
dass, wenn alle grössten gemeinschaftlichen Teiler von M und der Diffe- 
renzen zwischen den einzelnen Werten des Ausdrucks y-D (mod. M) 
und irgend eines gegebenen Wertes berechnet werden, der Complex der- 
selben die Zahlen 1, p, p', p'',... sowie die Producte von je zweien, je dreien 
u. S. w. dieser Zahlen enthält. Auf diese Weise ist man daher im Stande, 
aus den Werten jenes Ausdrucks die Zahlen », p', p”,... abzuleiten. 

Da übrigens die Methode des Artikels 327 diese einzelnen Werte auf 


; i m s 
die Werte von Ausdrücken von der Form Fr (mod. M) reduciert, so dass 


der Nenner » zu M prim ist, so ist es für den gegenwärtigen Zweck nicht 
einmal notwendig, diese selbst zu berechnen. Denn der grösste gemein- 
schaftliche Divisor der Zahl M und der Differenz zwischen R und A’, welche 


mim. A 
mit er übereinstimmen, ist offenbar auch grösster gemeinschaftlicher 


Teiler von M und nn’ (R— ER’) oder von M und mw’ — m'n, da dieser Zahl 
die Zahl nn’ (R— R') nach dem Modul M congruent ist. 


334. 

Die vorstehenden Bemerkungen lassen sich auf das vorliegende Problem 
in doppelter Weise anwenden; die erstere entscheidet nicht nur, ob eine 
gegebene Zahl M eine Primzahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist, 
sondern sie liefert auch in diesem Falle die Factoren selbst; die letztere 
aber verdient insofern den Vorzug, als sie meistens eine einfachere Rechnung 
gestattet, indessen giebt sie nicht immer, wofern sie nicht mehrmals wieder- 
holt wird, die Factoren der zusammengesetzten Zahlen selbst, jedoch unter- 
scheidet auch sie die zusammengesetzten Zahlen von den Primzahlen. 

I. Man suche eine negative Zahl — D, welche quadratischer Rest von 
M ist, zu welchem Zwecke man die im Artikel 332 unter I und II an- 
gegebenen Methoden benutzen kann. An sich zwar ist es willkürlich, 
welchen Rest man wählt, auch ist es hier nicht wie in der vorigen Methode 
erforderlich, dass D eine kleine Zahl sei; indessen wird die Rechnung um 
so kürzer sein, je kleiner die Anzahl der in den einzelnen eigentlich primi- 
tiven Geschlechtern mit der Determinante — D enthaltenen Klassen binärer 
Formen ist, so dass besonders solche Reste, welche unter den 65 Zahlen 
des Artikels 303 enthalten sind, wenn sich solche darbieten, günstig sind. 
So würde für M= 997331 von allen oben ermittelten negativen Resten 
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der Rest — 102 am geeignetsten sein. Man entwickle sodann alle von 


einander verschiedenen Werte des Ausdrucks Yy-D (mod. M); wenn sich 
nur zwei (entgegengesetzte) ergeben, so ist M sicher eine Primzahl oder 
eine Potenz einer Primzahl; wenn dagegen mehrere, etwa 9*, hervorgehen, 
so ist M zusammengesetzt aus p verschiedenen Primzahlen oder Potenzen 
von Primzahlen, und diese Factoren können nach der Methode des vorigen 
Artikels gefunden werden. Ob aber diese Factoren Primzahlen oder Potenzen 
von Primzahlen sind, lässt sich nicht nur an sich sehr leicht entscheiden, 
es giebt auch das Verfahren selbst, nach welchem die Werte des Ausdrucks 


Potenz in M aufgeht, unmittelbar an. Ist nämlich M durch das Quadrat 
einer Primzahl x teilbar, so wird jene Rechnung sicher auch eine oder 
mehrere Darstellungen der Zahl M, M = am? + 2bmn + cn?, von der Art 
zum Vorschein bringen, dass in ihnen der grösste gemeinschaftliche Teiler 
der Zahlen m, n gleich x ist (und zwar deshalb, weil in diesem Falle — D 


UN. h : Ä ; 
auch Rest von —z ist). Wenn sich aber keine Darstellung ergiebt, in 
welcher m und » einen gemeinschaftlichen Teiler haben, so ist dies ein 
sicheres Zeichen, dass M durch kein Quadrat teilbar ist und somit alle 


Zahlen p, p', p", ... Primzahlen sind. 
Beispiel. Nach der oben angegebenen Methode findet man vier Werte 
en 1664 
des Ausdrucks v- 408 (mod. 997331), welche mit den Werten 113? 


2824 . Se ni ; : 
+ = übereinstimmen; als grösste gemeinschaftliche Factoren der Zahl 


€ 


997331 und der Zahlen 3.1664 — 113-2824 und 3- 1664 + 113. 2824 oder 
der Zahlen 314120 und 324104 findet man 7853 und 127, daher 997331 = 
127. 7853, wie oben. 

II. Man nehme irgend eine negative Zahl — .D von der Art an, dass 
M in der Form der Teiler von @?-+ _D enthalten ist. An sich ist es will- 
kürlich, was für eine Zahl dieser Art man nimmt; der Bequemlichkeit halber 
aber muss man besonders darauf sehen, dass die Anzahl der Klassen in den 
Geschlechtern mit der Determinante — D möglichst klein ist. Übrigens ist 
die Ermittlung einer solchen Zahl keinen Schwierigkeiten unterworfen, wenn 
man sie durch Probieren versucht; denn meistenteils ist M unter einer be- 
trächtlichen Anzahl probierter Zahlen ungefähr für ebenso viele in der Form 
der Teiler, wie in der Form der Nichtteiler enthalten. Daher ist es am 
zweckmässigsten, den Versuch mit den 65 Zahlen des Artikels 303 (und 
zwar mit den grössten) zu beginnen und erst, wenn es sich träfe, dass 
keine derselben geeignet ist (was jedoch allgemein zu reden unter 16384 
Fällen nur einmal eintritt), zu andern fortzuschreiten, bei denen je zwei 
Klassen in den einzelnen Geschlechtern enthalten sind. — Sodann ermittle 


man die Werte des Ausdrucks y-2 (mod. M)) und leite, wenn man solche 


396 Sechster Abschnitt. [Art. 334. 335] 


Werte findet, die Factoren von M in ganz derselben Weise daraus her wie 
oben. Wenn aber keine solchen Werte hervorgehen und daher — D Nicht- 
rest von M ist, so wird sicher M weder eine Primzahl noch eine Potenz 
einer Primzahl sein können. Will man nun in diesem Falle die Factoren 
selbst haben, so muss man entweder dieselbe Operation wiederholen, indem 
man andere Werte für D nimmt, oder zu einer andern Methode seine Zu- 
flucht nehmen. 

Stellt man z. B. den Versuch mit der Zahl 997331 an, so findet man, 
dass dieselbe in der Form der Nichtteiler von x? + 1848, #2 + 1365, 
x: + 1320, dagegen in der Form der Teiler von x? -+ 840 enthalten ist; als 


Werte des Ausdruckes y— 840 (mod. 997331) erhält man die Ausdrücke 
„ 1272 , 3288 

163 ° 129. ° 
Wer mehr Beispiele wünscht, möge Artikel 328 zu Rate ziehen, wo das erste 
Beispiel zeigt, dass 5428681 = 307 - 17683, das zweite, dass 4272943 eine 
Primzahl, das dritte, dass 997331 sicher aus mehreren Primzahlen zu- 


sammengesetzt ist. 


woraus man dieselben Factoren ableitet wie oben. — 


Übrigens gestatteten es die Grenzen dieses Werkes nur, die Haupt- 
momente beider Methoden, die Factoren zu ermitteln, darzulegen; eine aus- 
führlichere Untersuchung nebst mehreren Hülfstafeln und andern Hülfs- 
mitteln behalten wir uns für eine andere Gelegenheit vor. 


Siebenter Abschnitt. 


Über diejenigen Gleichungen, von denen 
die Teilung des Kreises abhängt. 


lo 


335. 

Unter den glänzendsten Erweiterungen, welche die Mathematik durch 
die Arbeiten neuerer Geometer erfahren hat, nimmt die Theorie der vom 
Kreise abhängenden Functionen ohne Zweifel einen besonders hervorragenden 
Platz ein. Auf diese wunderbare Art von Grössen, zu denen man bei den 
verschiedenartigsten Untersuchungen gelangt und deren Hülfe kein Teil der 
gesamten Mathematik entbehren kann, haben die grössten neueren Geometer 
ihren Fleiss und ihren Scharfsinn in so beharrlicher Weise verwandt und 
eine so ausgedehnte Disciplin daraus gebildet, dass man kaum hätte erwarten 
können, dass irgend ein Teil dieser Theorie, geschweige denn ein elementarer 
und gleichsam an der Schwelle liegender Teil, noch wichtigerer Erweite- 
rungen fähig sei. Ich meine die Theorie der trigonometrischen Functionen, 
welche Bogen entsprechen, die mit dem Umfange commensurabel sind, oder 
die Theorie der regulären Polygone; der gegenwärtige Abschnitt wird zeigen, 
ein wie geringer Teil derselben bisher zu Tage gefördert wurde. Der Leser 
könnte sich wundern, dass eine solche Untersuchung gerade in diesem 
Werke, das einem beim ersten Anblick ganz heterogenen Gegenstande 
vorzugsweise gewidmet ist, angestellt wird; doch wird die Abhandlung selbst 
hinreichend klarlegen, in welchem innigen Zusammenhange dieser Gegen- 
stand mit der höheren Arithmetik steht. 

Übrigens erstrecken sich die Prinzipien der Theorie, an deren Aus- 
einandersetzung wir jetzt gehen, viel weiter, als sie hier ausgedehnt werden. 
Denn nicht allein auf die Kreisfunctionen lassen sie sich anwenden, sondern 
noch auf viele andere transcendente Functionen, z. B. auf diejenigen, welche 


ds R i 
von dem Integral nn abhängen, und ausserdem auch auf verschiedene 
—ı& 
Arten von Congruenzen; da wir aber über jene transcendenten Funetionen 
ein umfassendes besonderes Werk vorbereiten, über die Congruenzen aber 
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in der Fortsetzung der arithmetischen Untersuchungen ausführlich gehandelt 
werden wird, so schien es uns gut, an dieser Stelle nur die Kreisfunctionen 
zu betrachten. Ja auch diese, die wir mit der grössten Allgemeinheit 
behandeln könnten, werden wir durch die in den folgenden Artikeln dar- 
zulegenden Hülfsmittel auf den einfachsten Fall reducieren, einerseits der 
Kürze wegen, andererseits damit die vollständig neuen Prinzipien dieser 
Theorie um so leichter verstanden werden. 


Die Untersuchung wird auf den einfachsten Fall zurück- 
geführt, in welchem die Anzahl der Teile, in welche der 
Kreis geteilt werden soll, eine Primzahl ist. 


336. 


Bezeichnet man die Peripherie des Kreises oder vier rechte Winkel mit 
P und nimmt man an, dass m, n ganze Zahlen seien und » das Product 
aus den zu einander primen Factoren a, b, c, ..., so lässt sich der 


iR 
Winkel = nach Artikel 310 auf die folgende Form bringen: 


A= (2 hr \ Fr A a ) P, und die ihm entsprechenden trigonometrischen 


Functionen werden aus den zu den Teilen n D n. »+. gehörigen Func- 
tionen nach bekannten Methoden hergeleitet. Da man nun für a, b, c,... 
Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen nehmen kann, so genügt es 
offenbar, die Teilung des Kreises in Teile, deren Anzahl eine Primzahl 
oder die Potenz einer Primzahl ist, zu betrachten, und das Polygon von 
n Seiten wird aus den Polygonen von a, b, c,.... Seiten sogleich erhalten 
werden. Indessen werden wir an dieser Stelle unsere Untersuchung auf 
denjenigen Fall beschränken, wo der Kreis in Teile geteilt werden soll, 
deren Anzahl eine (ungerade) Primzahl ist, und zwar werden wir hierbei 
besonders von folgendem Grunde geleitet. Bekanntlich werden die dem 
; mP { j mP EN 
Winkel Fi entsprechenden Kreisfunctionen aus den zu a gehörigen Func- 


tionen durch Auflösung einer Gleichung pten Grades und ebenso aus jenen 


a ; un, 
durch Auflösung einer ebenso hohen Gleichung die zu Er gehörigen Func- 


tionen u. s. w. abgeleitet, so dass, wenn man das Polygon von p Seiten 
bereits hat, zur Bestimmung des Polygons von pN Seiten notwendig die 
Auflösung von A— 1 Gleichungen pten Grades erforderlich ist. Obwohl 
man aber die nachfolgende Theorie auch auf diesen Fall ausdehnen könnte, 
so würde man doch auf diesem Wege ebenfalls zu so vielen Gleichungen 
p'en Grades kommen, die sich, wenn p eine Primzahl ist, in keiner Weise 
auf niedrigere zurückführen lassen. So wird z. B. unten gezeigt werden, 
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dass sich das Polygon von 17 Seiten geometrisch construieren lässt; aber 
zur Bestimmung des Polygons von 289 Seiten kann man die Gleichung 
17ten Grades in keiner Weise vermeiden. 


Gleichungen für die trigonometrischen Functionen der 
Bogen, welche ein Teil oder Teile der ganzen Peripherie 
sind; Reduction der trigonometrischen Functionen auf die 

Wurzeln der Gleichung «" — 1=0. 
337, 
Es ist hinreichend bekannt, dass die trigonometrischen Functionen aller 

\ kP 5 
Winkel —-> wo %k unbestimmt alle Zahlen 0, 1, 2, ..., »n— 1 bezeichnet, 
durch die Wurzeln von Gleichungen nten Grades ausgedrückt werden, und 
zwar die Sinus durch die Wurzeln der Gleichung 

A a et (n — 5) gr 


1 
Re. n — .... 
.. 2 mg er a. 


die Cosinus durch die Wurzeln der Gleichung 


1 a Inn—3) „_ Inn —- nn —5) n_ 
SEHR ETAR n—2 ETRENE MET AHER n—6 SS 
, Bat nen 
1 
ie: gni NE — gi —(, 
endlich die Tangenten durch die Wurzeln der Gleichung 
I. a® RD) ge? a - he 7. 9W® 3) ma _ ee 


1-2 172.9.4 


Diese Gleichungen (welche allgemein für jeden ungeraden Wert von # 
gelten, II aber auch für einen geraden) lassen sich, wenn man n=2m-+-1 
setzt, leicht auf den mten Grad herabdrücken; nämlich I und IH, indem man 
die linke Seite durch & dividiert und y für x? substituiert. Die Gleichung II 
enthält aber offenbar die Wurzel @—=1(=eos0), und von den übrigen sind 


stets je zwei gleich (002 = cos MN cos I cos le 3 da- 
N N n N 

her ist die linke Seite durch &— 1 teilbar und der Quotient ein Quadrat; 

zieht man aus diesem die Quadratwurzel, so reduciert sich die Gleichung I 

auf die folgende: 


1 (m—2) (m —3) „mA 
16 1-2 ; 


1 (m —3)(m — 4) ms 
Em. 
32 1-2 i 


| 1 1 
m Kal a EN RR U BR m—3 
2 9% ni (m — 1)2 R (m —2)2 "+ 
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deren Wurzeln die Cosinus der Winkel — 5 nn n ER sind. Wei- 
tere Reductionen dieser Gleichungen, eins für den Fall, wo » eine 
Primzahl ist, hatte man bisher nicht. 

Indessen ist keine dieser Gleichungen so leicht zu behandeln und für 
unsern Zweck so geeignet, wie die Gleichung <"—1=0, deren Wurzeln 
mit den Wurzeln jener bekanntlich auf das Engste zusammenhängen. 
Schreibt man nämlich der Kürze wegen i für die imaginäre Grösse V =, 
so werden die Wurzeln der Gleichung <"— 1=0 dargestellt durch 


ER 
6097 7 Pine er, 
N N 


wo für % sämtliche Zahlen 0, 1,2,3,..., a—1 zu nehmen sind. Da nun 
1 kP 


_ - 
oe ‘sin — ist, so werden somit die Wurzeln der Gleichung I 


1 1 1— 
dargestellt durch en 2 =) oder i —— in 


1 1 1 2 1 ie 
(r + 2)= —; ; endlich die Wurzeln der Gleichung III durch en en ) 
Aus diesem Grunde werden wir unsere Untersuchung auf die Be- 
trachtung der Gleichung «"—1= 0 gründen, indem wir annehmen, dass 
n eine ungerade Primzahl sei. Um aber die Reihe der Untersuchungen 
nicht unterbrechen zu müssen, schicken wir hier den folgenden Hülfssatz 
voraus, 


ie Wurzeln der Gleichung Il durch 


338. 
Aufgabe. Wenn die Gleichung 
(W) a AT! SE 0 

gegeben ist, so soll man eine Gleichung (W’) finden, deren 
Wurzeln die Aten Potenzen der Wurzeln der Gleichung (W) sind, 
wo X einen gegebenen positiven ganzen Exponenten bezeichnet, 

Auflösung. DBezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (W) mit 
a,b,c,..., so müssen die Wurzeln der Gleichung (W’) sein: a’, D*, c n 
Nach dem bekannten Newton’schen Satze kann man aus den Coeffieienten 
der Gleichung (W) die Aggregate irgend welcher Potenzen der Wurzeln 
a,b,c,... finden. Man suche also die Summen 


a le Dekor ; h bis Ze a m, 


Aus diesen kann man dann umgekehrt nach demselben Satze die Coeffiecienten 
der Gleichung (W’) ableiten. — Zugleich geht hieraus hervor, dass, wenn 
die Öoefficienten in (W’) rational sind, auch sämtliche Coefficienten in (W’) 
rational werden. Auf anderm Wege kann man zwar auch beweisen, dass, 
wenn jene ganze Zahlen sind, auch alle diese ganze Zahlen werden; doch 
halten wir uns bei diesem Satze, der für unsern Zweck nicht so nötig ist, 
hier nicht auf. 
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Theorie der Wurzeln der Gleichung «”— 1=0 (wo voraus- 

gesetzt wird, dass n eine Primzahl sei), Lässt man die 

Wurzel 1 weg, so sind die übrigen (2) enthalten in der 
Gleichung X =«""+2”""+-..- +2 +10, 


339. 


Die Gleichung «"—1=0 (wo man immer die Voraussetzung hinzu- 
denken muss, dass » eine ungerade Primzahl ist) enthält nur eine einzige 
reelle Wurzel, «—=1; die übrigen na — 1 Wurzeln, welche die Gleichung 


"Harn? Hg t+1l=0 

umfasst, sind sämtlich imaginär; die Gesamtheit dieser werden wir mit @ 
und die Function 

a re RR 

mit X bezeichnen. Wenn daher r irgend eine Wurzel aus @ ist, so ist 
l=r"—=r”u.s. w, und allgemeins”—=1 für jeden ganzen, positiven oder 
negativen Wert von e; hieraus ist ersichtlich, dass, wenn A, » nach dem 
Modul » congruente ganze Zahlen sind, r»"—=r" wird. Sind dagegen A, 
nach dem Modul » incongruent, so werden r* und r® ungleich sein; denn in 
diesem Falle kann man eine ganze Zahl v derart annehmen, dass (A — p.)v 
=1 (mod. n) wird, woraus »*=#° — r und daher r* =" sicher nicht — 1 
folgt. Ferner ist klar, dass jede Potenz von r ebenfalls Wurzel der Glei- 
chung «”— 1= 0 ist; daher werden, da die Grössen 1 (= 9), r,r2,...,r” ' 
sämtlich verschieden sind, diese Grössen sämtliche Wurzeln der Gleichung 
x" —1=0 darstellen und somit die Wurzeln », r2, v3,...,r” "! mit Q iden- 
tisch sein. Man schliesst hieraus leicht allgemeiner, dass &@ mit dem Com- 
plex der Grössen r°, vr, #°%, ..., r”  ”® übereinstimmt, wenn e irgend eine 
durch » nicht teilbare positive oder negative ganze Zahl ist. Es ist daher: 


X= (x — r°) (e — 1”) ( — 1) a ; 


woraus folgt: 
rt r° + RT „me nnd RD RR are LAN N Yede_og, 


n—1 


; 1 
Zwei solche Wurzeln wie r und = (er R 


) oder allgemein »* und » 
werden wir reciprok nennen; offenbar wird das Product aus zwei einfachen 


1 N 
Factoren <—r und Rn reell werden, nämlich = x? — 2x cos w + 1, so 


P i : 5 
dass der Winkel »® entweder dem Winkel je oder irgend einem Vielfachen 


desselben gleich ist. 
Gauss. 26 
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340. 

Da somit, wenn eine Wurzel aus @ durch r ausgedrückt wird, sämt- 
liche Wurzeln der Gleichung «"—1==0 durch die Potenzen von r dargestellt 
werden, so wird das Product, welches aus mehreren Wurzeln dieser Gleichung 
irgendwie zusammengesetzt ist, durch r* dargestellt werden können, so dass 
X entweder gleich 0 oder positiv und kleiner als » ist. Bezeichnet man 
daher mit p(t, w,v,...) eine algebraische rationale ganze Function der Un- 
bestimmten t, u, v, ...., die man durch eine Summe von Teilen von der 
Form At"uPo!... ausdrücken kann, so ist klar, dass, wenn für t, u, », ... 
einige der Wurzeln der Gleichung @«"—1=0 substituiert werden, etwa 
t=a,u=b,v=c,..., die Fnnction p(a, b,c,...) auf die Form 

A+ Ar + A’ + Ar + AT 

gebracht werden kann, so dass die Coefficienten A, A’,... (von denen 
auch einige fehlen und daher gleich O0 werden können) bestimmte Grössen 
sind und überdies alle diese Coefficienten ganze Zahlen werden, wenn alle 
bestimmten Coeffiecienten in @(t, w, ®, ...) d. h. alle % ganze Zahlen sind. 
Werden aber darauf für Z, «, v,... respective a?, b?, c?,... substituiert, so 
wird jeder Teil wie htu’v!..., welcher sich vorher auf r° reducierte, jetzt 
r°° werden, woraus man leicht schliesst, dass 


oe, 0er... )EArArH AT FAN Hr Dal ei 
wird. Ebenso ist allgemein für jeden beliebigen ganzen Wert von A: 
o (a', vr, ce, 2 J)=A+4Ar-+ Ay? 2 Bi ArD, Ri 


welcher Satz von der grössten Bedeutung ist und die Grundlage 
der folgenden Untersuchungen bildet. — Hieraus folgt ferner: 


eu.) re) AHAHA HAM 


sowie: 


+ (a, b, 6, ..)4P(a, br, er : .)t+9 (a?, b, ca, se) ie 4(a”, 0”, e% ..)—Nn4, 
so dass also diese Summe immer eine ganze durch » teilbare Zahl ist, wenn 
sämtliche bestimmten Coefficienten in @ (£, u, v, ....) ganze Zahlen sind. 


Die Function X lässt sich nicht in niedrigere Factoren 
zerlegen, in denen sämtliche Coefficienten rational sind. 


341. 


Satz. Wenn die Function X durch die Function niedrigeren 


Grades i N N 
Ps Ae Br... na! 


teilbar ist, so können die Coeffieienten A,B,..., Z nicht sämt- 
lich ganze Zahlen sein. 
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Beweis. Es sei X= PQ und ® der Complex der Wurzeln der Glei- 
chung P=0, D der Complex der Wurzeln der Gleichung Q= 0, so dass 
2 aus BP und D zusammengenommen besteht. Ferner sei A der Complex 
der den Wurzeln ® reciproken Wurzeln, © der Complex der den Wurzeln 
D reeiproken Wurzeln, und es seien die Wurzeln, welche in R ent- 
halten sind, Wurzeln der Gleichung R=0, (die, wie man leicht sieht, 


A 1 £ ARESON f 
eh Ten 0 ist), und diejenigen, welche in © enthalten 


a | 
sind, Wurzeln der Gleichung S=0. Offenbar werden auch die Wurzeln 
R und © zusammengenommen den Complex @ bilden, und es wird RS=X 
sein. Wir unterscheiden nun vier Fälle. 

I. B stimmt mit R überein und es ist daher P= R. In diesem Falle 
werden offenbar stets je zwei Wurzeln in ® reciprok sein, und daher ist 
P das Product aus 3% doppelten Factoren von der Art wie #2 — 2x cosw-+1; 
da ein solcher Factor gleich (« — cos »)°-+sin ?w ist, so sieht man leicht, 
dass P für jeden beliebigen reellen Wert von x notwendig einen reellen 
positiven Wert erhält. Es seien die Gleichungen, deren Wurzeln die Qua- 
drate, Kuben, Biquadrate u. s. w. schliesslich die (a—1)ten Potenzen der 
Wurzeln in ® sind, P=0, P’=0, P"=0,..., PD —0, und es seien 
die Werte der Functionen P, P’, P",..., PD welche sie erhalten, wenn 
man = 1 setzt, respective p, p',p’,..., p”""; dann wird nach dem vor- 
her Gesagten p eine positive Grösse sein, und aus ganz ähnlichem Grunde 
werden auch p’,p”’ ,... positiv sein. Da nun » der Wert der Function 
M—H)A—w)(l—v)... ist, welchen sie annimmt, wenn man für 4,u,v... 
die Wurzeln in ® setzt, 9’ der Wert derselben Function, wenn man für 
t,u,®v, ... die Quadrate jener Wurzeln setzt, u.s. w., und überdies der 
Wert firi=1,u=1,v=],... offenbar gleich 0 wird, so ist die Summe 
Pp+p+p"+..+p”" eine ganze durch n teilbare Zahl. Ausserdem sieht 
man leicht, dass das Produet P- P'. P"...—X* und daher Dir Di Din 
— n* wird. 

Wenn nun alle Coeffieienten in P rational wären, so würden auch nach 
Artikel 338 alle Coefficienten in P’, P’,... rational werden; nach Artikel 
42 aber würden alle diese Coefficienten notwendig ganze Zahlen sein. Hier- 
nach würden auch p, 9’, 2”,... ganze Zahlen sein, und da ihr Produkt gleich 
n*, ihre Anzahl an — 1 aber > ist, so müssten notwendig einige von ihnen 
(mindestens a — 1 — A) gleich 1, die übrigen aber entweder gleich » oder 
gleich einer Potenz von n sein. Wenn nun aber g von ihnen gleich 1 
wären, so würde offenbar die Summe p-+p’+---=g(mod.n) und daher 
sicher nicht durch » teilbar sein. Daher kann die Annahme nicht stattfinden. 

II. Wenn ® und R zwar nicht zusammenfallen, aber doch einige 
Wurzeln gemeinschaftlich enthalten, so sei % der Complex dieser und 
T=0 die Gleichung, deren Wurzeln sie sind. Dann ist 7 der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Functionen P, R (wie aus der Theorie der 
Gleichungen bekannt ist). Offenbar aber werden in % stets je zwei 


26* 
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Wurzeln reciprok sein, und daher können nach dem vorher Bewiesenen 
nicht sämtliche Coeffieienten in 7 rational sein. Dies würde aber sicher 
der Fall sein, wenn sämtliche Coeffieienten in P und daher auch sämtliche 
Coeffiecienten in R rational wären, wie aus der Natur der Operation, durch 
welche der grösste gemeinschaftliche Teiler gefunden wird, ohne Weiteres 
sich ergiebt. Daher ist die Annahme absurd. 

II. Wenn DO und © entweder zusammenfallen oder wenigstens gemein- 
schaftliche Wurzeln enthalten, so können in genau derselben Weise die 
Coefficienten in Q nicht sämtlich rational sein; sie würden aber rational 
werden, wenn sämtliche Coefficienten in P rational wären. Daher ist 
letzteres unmöglich, 

IV. Wenn aber weder ® mit R noch DD mit © irgend eine Wurzel 
gemeinsam hat, so finden sich notwendig alle Wurzeln ® in © und alle 
Wurzeln DO in R vor, so dass P=S und Q=Rist. Daher ist X= PQ 
das Product aus Pin R, d.h. 


aus 2 +44... +Re+Lin +. et 


und hieraus folgt, wenn man x =1 setzt: 
nL=(1+4A+'-+K+D)%. 


Wenn nun alle Coefficienten in P rational und daher nach Artikel 42 
auch ganz wären, so würde Z, welches in dem letzten Coefficienten von X, 
d. h. in 1 aufgehen müsste, notwendig == 1 sein, wonach » eine Quadrat- 
zahl wäre. Da dies der Voraussetzung widerspricht, so kann die Annahme 
nicht bestehen. 

Aus diesem Satze geht also hervor, dass, wie auch X in Faetoren 
zerlegt werden möge, ihre Coefficienten wenigstens zum Teil irrational 
werden und daher nicht anders als durch eine höhere Gleichung bestimmt 
werden können. 


Das Ziel der folgenden Untersuchungen wird angegeben. 


342. 


Das Ziel der nachfolgenden Untersuchungen, welches kurz 
anzugeben nicht unnützlich sein wird, geht dahin, X in immer mehr 
Factoren schrittweise zu zerlegen, und zwar so, dass deren 
Coeffieienten durch Gleichungen von möglichst niedrigem Grade 
bestimmt werden, bis man auf diese Weise zu einfachen Factoren oder 
zu den Wurzeln © selbst gelangt. Wir werden nämlich zeigen, dass, wenn 
die Zahl na — 1 auf irgend welche Weise in ganzzahlige Factoren o, ß,Y;... 
(für die man Primzahlen nehmen kann) zerlegt wird, X in « Factoren von 
n—|1 


Dimensionen zerlegt werden kann, deren Coefficienten sich durch 
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eine Gleichung aten Grades bestimmen; dass ferner diese einzelnen Factoren 


; : n—]1.. ; Dh ; : 
wiederum in ß andere von aß Dimensionen mit Hülfe einer Gleichung 


ßten Grades zerlegt werden können u. s. w., so dass, wenn v die Anzahl der 
Factoren a, ß,y,... bezeichnet, die Ermittlung der Wurzeln @ auf die Auf- 
lösung von v Gleichungen aten, pten, „ten, u. s. w. Grades reduciert wird. So 


- wird man z. B. für n=17, wn—1=2-2-2-2 ist, vier quadratische, 


für n = 73 drei quadratische und zwei kubische Gleichungen auflösen müssen. 

Da im Folgenden sehr häufig solche Potenzen der Wurzel r zu betrachten 
sind, deren Exponenten wiederum Potenzen sind, derartige Ausdrücke aber 
im Druck nicht ohne Schwierigkeit wiedergegeben werden können, so werden 
wir uns zur Erleichterung des Druckes im Nachstehenden der folgenden 
Abkürzung bedienen: Für r, v2, r3, ... werden wir [1], [2], [3], ... und all- 
gemein für », wo A irgend eine ganze Zahl bezeichnet, [A] schreiben. 
Derartige Ausdrücke sind daher noch nicht völlig bestimmt, sondern werden 
es erst, sobald für r oder [1] eine bestimmte Wurzel aus Q genommen wird. 
Es sind daher allgemein [A], [r] gleich oder ungleich, je nachdem A, y nach 
dem Modul » congruent oder incongruent sind. Ferner ist [0])=1; [A] [r] 
—-PR-+e]; PJ= ]; dieSumme [0] +PJ +] + +[R@— DA] entweder 
gleich 0 oder gleich », je nachdem A durch » nicht teilbar oder teilbar ist. 


Sämtliche Wurzeln’ 2 werden in gewisse Klassen (Perioden) 
eingeteilt. 


343. 

Wenn für den Modul n die Zahl g eine Zahl von jener Art ist, die 
wir im Abschnitt III primitive Wurzel genannt haben, so sind die »— 1 
Zahlen 1, 9, g, TS Ag den Zahlen 1, 2,3,...,» — 1 nach dem Modul », 
wenn auch in anderer Reihenfolge, congruent, d. h. jede Zahl der einen 
Reihe hat in der andern eine congruente Zahl. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass die Wurzeln [1], [9], [9]; -- -, [9 ”] mit @ zusammenfallen, und ganz 
ebenso werden allgemeiner 


DJ, Ag], D9°) . .- » Dg"*] 


mit Q zusammenfallen, wenn X irgend eine ganze durch » nicht teilbare 
Zahl bezeichnet. Ferner sieht man leicht, da 9" '=1 (mod. ») ist, dass 
die beiden Wurzeln [Ag”], [Ag”] identisch oder verschieden sind, je nachdem 
w, v nach dem Modul » — 1 congruent oder incongruent sind. 

Wenn nun @ eine andere primitive Wurzel ist, so werden die Wurzeln 
His; kg} auch mit ER... [G”"?] übereinstimmen, falls 
man von der Reihenfolge absieht. Aber ausserdem beweist man leicht, 
dass, wenn e ein Teiler von »—1 ist und» —1=ef, ’=h, ®=H 
gesetzt wird, auch die f Zahlen 1, Ah, Mn, „=! den folgenden: 1, Z, 
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H?,..., H/! nach n congruent sind (ohne Rücksicht auf die Reihen- 
folge). Denn nehmen wir G== 9” (mod.n) an, und ist x eine willkürliche 
positive Zahl </f und v der kleinste Rest von pw (mod. f), so wird 
ve=pwe (mod.n» — 1), somit g’= "= @** (mod. n) oder H’=M, d.h. 
zu jeder Zahl der letzteren Reihe 1, H, H?, ... kommt in der Reihe 1, h, 
h?, ... eine congruente vor und umgekehrt. — Hieraus geht hervor, dass 
die f Wurzeln [1], [%], [A?], ..., VW 1] identisch sind mit den folgenden 
RZ: (a und allgemeiner wird man leicht einsehen, dass 


PR, 0%], DR, -.., D% 4] mit RA, DE, B23L ..., pa 


übereinstimmen. Das Aggregat von f solchen Wurzeln [PR] + [PR] 
a st welches als unabhängig von g zu betrachten ist, 
da es sich nicht ändert, wenn man für 9 eine andere primitive Wurzel 
nimmt, werden wir mit (f, A) bezeichnen und den Complex der- 
selben Wurzeln die Periode (f, X) nennen, wobei keine Rücksicht aut 
die Anordnung der Wurzeln genommen wird.*) — Bei der Darstellung 
einer solchen Periode wird es zweckmässig sein, die einzelnen Wurzeln, 
aus denen sie besteht, auf den einfachsten Ausdruck zu reducieren, nämlich 
für die Zahlen A, Ah, Ah?, ... die kleinsten Reste nach dem Modul » zu 
substituieren, nach deren Grösse, wenn man will, auch die Teile der Periode 
geordnet werden können. 

Beispiel. Für »n—=19, wo 2 eine primitive Wurzel ist, besteht die 
Periode (6, 1) aus den Wurzeln [1], [8], [64], [512], [4096], [32768] oder 
[1], [7], [8], [11], [12], [18]. Ebenso besteht die Periode (6, 2) aus [2], 
[3], [5], [14], [16], [17]. Die Periode (6, 3) ist identisch mit der vorigen. 
Die Periode (6, 4) enthält [4], [6], [9], [10], [13], [15]. 


Verschiedene Sätze über die Perioden der Wurzeln ©. 


344. 


In Bezug auf diese Perioden ergeben sich unmittelbar folgende Be- 
merkungen. 


I. Do wW=r, WH=N,... (mod.n) ist, so werden offenbar (f, Ah), 
(f, M2), ... aus denselben Wurzeln bestehen, aus welchen (f, A) besteht; 
bezeichnet also [X] irgend eine Wurzel aus (f, A), so wird allgemein diese 
Periode mit (f, X) vollständig identisch sein. Wenn daher zwei aus 
gleichviel Wurzeln bestehende Perioden (welche wir gleichartig nennen 
werden) irgend eine Wurzel gemeinsam haben, so sind sie offenbar identisch. 
Daher ist es nicht möglich, dass zwei Wurzeln in irgend einer Periode 


*) Es möge gestattet sein, das Aggregat im Folgenden auch den numerischen 
Wert der Periode oder einfach Periode zu nennen, wo keine Zweideutigkeit zu 
befürchten ist. 
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gleichzeitig enthalten sind, in der andern gleichartigen aber nur eine von 
ihnen vorkommt; ferner ist klar, dass, wenn zwei Wurzeln [r], PX] zu der- 
selben Periode von f Gliedern gehören, der Wert des Ausdrucks . (mod. %) 
irgend einer Potenz von h congruent ist, oder dass man setzen kann 
NVZIg” (mod. n). 

I. It f=n—1,e=1, so fällt die Periode (/, 1) offenbar mit © 
zusammen; in allen übrigen Fällen aber ist Q aus den Perioden (f, 1), (% 9), 
Ne g°') zusammengesetzt. Diese Perioden sind daher vollständig 
von einander verschieden, und es ist klar, dass jede andere gleichartige 
Periode (f,%) mit irgend einer von diesen zusammenfällt, wofern [A] zu ® 
gehört, d.h. wenn A durch » nicht teilbar ist. Die Periode (f, 0) aber oder 
(f, kn) ist offenbar aus f Einheiten zusammengesetzt. Ebenso leicht sieht 
man, dass, wenn A irgend eine durch » nicht teilbare Zahl ist, auch der 
Complex der e Perioden (f, X), (f, Ag), (h NE %g°') mit @ überein- 
stimmt. — So besteht z. B. für n=19, f=6 der Complex @ aus den drei 
Perioden (6,1), (6, 2), (6, 4), und auf eine von diesen ist jede andere gleich- 
artige ausser (6, 0) zurückführbar. 

IH. Wenn n— 1 das Product aus drei positiven Zahlen a, b, c ist, so 
ist offenbar jede Periode von be Gliedern aus b Perioden von c Gliedern 
zusammengesetzt, nämlich (be, A) aus (c, A), (c, Ag“), (6, ern: 
weshalb diese unter jener enthalten genannt werden. So besteht z. B. für 
n—=19 die Periode (6, 1) aus den dreien (2, 1), (2, 8), (2, 7), deren erste 
die Wurzeln r, r!®, deren zweite die Wurzeln »*, r'* und deren dritte die 
Wurzeln »", r!? enthält. 


345. 

Satz. Es seien (A), (A u) zwei gleichartige, identische oder 
verschiedene, Perioden und es bestehe (f, A) aus den Wurzeln 
21,94, PX... Dana! nt? das Product aus (AA) und (% p) ein 
Aggregat von f gleichartigen Perioden, nämlich: 


= (At) HAHN) HEN HH —MW. 


Beweis. Es sei, wie oben, n—1==ef, g eine primitive Wurzel für den 
Modul » und A=g°, so dass nach dem Vorhergehenden (f,%) = (f, Ah) 
— (f,Xh2)=::- ist. Hiernach ist das gesuchte Product 


— [ep] (5 + Der] (A) + [eh] (AM) +: 
und daher: 
-=—R +. J+ Ph + I1+---+PW"+e ] 
+P%R +ph]+ DR +uh]+ + DW +ph] 
+ DR? + uR2) + DAB + pR2]) ++ DW + u] 
—- .... 
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welcher Ausdruck im ganzen f? Wurzeln enthält. Wenn man nun hier die 
einzelnen Vertikalreihen für sich summiert, so ergiebt sich offenbar: 


FI) HhkMHN) He Hl), 


und man sieht leicht, dass dieser Ausdruck mit W übereinstimmt, da die 
Zahlen A, X, X, ... nach Voraussetzung den Zahlen UN N NN ae 
(in welcher Reihenfolge, ist hier gleichgültig) nach dem Modul » congruent 
und daher auch 


die Zahlen A+, X+p, X’ +1,... den Zahlen A+p, Art, Ah2-tp, ..., Ip u 


congruent sein müssen. 
An diesen Satz knüpfen wir einige Zusätze: 


I. Bezeichnet % irgend eine ganze Zahl, so ist das Product aus 
(f, kA) und (f, kp) gleich 


(FRO+W)+(L ER + W)+ (5 RO" +) +: -- 


II. Da die einzelnen Teile, aus denen W besteht, entweder mit dem 
Aggregate (f, 0), welches gleich / ist, oder mit irgend einem von den 
enden: (1), (GO, 9)... 1600 übereinstimmen, so lässt sich 
W auf die Form bringen: 


Weardk DENE Mr HN geh), 


wo die Coefficienten a, b, d’, ... positive ganze Zahlen (oder einige von 
ihnen auch 0) sind. Ferner ist klar, dass alsdann das Product aus (f, kA) 
und (f, ku) wird: 


af bh HD Rg) + BON let), 


So wird z. B. für n=19 das Product aus dem Aggregate (6, 1) in 
sich selbst oder das Quadrat dieses Aggregates gleich (6, 2) + (6, 8) 
+ (6,9) + (6, 19) +(6, 13)+ (6, 9)=6 +2 (6 1) +(6,2)+2(6, 4). 

II. Da das Product aus den einzelnen Teilen von W und einer 
gleichartigen Periode (/, v) auf eine analoge Form gebracht werden kann, so ist 
klar, dass auch das Product aus den drei Perioden (AM, (hp), (%v) durch 
fra D+:.-+ aa 0.) dargestellt werden kann, und dass die 
Üoefficienten c, d, ... ganze positive Zahlen (oder 0) werden und überdies 
für jeden beliebigen ganzen Wert von % ist: 


BR) (hr) her +dlf, hy) +d(f, kg) -+--- 


Ebenso lässt sich dieser Satz auf Producte von beliebig vielen gleich- 
artigen Perioden ausdehnen, und es ist gleichgültig, ob diese Perioden 
sämtlich verschieden oder zum Teil oder sämtlich identisch sind. 


IV. Hieraus schliesst man, dass, wenn in irgend einer algebraischen 
rationalen ganzen Function F=e(t, u, v,....) für die Unbestimmten 
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t, u, v, ... respective die gleichartigen Perioden (% 2), ( P), (A ») - 
substituiert werden, ihr Wert auf die Form 


A+HBEDABENH+EBN + HB") 
reducierbar ist und die Coefficienten A, B, B’, ... sämtlich ganze Zahlen 
werden, wenn sämtliche bestimmte Coefficienten in F ganze Zahlen sind, 
und dass, wenn darauf für Z, «, v, ... respective (f, kA), (f, ku), (f, Av), ..- 
substituiert werden, der Wert von F die Form annimmt: A-+B(f, k) 
+B(f, ky)+*.. 

346. 

Satz Nimmt man an, dass A eine durch » nicht teilbare 
Zahl sei, und schreibt man der Kürze wegen » für (f, A), so lässt 
sich jede andere gleichartige Periode (f, p), wo auch p durch » 
nicht teilbar angenommen wird, auf folgende Form reducieren 


a + Bp + p? ++ pt, 


so dass die Coefficienten a, ß, ... bestimmte rationale Grössen 
sind. 

Beweis. Man bezeichne zur Abkürzung die Perioden (f, Ag), (f, Ag°), 
(Age... (7% Ag), deren Anzahl e— 1 ist, und mit deren einer (f, p.) 
notwendig übereinstimmt, mit p/, p’, p”’, .... Dann hat man also sofort die 
Gleichung: 


(I) 0=1+4p-+p+p"tp"+:-- 
Entwickelt man aber nach den Regeln des vorigen Artikels die Werte 


der Potenzen von p bis zur (e— 1)ten, so erhält man noch e— 2 andere 
von der Form: 


HD) 0=PP+A+mp-+adp+adp"+a"p"+:-- 
(II) 0=p+B+p+ bp bp’ H-b"'p"+--- 
(IV) = +++ cV + cp" + d"p"—+ +. 
wo sämtliche Coefficienten, A, a, @a',..., B,b,b,....,... ganze Zahlen 
und, was wohl zu beachten ist und aus dem vorigen Artikel unmittelbar 
folgt, von X gänzlich unabhängig sind; d. h. dieselben Gleichungen gelten 
auch noch, welchen andern Wert man auch X beilegen möge; diese Be- 
merkung erstreckt sich offenhar auch auf die Gleichung (I), wenn nur A 
durch » nicht teilbar angenommen wird. — Wir nehmen (f, p)=p an, 
denn man sieht sehr leicht, dass, wenn (f, ») mit irgend einer andern 
Periode aus p”, p’”, ... übereinstimmt, den folgenden ganz analoge Schlüsse 
angewendet werden können. Da die Anzahl der Gleichungen (I), (II), 
(III), ... gleich e— 1 ist, so lassen sich die Grössen p’', p’””, ..., deren 
Anzahl gleich e— 2 ist, nach bekannten Methoden daraus eliminieren, so 


dass sich eine von ihnen freie Gleichung wie 
(Z) O=A+Bp + 6 +. MT NY 
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ergiebt, und zwar kann dies so geschehen, dass sämtliche Coeffieienten 
A, B,..., N ganze Zahlen und sicher nicht alle gleich Null sind. Wenn 
nun hier N nicht gleich Null ist, so geht daraus sofort hervor, dass p’ da- 
durch in der Weise, wie der Satz es behauptet, bestimmt wird. Wir haben 
also nur noch nachzuweisen, dass N nicht gleich 0 werden kann. 

Nimmt man an, dass N = 0 sei, so wird die Gleichung (Z): Mp’ "+... 
+Bp +A= 0, und dieser können, da sie den (e — 1)ten Grad sicher nicht 
übersteigen kann, nicht mehr als e— 1 verschiedene Werte von p genügen. 
Da aber die Gleichungen, aus denen (Z) abgeleitet ist, von A unabhängig 
sind, so ist klar, dass auch (Z) von X nicht abhängt, also stattfindet, welche 
ganze durch » nicht teilbare Zahl man auch für X nehmen möge. Daher 
wird die Gleichung (Z) befriedigt werden, welchem von den Aggregaten 
KEN GNM (PA -:-, (fg) man auch p gleichsetzen möge, woraus 
von selbst folgt, dass diese Aggregate nicht sämtlich ungleich sein können, 
sondern mindestens zwei unter ihnen gleich sein müssen. Es möge das 
eine von zwei solchen gleichen Aggregaten die Wurzeln [2], [&); [&”); - - -, 
das andere die Wurzeln [9], [9], [YJ, . - - enthalten, und man nehme an 
(was erlaubt ist), dass sämtliche Zahlen £&, d, (",...., nn, n,... positiv 
und kleiner als » seien; offenbar werden sie auch sämtlich verschieden und 
keine von ihnen gleich O sein. Bezeichnet man die Function 


r G „ ’ (77 
Eee. 


deren höchstes Glied nicht über «””" hinaus liegen kann, mit Y, so wird 
offenbar Y=0 für z=[1]; demnach enthält Y den Factor — [1], und 
zwar wird sie diesen mit der Function, welche wir im Vorigen mit X be- 
zeichnet haben, gemeinsam haben. Dass dies aber absurd ist, lässt sich 
leicht zeigen. Denn wenn Y mit X irgend einen Factor gemeinschaftlich 
hätte, so würde der grösste gemeinschaftliche Teiler der Functionen X, Y 
(dass derselbe sicher nicht bis zu » — 1 Dimensionen ansteigen kann, geht 
schon daraus hervor, dass Y durch x teilbar ist) lauter rationale Coeffi- 
cienten haben, wie aus der Natur der Operationen, durch welche man den 
grössten gemeinschaftlichen Teiler zweier Functionen, deren Coefficienten 
sämtlich rational sind, ermittelt, ohne weiteres sich ergiebt. Im Artikel 341 
haben wir aber gezeigt, dass X keinen Factor von weniger als n — 1 
Dimensionen, dessen Coefficienten sämtlich rational sind, enthalten kann. 
Daher kann die Annahme, dass W=0 sei, nicht richtig sein. 


Beispiel. Füra—=19, f=6 wird» =6-+ 2p + p+ 2p’'; hieraus und 
as 0=1+p+p'+p” leitet man her: "—=4 — pP, P"= —5 —p +. 
Mithin: 

(6, 2) =4— (6, ob: (6, 4) =—)— (6, 1) 17.10, Le 


6,4)=4— (6,2%, (6,)=— 5 — (6, 2)-+ (6, 2)? 
6,)=4—- (6,4%, 9-35 (6,9459. 
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347. 

Satz. Ist F=eg(t,uv,...) eine symmetrische (invariable)*) 
algebraische rationale ganze Function der f Unbestimmten 
it, u, ©, ...., und substituiert man für diese die fin der Periode 
(5%) enthaltenen Wurzeln, so lässt sich der Wert von F nach 
den Vorschriften des Artikels 340 auf die Form 


A+ AU] + 2] +. = W 


bringen. Die Wurzeln, welche in diesem Ausdrucke zu einer 
und derselben Periode von f Gliedern gehören, werden dann 
gleiche Coefficienten haben. 

Beweis. Es seien [p], [9] zwei zu einer und derselben Periode gehörige 
Wurzeln, und man nehme », q positiv und kleiner als » an; dann soll 
bewiesen werden, dass [p] und [q] in W denselben Coefficienten haben. 
Es sei g=pg” (mod.n); es seien ferner die in (f,‘) enthaltenen Wurzeln 
PR], DJ, P’J ..., wo die Zahlen A, %,%”’,.... positiv und kleiner als n 
vorausgesetzt werden; endlich seien die kleinsten positiven Reste der Zahlen 
Iy°,Ng“,X’g”,... nach dem Modul » respective p, pw, ”,... welche offenbar 
mit den Zahlen A,%,X’,..., wenn auch in anderer Reihenfolge identisch 
sind. Nun geht aus Artikel 340 hervor, dass 


#(Mg”], Mat: \ R’g” rei (f) 
die Form annimmt: 


A+4[9°]+A"[2g9°] + --- oder A+4[9) +4") +. - = (MW), 


wenn 9, %, 9,... die kleinsten Reste der Zahlen g, 29”, .... nach dem 
Modul %» bezeichnen, woraus ersichtlich ist, dass [9] in [W’] denselben 
Coefficienten hat, wie [p] in [W]. Man sieht aber leicht, dass sich aus 
der Entwicklung des Ausdruckes (I) dasselbe Resultat ergiebt, wie aus der 
Entwicklung von & ([y.), [ev], [e”)...), da EI”, W=Ng”,... (mod.n) ist; 
dieser Ausdruck aber ergiebt wieder dasselbe Resultat wie 2 ([?], A], X), ...), 
da die Zahlen x, g’, w',... von A, %, X”, ... nur in der Reihenfolge ab- 
weichen, und es auf diese bei symmetrischen Functionen nicht ankommt. 
Hieraus schliesst man, dass W’ mit W völlig identisch ist, so dass also die 
Wurzel [9] in W denselben Coefficienten hat wie [p]. 
Hiernach kann W offenbar auf die Form 


At ENGEN) Hr Half") 


gebracht werden, so dass die Coefficienten A,a,...,a" bestimmte Grös- 
sen sind, die überdies ganze Zahlen sein werden, wenn sämtliche rationalen 


*) Symmetrische (invariabiles) Functionen werden bekanntlich diejenigen Func- 
tionen genannt, welche alle Unbestimmten in derselben Weise enthalten, oder deut- 
licher, die sich nicht ändern, wie man auch die Unbestimmten unter sich vertauschen 
möge; solche Functionen sind z.B. die Summe aller Unbestimmten, das Product aus 
allen, die Summe der Producte aus je zweien u, s. w, 
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Coefffeienten in F ganze Zahlen sind. — So lässt sich z. B., wenn »—=19, 
f=6,i=1 ist, und p das Aggregat der Producte aus je zwei Unbestimmten 
bezeichnet, der Wert von $ auf die Form bringen: 3+ (6, 1) + (6, 4). 

Ferner sieht man leicht, dass, wenn man darauf für 4 w,v,... die 
Wurzeln aus einer andern Periode (/, kA) substituiert, der Wert von F gleich 

A+ta(hk)+a(h, kg) +a'(f,kg)-+:-- 
wird. 
348. 
Da in jeder Gleichung 


"a HB? yet... 0 


die Coeffieienten «, ß,y,... symmetrische Functionen der Wurzeln sind, 
nämlich « die Summe aller Wurzeln, 8 die Summe der Produkte aus je 
zweien, y die Summe der Produkte aus je dreien u. s. w., so ist in der Glei- 
chung, deren Wurzeln die in der Periode (/,A) enthaltenen Wurzeln sind, 
der erste Coefficient gleich (/, X), während jeder der übrigen auf die Form 


Aa ED+ÄN+ Hat delpgt), 


wo A,a,a',... sämtlich ganze Zahlen sind, gebracht werden kann; und 
ausserdem ist klar, dass die Gleichung, deren Wurzeln die in irgend einer 
andern Periode (/, AA) enthaltenen Wurzeln sind, aus jener entsteht, wenn 
man in den einzelnen Coefficienten (f, %) für (f, 1), (4, %g) für (f,g) und 
allgemein (f, kp) für (f, p) substituiert. Auf diese Weise kann man daher 
e Gleichungen 2=0, 2’—=0, 2’—=0,... angeben, deren Wurzeln die in (f, 1), 
(AN, (h, g99),... enthaltenen Wurzeln sind, sobald die e Aggregate (f, 1), 
(9, (A 9%),... bekannt sind, oder vielmehr, sobald irgend eins derselben 
gefunden ist, da nach Artikel 346 aus einem einzigen alle übrigen rational 
abgeleitet werden können. Auf diese Weise erhält man zugleich die Zer- 
legung der Function X in e Factoren von f Dimensionen; denn das Produkt 
aus den Functionen 2, 2’, 2”,... ist offenbar gleich X. 

Beispiel. Für n—= 19 ist die Summe aller Wurzeln in der Periode (6, 1) 
gleich (6, 1)= a; die Summe der Producte aus je zweien wird gleich 3 + (6,1) 
+(6,4)=ß; analog findet man die Summe der Produkte aus je dreien 
gleich 2+2(6,1) + (6,2)=y, die Summe der Producte aus je vieren 
gleich 3-+- (6,1) + (6,4) =, die Summe der Produkte aus je fünfen gleich 
(6,1)=:, das Produkt aus allen gleich 1. Somit umfasst die Gleichung 


ua — re He — er +l—=0 


sämtliche in (6,1) enthaltene Wurzeln. Werden nun in den Coeffieienten 
a,ß,Y,... für (6,1), (6,2), (6,4) respective (6, 2), (6,4), (6, 1) substituiert, 
so geht die Gleichung 2’=0 hervor, welche die in (6, 2) enthaltenen Wurzeln 
umfasst, und wenn dieselbe Vertauschung hier nochmals angewendet wird, 
erbält man die Gleichung 2’ 0, welche die in (6,4) enthaltenen Wurzeln 
umfasst, und das Product 22’2” ist gleich X. 
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349. 
Meistens ist es bequemer, besonders wenn f eine grosse Zahl ist, die 
Coefficienten «a, ß, y, ... nach dem Newton’schen Satze aus den Potenz- 


summen der Wurzeln abzuleiten. Es ist nämlich ohne Weiteres klar, dass 
die Summe der Quadrate der in (f, A) enthaltenen Wurzeln gleich (f, 2), 
die Summe der Kuben gleich (f, 3X) u. s. w. ist. Schreibt man daher der 
Kürze wegen für (5 A), (f 2X), (4 3%), ... respective g,g’, q”,..., so ist: 
og, Beyg—gd, Ye — dd), ...; 
wobei die Producte aus zwei Perioden nach Artikel 345 sogleich in Summen 
von Perioden verwandelt werden müssen. So werden in unserm Beispiel, 
wenn man für (6,1), (6,2), (6,4) respective p, p', p'’ schreibt, die Grössen 
4 d, ga’, €", d, q” bezüglich gleich p, 2',.p', p”, 2’, pP"; demnach: 
=)», 

23=pP—m—=6+2p + 2p" 

yY=8-+r+P")p — pp + P=6-+6p + 3p' 

ö=Rß+p+P)o— +r+P/)P+m—p"=12-+4p +4p" 

u. Ss. w. 

Übrigens braucht man nur die Hälfte der Coefficienten auf diese Weise 
zu berechnen; denn es ist nicht schwer zu beweisen, dass die letzten in 
umgekehrter Reihenfolge den ersten gleich sind, nämlich der letzte gleich 1, 
der vorletzte gleich «, der vorvorletzte gleich ß, u. s. w., oder aus eben 
diesen respective hervorgehen, wenn man für (f, 1), (% 9)... setzt: (, —1), 
(, —g), ... oder (, n—1), („kn —g),.... Der erste Fall findet statt, 
wenn f gerade, der zweite, wenn f ungerade ist; der letzte Coeffieient wird 
aber immer gleich 1. Der Grund hiervon beruht auf dem Satze in Artikel 79; 
doch halten wir uns der Kürze wegen bei diesem Gegenstande nicht auf. 


350. 


Satz. Es sei »n—1 das Product aus den drei positiven Zahlen 
a, ß, y; es möge ferner die Periode (ßy, A), welche ßy Glieder be- 
sitzt, aus ß kleineren Perioden von y Gliedern, nämlich (Y, A), 
(1, X), (1, A’), -.. bestehen, und es werde angenommen, dass, 
wenn in einer Function von ß Unbestimmten von gleicher Be- 
schaffenheit wie die im Artikel 347, nämlich in F=ofl1b, u, v,...) 
für die Unbestimmten 2, v,v,.... die Aggregate (y, A), (y, X), 
(1 X’), ».. respective substituiert werden, der Wert derselben 
nach den Regeln im Artikel 345 IV reduciert werde auf 


Atom D+ay Nr +9 + +, = W 


Dann behaupte ich, dass, wenn F eine symmetrische Function 
ist, diejenigen Perioden in W, welche in derselben Periode 
von Py Gliedern enthalten sind, d. h. allgemein Perioden wie 
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(7, 9’) und (1, 9”*®), wovirgend eine ganze Zahl bezeichnet, die- 
selben Coefficienten haben werden. 

Beweis. Da die Periode (3y, %g°) identisch ist mit (By, A), so werden die 
kleineren Perioden, (7, Ag9°), (1, Xg”), (1, X’g”),..., aus denen die erstere 
offenbar besteht, notwendig mit denjenigen übereinstimmen, aus denen die 
letztere besteht, allerdings in anderer Reihenfolge. Wenn man also annimmt, 
dass, nachdem jene für 4, «, v, ... respective substituiert sind, Fin W’ 
übergehe, so wird W’ mit W zusammenfallen. Nach Artikel 347 aber ist: 


KrAna IHN) ee 
= AH HM HKM) rad + Han N. 


Mithin muss, da dieser Ausdruck mit W übereinstimmen soll, der erste, 
zweite, dritte, u. s. w. Coefficient in W (von a an gerechnet) notwendig 
mit dem (@+1)ten, (@a-+2)ten, (a+-3)ten, u. s. w. übereinstimmen, 
woraus man leicht schliesst, dass allgemein die Coeffiecienten der Perioden 
1 2 oe. en), Weldhe an (pe = Mer, 
(a +p+Dter, QZa+p + Dter,...., va+p-+-I)ter Stelle stehen, 
unter sich übereinstimmen müssen. W.z.b. w. 
Hieraus geht hervor, dass W reduciert werden kann auf die Form: 


4A a(Py, 1) ra (By, 9) et er a“ UırBy, ll) 


in welcher sämtliche Coefficienten A, a, ... ganze Zahlen sein werden, 
wenn sämtliche bestimmten Coefficienten in F' ganze Zahlen sind. Ferner 
sieht man leicht, dass, wenn nachher für die Unbestimmten in F die ß 
Perioden von y Gliedern, welche in einer andern Periode von ßy Gliedern, 
etwa in (By, A%), enthalten sind und die offenbar (y, Ak), (7, Xk), („X’R),... 
sind, substituiert werden, der daraus hervorgehende Wert lautet: A + a(ßy, %) 
+ ar, gk) ++ a By, a’). 

Ferner ist klar, dass der Satz auch auf den Fall ausgedehnt werden 
kann, wo @a=1 oder By=n — 1 ist; hier sind nämlich sämtliche Coeffieienten 
in W gleich und daher reduciert sich W auf die Form A +a(ßy, 1). 


35l. 
Behält man also sämtliche Bezeichnungen des vorigen Artikels bei, so 
ist klar, dass die einzelnen Üoefficienten der Gleichung, deren Wurzeln die 
ß Aggregate (, A), (1, A), (%, A),... sind, auf eine Form wie 


A+ay,D+a(ßyg) +. + a2 (By, g®=') 


reduciert werden können, und dass die Zahlen A, a,... sämtlich ganze Zahlen 
werden, dass aber die Gleichung, deren Wurzeln die ß in einer andern 
Periode (ßy,%A) enthaltenen Periode von y Gliedern sind, aus jener ab- 
geleitet wird, wenn überall in den Coeffieienten für jede beliebige Periode 
(By, x) substituiert wird (By, Ay). Ist also a—= 1, so werden sämtliche ß 
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Perioden von y Gliedern bestimmt durch eine Gleichung ßten Grades, deren 
einzelne Coefficienten sich auf die Form A + a (By, 1) reducieren und daher 
bekannte Grössen sind, da (y,N)=(r—1l,N)=-—1 ist. Ist aber 
«1, so sind die Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln sämtliche 
in irgend einer gegebenen Periode von ßy Gliedern enthaltenen Perioden 
von y Gliedern sind, bekannte Grössen, sobald die numerischen Werte aller 
a Perioden von ßy Gliedern bekannt sind. — Übrigens lässt sich die Berech- 
nung der Coefficienten dieser Gleichungen häufig, besonders wenn ß nicht 
sehr klein ist, bequemer anstellen, wenn man zunächst die Potenzsummen 
der Wurzeln ermittelt und sodann aus diesen, ebenso wie oben im Artikel 349 
nach dem Newton’schen Satze die Coefficienten ableitet. 


Beispiel I Man sucht fürn=19 die Gleichung, deren Wurzeln 
die Aggregate (6, 1), (6, 2), (6, 4) sind. Bezeichnet man diese Wurzeln 
mit p, 2’, p” respective und die gesuchte Gleichung mit 

23 — 40? + Be— (C=0, 
so folgt: 
A=p+pP+p", B=em+m'+pp", C=ppP". 
Hiernach ist: 
A=(8,1)=—]; 
ferner hat man: 

»=Pp+ +3, w=ip+p+r, Pp=sp+P+ 2%", 
daher: 

B=6@+ + )=608,)=—6; 
endlich wird 

C=(p+%2 +3 p')pP"=3(6,)+l1(p+P +Hr)=3 — 1-17. 
Daher ist die gesuchte Gleichung: 

x3+ 02 — be —7—=0. 
Bedient man sich der andern Methode, so hat man: 
p+p+r'=—1 

Va a 2087 a u en 57 VE el VB 57 u De 50 0 A er a7 A u 
daher: 

Pre) 
und ebenso: 

+p?+p"?—=36+354(p +P-+p")=2. 

Hieraus leitet man nach dem Newton ’schen Gesetze dieselbe Gleichung 
ab, wie vorher. 

IH. Gesucht wird für n=19 die Gleichung, deren Wurzeln 
die Aggregate (2, 1), (2, 7), (2, 8) sind. Bezeichnet man diese respective 
mit q, g’, q’, so findet man: 


g+d+4"=6,1), + +ad"=(6,1)+l6,4, id’=2-+ (6, 2), 


416 Siebenter Abschnitt. [Art. 352] 


daher ist mit Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Artikels die 
gesuchte Gleichung: 


2? — 9 + (kp HP )e — 2 —p—0. 


Die Gleichung, deren Wurzeln die unter (6, 2) enthaltenen Aggregate 
(2, 2), (2, 3), (2,5) sind, geht aus der vorstehenden hervor, wenn man für 
», p', p'’ respective 9’, 9”, p substituiert, und führt man dieselbe Substitution 
nochmals aus, so entsteht die Gleichung, deren Wurzeln die unter (6, 4) 
enthaltenen Aggregate (2, 4), (2, 6), (2, 9) sind. 


Auf die vorstehenden Untersuchungen wird die Lösung der 
Gleichung X—=0 gegründet. 


302. 


Die vorstehenden Sätze mit den daran geknüpften Folgerungen enthalten 
die hauptsächlichsten Punkte der ganzen Theorie, und die Methode, die 
Werte der Wurzeln © zu finden, kann nunmehr mit wenig Worten dar- 
gelegt werden. 

Vor allem muss man eine Zahl 9 annehmen, welche für den Modul » 
primitive Wurzel ist, und die kleinsten Reste der Potenzen von g bis zu 
g"” nach dem Modul » ermitteln. Man zerlege a —1 in Factoren und 


zwar, wenn man das Problem auf Gleichungen von möglichst niedrigem 
Grade reducieren will, in Primzahlen; dieselbe seien (in ganz willkürlicher 
Reihenfolge) «, ß, y, ..., &, und man setze: 


er! 
cl, = el b, ... 


Man teile sämtliche Wurzeln @ in « Perioden von @ Gliedern, jede 
einzelne von diesen wieder in ß Perioden von b Gliedern, jede einzelne von 
diesen wiederum in y Perioden, u. s. w, Man suche nach dem vorigen 
Artikel die Gleichung aten Grades (4), deren Wurzeln jene a Aggregate 
von a Gliedern sind; die Werte dieser letzteren werden somit nach Auf- 
lösung dieser Gleichung bekannt sein. 

Hier entsteht aber eine Schwierigkeit, da es ungewiss erscheint, welcher 
Wurzel der Gleichung (A) ein jedes Aggregat gleichzusetzen ist, d. h. welche 
Wurzel mit (a, 1), welche mit (a, g9),.... bezeichnet werden muss. Diesem 
Übelstande kann man in folgender Weise abhelfen. Mit (a,1) kann man 
jede Wurzel der Gleichung (A) bezeichnen; denn da jede Wurzel dieser 
Gleichung ein Aggregat von « Wurzeln aus @ ist und es ganz willkürlich 
ist, welche Wurzel aus @ mit [1] bezeichnet wird, so darf man offenbar an- 
nehmen, dass irgend eine von denjenigen Wurzeln, aus welchen irgend eine 
gegebene Wurzel der Gleichung (A) besteht, durch [1] dargestellt werde, 
wonach jene Wurzel der Gleichung (A) (a, 1) wird. Die Wurzel [1] wird 
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hierdurch aber noch nicht vollständig bestimmt, sondern es bleibt noch ganz 
willkürlich oder unbestimmt, welche Wurzel von denjenigen, die (a, 1) bil- 
den, wir für [1] nehmen wollen. Sobald aber (a, 1) bestimmt ist, so können 
auch alle übrigen Aggregate von «a Gliedern rational daraus abgeleitet 
werden (Artikel 346). Hieraus geht zugleich hervor, dass man nur eine 
einzige Wurzel durch Auflösung dieser Gleichung zu ermitteln braucht. — 
Man kann zu diesem Zwecke auch die folgende weniger directe Methode 
anwenden. Man nehme für [1] eine bestimmte Wurzel, d. h. man setze 


k k 
I1]= es + isin nn wo die ganze Zahl % willkürlich gewählt ist, 


jedoch so, dass sie durch » nicht teilbar ist; dann werden auch [2], [3], 
... bestimmte Wurzeln andeuten, daher denn auch die Aggregate (a, 1), 
(a, 9), .. . bestimmte Grössen bezeichnen werden. Hat man diese aus den 
Sinustafeln auf nur wenige Stellen berechnet, nämlich soweit, dass man 
entscheiden kann, welche grösser, welche kleiner sind, so kann kein Zweifel 
mehr übrig sein, durch welche Bezeichnungen die einzelnen Wurzeln der 
Gleichung (A) zu unterscheiden sind. 

Nachdem auf diese Weise sämtliche a Aggregate von aGliedern gefunden 
sind, suche man nach dem vorigen Artikel die Gleichung ßten Grades (B), 
deren Wurzeln die BAggregate von bGliedern sind, welche in (a, 1) vor- 
kommen; die Coefficienten dieser Gleichung werden sämtlich bekannt sein. 
Da es noch willkürlich ist, welche von den a—=ßb unter (a, 1) enthaltenen 
Wurzeln mit [1] bezeichnet wird, so kann man jede beliebige gegebene 
Wurzel der Gleichung (B) durch (b, 1) darstellen, da man offenbar annehmen 
darf, dass irgend eine der b Wurzeln, aus denen sie zusammengesetzt ist, 
mit [1] bezeichnet werde. Man ermittle also durch Auflösung der Gleichung 
(B) nur irgend eine Wurzel dieser Gleichung, setze sie gleich (db, 1) und 
leite daraus nach Artikel 346 alle übrigen Aggregate von b Gliedern ab. 
Auf diese Weise erhalten wir zugleich eine Probe für die Rechnung, da 
immer diejenigen Aggregate von bGliedern, welche zu denselben Perioden 
von aGliedern gehören, bekannte Summen ergeben müssen. — In manchen 
Fällen würde es ebenso einfach sein, «— 1 andere Gleichungen ßten Grades 
abzuleiten, deren Wurzeln respective die einzelnen BAggregate von bGliedern 
sind, die in den übrigen Perioden von aGliedern (a, 9), (a, 92), .. . ent- 
halten sind, und sämtliche Wurzeln sowohl dieser Gleichungen als auch 
der Gleichung (B) durch Auflösung zu suchen; dann aber müsste man 
ebenso wie oben mit Hülfe der Sinustafel entscheiden, welchen Perioden von 
bGliedern die einzelnen auf diese Weise sich ergebenden Wurzeln gleich 
gesetzt werden müssen. Übrigens können für diese Entscheidung noch viele 
andere Kunstgriffe angewendet werden, die wir an dieser Stelle nicht voll- 
ständig darlegen können; nur einen für den Fall, wo B=2 ist, der be- 
sonders nützlich ist und kürzer durch Beispiele als durch theoretische Be- 
trachtungen klargemacht werden kann, wird man in den folgenden Beispielen 
kennen lernen. 

Gauss. 97 
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Nachdem auf diese Weise die Werte aller aß Aggregate von b Gliedern 
gefunden sind, können auf ganz ähnliche Weise daraus mittelst Gleichungen 
vom yten Grade sämtliche aßy Aggregate von c Gliedern bestimmt werden. 
Nämlich entweder wird man eine einzige Gleichung yi@® Grades, deren 
Wurzeln die y in (b, 1) enthaltenen Aggregate von c Gliedern sind, nach 
Artikel 350 ermitteln, durch Auflösung derselben irgend eine Wurzel suchen 
und gleich (ec, 1) setzen und schliesslich hieraus nach Artikel 346 alle 
übrigen ähnlichen Aggregate ableiten müssen, oder man muss auf gleiche 
Weise überhaupt aß Gleichungen yten Grades aufstellen, deren Wurzeln 
respective die y Aggregate von c Gliedern sind, die in den einzelnen Perioden 
von b Gliedern enthalten sind, sodann die Werte sämtlicher Wurzeln aller 
dieser Gleichungen durch Auflösung derselben ermitteln und schliesslich die 
Reihenfolge dieser Wurzeln ebenso wie oben mit Hülfe der Sinustafel oder 
für =2 mittelst des in den nachfolgenden Beispielen zu zeigenden Kunst- 
griffes bestimmen. 

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man offenbar schliesslich 
n—|1 
Ä 
Artikel 348 die Gleichung {ten Grades, deren Wurzeln die £ in (&, 1) ent- 
haltenen Wurzeln aus 2 sind, so sind die Coefficienten dieser sämtlich 
bekannte Grössen; wenn man nun durch Auflösung nur irgend eine Wurzel 
findet, so kann man diese gleich [1] setzen, und wird alle übrigen Wurzeln @ 
mittelst der Potenzen dieser erhalten. Wenn man lieber will, kann man 
auch alle Wurzeln jener Gleichung durch Auflösung ermitteln und ausserdem 
N — 
\ 
respective alle &£ in den einzelnen noch übrigen Perioden von & Gliedern 

enthaltenen Wurzeln darstellen, alle übrigen Wurzeln © finden. 

Übrigens ist klar, dass, sobald die erste Gleichung (A) gelöst ist 
oder sobald man die Werte aller « Aggregate von a Gliedern hat, auch die 
Zerlegung der Function X in a Factoren von a Dimensionen nach Artikel 348 
ohne Weiteres gegeben ist, und ferner dass nach der Auflösung der 
Gleichung (B) oder nachdem die Werte aller aß Aggregate von b Gliedern 
gefunden sind, jeder einzelne jener Factoren wiederum in ß oder X in 
aß Factoren von b Dimensionen zerfällt u. s. w. 


sämtliche Aggregate von & Gliedern; entwickeli man daher nach 


1 
— 1 anderen Gleichungen {ten Grades, welche 


durch Auflösung von 


353. 

Erstes Beispiel für a—=19. Dahiern—1=3:-3-2 ist, so lässt sich 
die Ermittlung der Wurzeln Q auf die Auflösung zweier kubischen und einer 
quadratischen Gleichung zurückführen. Dies Beispiel wird man um so leichter 
verstehen, weil die erforderlichen Operationen grösstenteils schon im Vor- 
hergehenden enthalten sind. Nimmt man als primitive Wurzel die Zahl 2, so 
ergeben sich folgende kleinste Reste ihrer Potenzen (die Exponenten der 
Potenzen sind in der ersten Reihe den Resten überschrieben): 


EEE TEEN 
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Miro 00.0.0000 ol Ir ars, 1a. Dorn Ir 
1.2.8, 8010, low. ld 3. jo Io eo IE ak 12 10 
Hieraus leitet man nach den Artikeln 344, 345 leicht die folgende Ein- 
teilung sämtlicher Wurzeln @ in drei Perioden von je sechs, und jeder die- 
ser in drei Perioden von je zwei Gliedern her: 


@2, 1).--[1], [18] 

[ (6 »1@ 8). --[8], [11] 

(2, 7) »l7), [12] 

(% 2). [2], [17] 
= (18, 1) 1 (6, 2) 1 (2,16). - [3], [16] 
le. 14) + [5], [14] 


(2,4) 4], [19] 
1 (6, 4) 1 (2,13) - [6], [13] 
2, 9-1], 10]. 
Die Gleichung (A), deren Wurzeln die Aggregate (6, 1), (6, 2), (6, 4) 
sind, wird 
er —6r— 7=0; 
eine Wurzel derselben findet man gleich — 1,2218761623. Stellt man 
diese durch (6,1) dar, so wird: 
(,)= 4— (6,1)? = 2,5070186441 
(6,)=—5— (6,1) + (6, 1)? = — 2,2851424818. 
Hiernach wird X in drei Factoren von 6 Dimensionen zerlegt sein, wenn 
man diese Werte in Artikel 348 substituiert. 
Als Gleichung (DB), deren Wurzeln die Aggregate (2,1), (2,7), (2,8) 
sind, ergiebt sich folgende: 
i x? — (6,1)? +[(6,1)+ (6, 9] — 2 — (6,9) = 0 
oder: 
x° + 1, 22187616230? — 3, 5070186441 — 4, 5070186441 —= 0; 
eine Wurzel dieser findet man gleich — 1, 3545631433, die wir durch (2,1) 
darstellen. Mittelst der Methode des Artikels 346 aber findet man folgende 
Gleichungen, in denen der Kürze wegen g für (2,1) geschrieben ist: 
2,)= 2; ,)=P—35; 2, )=—4P+2; 2, )=P—5g?’ +99; 
GO MT AND Tr UP 1 
(2,8) = 4? — 89° + 209% — 169? + 2; (2,9) = q? — 9q? + 279° — 309° + 9. 
Bequemer als nach den Regeln des Artikels346 lassen sich diese Gleichungen 
in diesem Falle durch folgende Betrachtungen entwickeln. Setzt man: 


k 
[1]==:008 an ten er 


19 19° 
so wird: 
ToRp 100 „se? kP kP. 
[18]; —= 608 Tg +3 sin Tg = 608 75 —isin 9 ’ undsomit(2, 1)=2.008 19° 


27* 
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ebenso allgemein: 


Ik P ‚ıkpP 
[A] = cos 79 + sin - 19’ und daher (2,%)= [A] + [1]—ı-+[—]=2 cos nn 
Ist daher 44 = cosw, so ist (2, 2)—=2 cos2w, (2, 3) = 2 cos3w, u. 8. W., 
woraus man nach den bekannten Formeln für die Cosinus vielfacher Winkel 
dieselben Formeln wie oben ableitet. — Nun erhält man aus diesen Formeln 


folgende numerische Werte: 


(2, 2)= — 0,1651586909 | (2,6)= 0,4909709743 
(2,3) : 1,57828310188 | (2, = — 1,7589475024 
(2,4) = — 1,9727226068 | .2Q,8)—= 1,8916344834 
(2,5)= 1,0938963162 | (2, 9) = — 0,8033908493. 


Die Werte von (2, 7), (2, 8) können auch aus der Gleichung (B), deren 
beide andern Wurzeln sie sind, abgeleitet werden, und der Zweifel, welche 
von diesen Wurzeln (2, 7) und welche (2, 8) ist, lässt sich entweder durch 
angenäherte Berechnung nach den vorstehend angeführten Formeln oder 
mit Hülfe der Sinustafeln heben, die bei nur oberflächlicher Benutzung 


: : 7 
zeigen, dass (2, 1)—=2cosw wird, wenn man v=nr setzt, wonach 


nel in 2 co — 2 und (2, 9) — 2008 —=26 


19 19 °19 


werden muss. Ebenso kann man die Aggregate (2, " : 3), (2,5) auch 
mittelst der Gleichung 


x — (6, 2)2° + [(6, 1), + (6, 218 — 2 — (6, 4) = 0, 
deren Wurzeln sie sind, finden, und die Ungewissheit, welche Wurzeln jenen 
Aggregaten bezüglich gleichzusetzen sind, wird in ganz derselben Weise 
gehoben wie vorher; und ebenso können auch die Aggregate (2, 4), (2, 6), 
(2, 9) mittelst der Gleichung 

— (6, 92° + [(6, 2) + (6, 4)]a —- 2 (6, )—0 
gefunden werden. 
Endlich sind [1] und [18] die Wurzeln der Gleichung 
2 —(2,1)2e+1=0, 

und zwar ist die eine von ihnen —=4(2, 1) +iy1—40, 1)? 17-=-1@ 9 
+iy$— 40, 2), die andere =4(2,1)—iy4—4(2, 2), und hieraus ihre 
numerischen Werte: —= — 0,6772815716 + 0,735723910%. Die sechzehn 
übrigen Wurzeln können entweder aus der Entwicklung der Potenzen einer 
jeden dieser beiden Wurzeln oder aus der Auflösung von acht andern 
ähnlichen Gleichungen abgeleitet werden, wobei in der ersteren Methode 
entweder mittelst der Sinustafeln oder mit Hülfe des beim folgenden Beispiel 
zu erklärenden Kunstgriffes entschieden werden muss, für welche der beiden 
Wurzeln dem imaginären Teile das positive und für welche demselben das 
negative Vorzeichen vorzusetzen ist. Auf diese Weise wurden die folgenden 
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Werte gefunden, bei denen das obere Zeichen der ersten, das untere Zeichen 
der zweiten Wurzel entsprechen soll: 


[1] und [18] = — 0,6772815716 + 0,7357239107: 
[2] und [17] = — 0,0825793455 =F 0,9965844930 ö 
[3] und [16]= 0,7891405094 + 0,6142127127i 
[4] und [15] = — 0,9863613034 + 0,16459459035 
| [5]und [14]—= 0,5469481581 + 0,8371664783: 
| [6] und [13] = 0,2454854871 + 0,9694002659: 
| [7] und [12] = — 0,8794737512 = 0,47594739305 
| [8] und [11]= 0,9458172417  0,32469946925 
| [9] und [10] = — 0,4016954247 + 0,9157733267 
| 354. 


Zweites Beispiel für n„—=17. Hier hat man n—1=2:-2:.2-.2, so 
dass die Berechnung der Wurzeln @ sich auf vier quadratische Gleichungen 
reducieren lässt. Als primitive Wurzel nehmen wir hier die Zahl 3, deren 
Potenzen die folgenden kleinsten Reste nach dem Modul 17 liefern: 


Ba a At 280 910 2 DD 1 1b 
1.3.98.10..13.5. 35 IL30 1 8.0.2102 2.6 


Hieraus ergeben sich die folgenden Einteilungen des Complexes Q in zwei 

Perioden von acht, vier Perioden von vier, acht Perioden von zwei Gliedern: 
2, 1)---[1], [16] 
4, 1 f( ’ J9 x 
& DI @19)..-[4, 03] 
& 9. -B,[9] 

4,9! 

| & 918,19). -19, [13] 
a, | '@& 3)---[8], [14] 


| (8, 1) 


© [® »|e. 9... 2 
410 [@19---m.Li0 
(@&1n.--[6], 01]. 


Die Gleichung (A), deren Wurzeln die Aggregate (8,1), (8,3) sind, 
wird nach den Regeln des Artikel 351: #2-+x — 4 = 0; ihre Wurzeln berechnen 
sich zu: —4+4 y17 = 1,5615528128 und —3— 5 y17 = — 2,5615528128; 
die erstere setzen wir gleich (8, 1), dann ist die andere notwendig gleich 
(8, 3) zu setzen. 

Ferner ergiebt sich als die Gleichung, deren Wurzeln die Aggregate 
| (4, 1) und (4, 9) sind, die folgende (B): #2 — (8, 1)e—1=0; die Wurzeln 
| dieser sind: 4. (8,1)#3 Yy4+@ 1? =3(8, 1)+#3 Y12+3(8,1)+468, 3); 
diejenige, in welcher der Wurzelgrösse das positive Vorzeichen beigelegt 

wird, und deren numerischer Wert 2,0494811777 ist, setzen wir gleich (4, 1), 
wonach die andere, in welcher, die Wurzelgrösse negativ genommen wird, 


(4, 10) 
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und deren numerischer Wert — 0,4879283649 ist, von selbst durch (4,9) 
dargestellt werden muss. Die übrigen Aggregate von vier Gliedern aber, 
nämlich (4,3) und (4,10) können auf doppelte Weise ermittelt werden. 
Zuerst nämlich nach der Methode des Artikels 346, welche die folgenden 
Formeln, in denen zur Abkürzung p für (4,1) geschrieben ist, liefert: 


(4,3) =—-3+39p —4p% = 0,3441507314 
(4,10)=3 + 2» — p? — 19? = — 2,9057035442. 
Dieselbe Methode liefert auch die Formel (4,9) = —1— 6p+9?-+-p3, 


aus der man denselben Wert findet, den wir vorher angegeben haben. 
Zweitens aber kann man die Aggregate (4, 3), (4, 10) auch durch Auflösung 
der Gleichung, deren Wurzeln sie sind, bestimmen. Diese Gleichung wird: 
© — (8,3)&—1=0, daher sind ihre Wurzeln 4 (8, 3) +4 y4 + (8, 3)? 
oder$(8,3)+4y12+4(8,1)-+-3(8,3)und 4 (8,3) —4 y12-+4(8,1)-+3 (8,3). 
Der Zweifel jedoch, welche von diesen beiden Wurzeln man durch (4, 3) 
und welche man durch (4,10) ausdrücken muss, lässt sich durch folgenden 
Kunstgriff, dessen wir im Artikel 352 Erwähnung thaten, heben. 
Man entwickle das Product aus (4, 1) — (4,9) in (4,3) — (4, 10), wodurch 
man 2(8,1)— 2(8,3)*) erhalten wird; nun ist der Wert dieses Ausdrucks 
offenbar positiv, nämlich gleich + 2 V 17, und überdies ist auch der erste 
Factor des Products positiv, nämlich (4, )-(4,9)=+ y12+ 8 (8,1)-+4(8,3), 
somit muss notwendig auch der andere Factor (4, 3) — (4, 10) positiv sein 
und daher (4,3) der ersteren Wurzel, in welcher der Wurzelgrösse das posi- 
tive Vorzeichen vorgesetzt ist, und (4, 10) der letzteren gleichgesetzt werden. 
Übrigens ergeben sich hieraus dieselben numerischen Werte wie oben. 
Nachdem sämtliche Aggregate von vier Gliedern gefunden sind, gehen 
wir zur Bestimmung der Aggregate von zwei Gliedern. Als Gleichung (CO), 
deren Wurzeln die unter (4, 1) enthaltenen Aggregate (2,1) und (2, 13) sind, 
findet man die folgende: # — (4,1) + (4,3)—= 0; die Wurzeln dieser sind 
3 (4 1)=83 Y—4(E 3) + (4, D} oder 3(4, +4 YA @N-2@, 5), Die- 
jenige, in welcher die Wurzelgrösse positiv genommen und deren Wert gleich 
1,8649444588 gefunden wird, setzen wir gleich (2,1), so dass die andere, 
deren Wert gleich 0,1845367189 ist, (2,13) ist. Wenn man die übrigen 
Aggregate von zwei Gliedern nach der Methode des Artikels 346 ermitteln 
will, so kann man für (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2,5), (2, 6), (2, 7), (2,8) dieselben 
Formeln anwenden, welche wir im vorigen Beispiel für die ebenso bezeich- 
neten Grössen angegeben haben, nämlich 2): Toder(2, 15) = 2,99 2, 
u.s. w. Will man aber lieber je zwei durch Auflösung einer quadratischen 


*) Die wahre Natur dieses Ausdrucks besteht darin, dass dieses Product, ent- 
wickelt, nicht die Aggregate von vier Gliedern enthält, sondern nur durch Aggregate 
von acht Gliedern dargestellt werden kann; den Grund hiervon, der der Kürze wegen 
hier übergangen werden muss, werden Kundige sehr leicht einsehen. 


at a hate EEE ea a nn nn 
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Gleichung berechnen, so findet man für (2,9) und (2, 15) die Gleichung 
#?— (4,9)&-+ (4,10) 0, derenWurzelnsind: 4(4,9)#$3yY4+ (4,1) — 2(4, 10); 
wie man aber hier über das doppelte Vorzeichen verfügen muss, kann 
ebenso entschieden werden wie oben. Durch Entwicklung des Products aus 
(2,1) — (2,13) und (2,9) — (2,15) ergiebt sich nämlich — (4,1) + (4, 9) 
— (4,3) + (4,10), und da dieses offenbar negativ, der Factor (2, 1) — (2, 13) 
aber positiv ist, so muss notwendig (2,9) — (2, 15) negativ sein und daher 
in dem vorher angegebenen Ausdrucke das obere Zeichen für (2, 15), 
das untere für (2,9) genommen werden. Hieraus berechnet man (2,9) 
— — 1,9659461994, (2, 15) = 1,4780178344. — Ebenso schliessen wir, da aus 
der Entwieklung des Products aus (2,1)— (2,13) und (2,3) — (2,5) sich 
(4,9) — (4,10) und somit eine positive Grösse ergiebt, dass der Factor 
(2,3) — (2,5) positiv ist. Hiernach findet man durch eine ähnliche Rech- 
nung wie vorher: 


2,3) (4, 3) + 3 y4 + (4, 10) — 2(4,9)= 0,8914767116 
2,5)=$(4, 3) —4y4+ (& 10) — 2(4, 9) = — 0,5473259801. 


Endlich findet man durch ganz analoge Operationen: 
(2, 10) = %(4, 10) — $ y4 (4, 3) — 2(4, ) = — 1,7004342715 
(2, 11)—$(4, 10) +4 y4+ (&, 3) — 2(4, 1) = — 1,2052692728. 


Wir müssen nun noch zu den Wurzeln @ selbst herabsteigen. 
Als Gleichung (D), deren Wurzeln [1] und [16] sind, ergiebt sich: 
@—- 0,1)e+1=0, daher die Wurzeln 4(2,1)+3y(2,1)?—4 oder 
vielmehr (2, 1)+$iy4 — (2, 1)? oder &(2, 1) + 332 — (2, 15). Das obere 
Zeichen wählen wir für [1], das untere für [16]. Die vierzehn übrigen 
Wurzeln erhält man entweder durch Potenzierung von [1] oder durch Auf- 
lösung von sieben quadratischen Gleichungen, von denen jede je zwei 
Wurzeln giebt und wobei die Ungewissheit hinsichtlich der Vorzeichen der 
Wurzelgrössen durch denselben Kunstgriff beseitigt werden kann, wie im 
Vorhergehenden. So sind z. B. [4] und [13] die Wurzeln der Gleichung 
x — (2,13)e+1=0 und daher gleich 4(2, 13)+3öy2— (2,9). Durch 
Entwicklung des Products aus [1] — [16] und [4] — [13] aber ergiebt sich 
(2,5) — (2,3) und somit eine reelle negative Grösse; daher muss, weil 
[1] — [16] =t V2-— (2, 15), d.h. das Product aus der imaginären ö in eine 
positive reelle Grösse ist, auch [4] — [13] wegen 2—= — 1 das Produet 
aus ö und einer reellen positiven Grösse sein. Hieraus schliesst man, dass 
für [4] das obere, für [13] das untere Vorzeichen zu nehmen ist. Auf 
ähnliche Weise findet man für die Wurzeln [8] und [9]: 32, +3 V2—- (2, 1), 
wobei, da das Product aus [1] — [16] in [8] — [9] gleich (2, 9) — (2, 10), 
also negativ wird, für [8] das obere, für [9] das untere Zeichen zu nehmen 
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ist. Berechnet man ebenso die übrigen Wurzeln, so erhält man die folgenden 
numerischen Werte, bei denen die oberen Vorzeichen den ersten, die 
unteren Vorzeichen den letzteren Wurzeln entsprechen: 


[1], [16]= 0,9324722294 + 0,3612416662%5 
[2], 15]= 0,7390089172 + 0,6736956436; 
[3], U4]= 0,4457383558 + 0,8951632914i 
[4), [13]= 0,0922683595 + 0,9957341763i 
[5], [12] = — 0,2736629901 = 0,9618256432 
[6], 11] — 0,6026346364 + 0,7980172273 
[7], [10] = — 0,8502171357 + 0,52643216295 
[8], [ 9] — 0,9829730997 + 0,1837495178:. 


Das im Vorhergehenden Angegebene könnte zwar zur Auflösung der 
Gleichung «"—1=0 und daher zur Auffindung der trigonometrischen 
Functionen, welche mit der Peripherie commensurablen Bogen entsprechen, 
genügen; indessen können wir wegen der Wichtigkeit des Gegenstandes 
diese Untersuchung nicht beschliessen, ohne vorher noch aus dem reichen 
Schatze sowohl von diesen Gegenstand beleuchtenden Bemerkungen als 
auch von ihm verwandten oder von ihm abhängenden Aufgaben Einiges 
anzufügen. Hiervon wählen wir insbesondere das aus, was ohne einen 
grossen Apparat von anderweitigen Untersuchungen erledigt werden kann, 
und wollen dies nur als Proben dieser sehr umfassenden, später einmal 
ausführlich zu behandelnden Theorie betrachtet wissen. 


Weitere Untersuchungen über die Perioden der Wurzeln. 
Die Aggregate, in denen die Anzahl der Glieder gerade ist, 
sind reelle Grössen. 


355. 

Da n stets als ungerade vorausgesetzt wird, so befindet sich 2 unter 
den Factoren von n— 1 und der Complex © besteht aus 3 (n — 1) Perioden 
von zwei Gliedern. Eine solche Periode wie (2, A) wird aus [f] und 
Pg? 9] bestehen, wo g wie oben irgend eine primitive Wurzel für den Me- 
dul » bedeutet. Es ist aber "= —1 (mod. n) und daher Ma 
(vgl. Artikel 62), somit Ag?”"P] = [—ı]. Mithin wird, wenn man 


k kP ß Ben. GP 
[]= cos . + isin ig und somit [— A] = cos = u setzt, das 


Aggregat (2,%)=2 cos Se Hieraus leiten wir an dieser Stelle nur den 


Schluss her, dass der Wert eines jeden Aggregats von zwei Gliedern eine 
reelle Grösse ist. Da jede Periode, deren Gliederanzahl gerade und gleich 
2a ist, in a Perioden von je zwei Gliedern zerlegt werden kann, so ist der 
Wert eines jeden Aggregats von gerader Gliederanzahl immer eine reelle 
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Grösse. Wenn man also im Artikel 352 unter den Factoren o, ß, Y;, --- 
die Zahl 2 an die letzte Stelle setzt, so werden sämtliche Operationen, bis 
man zu Aggregaten von zwei Gliedern kommt, durch reelle Grössen erledigt, 
und imaginäre werden erst dann eingeführt, wenn man von diesen Aggre- 
gaten zu den Wurzeln selbst übergeht. 


Über die Gleichung, durch welche die Verteilung der 
Wurzeln ® in zwei Perioden bestimmt wird. 


396. 


Die grösste Beachtung verdienen die Hülfsgleichungen, durch welche 
für jeden Wert von » die den Complex @ bildenden Aggregate bestimmt 
werden, welche in wunderbarer Weise mit den verborgensten Eigenschaften 
der Zahl » im Zusammenhang stehen. An dieser Stelle aber wollen wir die 
Untersuchung nur auf die folgenden beiden Fälle beschränken: Zunächst 
werden wir über die quadratische Gleichung, deren Wurzeln die 
Aggregate von Z(n—1) Gliedern sind, sodann für denjenigen Fall, 
wo n— 1 den Factor 3 enthält, über die kubische Gleichung, deren 
Wurzeln die Aggregate von 4(» — 1) Gliedern sind, handeln. 

Schreiben wir der Kürze wegen m für }(n» — 1) und bezeichnen wir mit g 
irgend eine primitive Wurzel für den Modul », so wird der Complex Q@ aus 
zwei Perioden (m, 1) und (m, g) bestehen, und zwar wird der erstere die 
Wurzeln [1], [92], [9%], - - - ; [g”"?], der letztere die Wurzeln [9], [9°], [9°), - - -» 
[g” ?] enthalten. Nimmt man an, dass die kleinsten positiven Reste der 
Zahlen. 9%, 9% ...., 9" nach dem Modul r, in beliebiger Reihenfolge, 
R,R,R',..., ebenso die Reste von g, 9°, ..-; 9"? in beliebiger Reihen- 
folge N, N’, N’, ... seien, so werden die Wurzeln, aus denen (m, 1) be- 
steht, mit [1], [R], [X], [%’], .. . und die Wurzeln der Periode (m, g) mit 
[N], [N’], [N”], ... übereinstimmen. Nun ist klar, dass sämtliche Zahlen 
1, R,R, R”,.... quadratische Reste der Zahl » sind, und da sie sämtlich 
verschieden und kleiner als » sind und daher ihre Anzahl gleich 3(n —1) 
und somit gleich der Anzahl aller positiven Reste von » unterhalb » ist, 
so werden diese Reste mit jenen Zahlen ganz und gar übereinstimmen. 
Hieraus geht von selbst hervor, dass sämtliche Zahlen N, N‘, N 
welche sowohl unter sich als auch von 1, R, R', ... verschieden sind und 
zusammen mit diesen sämtliche Zahlen 1, 2, 3, ..., n—1 erschöpfen, mit 
sämtlichen positiven quadratischen Nichtresten von » unterhalb » überein- 
stimmen müssen. Nimmt man nun an, dass die Gleichung, deren Wurzeln 
die Aggregate (m, 1), (m, g) sind, die folgende sei: 


x — Ae+B=0, 
so wird: 
A= (m, 1) A (m, 9) Smkene l, B= (m, 1) 8 (m, 9) 
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Das Product aus (m, 1) und (m, g) ist nach Artikel 345 gleich 
(m N+)+m, N +1) + (m, N’) +. =W 


und lässt sich hierauf auf eine Form wie a(m, 0) + B(m, 1) + y(m, 9) bringen. 
Zur Bestimmung der Coefficienten «, 8, y bemerken wir erstens, dass 
@+-ß+y=m ist (da nämlich die Anzahl der Aggregate in W gleich m 
ist); zweitens, dass = ist (dies folgt aus Artikel 350, da das Product 
(m, 1)-(m, g) eine symmetrische Function der Aggregate (m, 1), (m, g) ist, 
aus denen das grössere Aggregat (n — 1,1) besteht); drittens, da alle Zahlen 
NH1,N+1,N’+1,.,.. innerhalb der Grenzen 2 und %» +1 exel. ent 
halten sind, so ist klar, dass entweder kein Aggregat in W auf (m, 0) sich 
reduciert und daher «= 0 ist, wenn unter den Zahlen AV, NN. 4.48% die 
Zahl n — 1 nicht vorkommt, oder nur einziges, nämlich (m, n), und somit 
a@— 1 wird, wenn a — 1 sich unter den Zahlen N, N’, N”,.... vorfindet. Hieraus 
schliesst man, dass im ersten Falle a=0,9=y— z3m, im zweiten «=]1, 
B=7=3(m—1) ist; gleichzeitig folgt hieraus, da die Zahlen ßB und y 
notwendig ganz sind, dass der erste Fall stattfindet oder »a— 1 (oder, was 
dasselbe ist, — 1) unter den Nichtresten von » nicht enthalten ist, wenn m 
gerade, also » von der Form 4% + 1 ist; dass aber der zweite Fall stattfindet 
oder a—1 oder —1 unter den Nichtresten von » vorkommt, so oft m 
ungerade, also » von der Form 4£ +3 ist*). Hiernach wird das gesuchte 
Product, da (m, 0)= m, (m, 1)+ (m, )=—1 ist, im ersten Falle gleich 
— 3m, im zweiten gleich 3(m + 1), und daher die gesuchte Gleichung in 
jenem Falle: 2 +2 — 4n— D=0, deren Wurzeln — + zyn sind, in 
diesem aber: #2 +2+4(n+1)=0, deren Wurzeln —4-+ Jiyn sind. 
Welche Wurzel aus @ also auch für [1] genommen sein möge, die 

Differenz zwischen den Summen Z[R] und Z[N], wo für R alle positiven 
quadratischen Reste, für N alle Nichtreste von » unterhalb » zu substituieren 
sind, ist gleich + yY» für n=1 und gleich +iyn für n=3 (mod. 4). 
Ebenso folgt hieraus leicht, wenn % irgend eine ganze durch » nicht teil- 
bare Zahl bezeichnet, dass 

kRP NP 
08 Bei a8 


Ic 


4 


=( 


Ben ks P 
$ cos =+yn und N ee 
N n 7 


für n= 1 (mod. 4), dass dagegen für n=3 (mod. 4) jene Differenz gleich O 
und diese gleich + yr ist, Sätze, die wegen ihrer Eleganz höchst bemerkens- 


*) Auf diese Weise haben wir einen neuen Beweis des Satzes erlangt, dass — 1 
Rest aller Primzahlen von der Form 4&+- 1, Nichtrest aller Primzahlen von der Form 
4k +8 ist, was oben (Artikel 108, 109, 262) bereits auf mehrere verschiedene Arten 
bewiesen ist. Will man lieber diesen Satz voraussetzen, so ist es nicht nötig, auf 
die Unterscheidung der beiden verschiedenen Fälle dieser Bedingung Rücksicht zu 
nehmen, da ß,y schon an sich ganze Zahlen werden. 
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wert sind. Übrigens bemerken wir, dass die oberen Zeichen stets gelten, 
wenn für % die Einheit oder allgemeiner ein quadratischer Rest von n, die 
unteren aber, wenn für % ein quadratischer Nichtrest genommen wird, 
sowie dass diese Sätze unbeschadet ihrer Eleganz oder vielmehr mit noch 
grösserer Eleganz auch auf beliebige zusammengesetzte Werte von n aus- 
gedehnt werden können; über dieses aber, welches einer tieferen Unter- 
suchung bedarf, können wir an dieser Stelle nicht reden, müssen uns viel- 
mehr die Betrachtung desselben für eine andere Gelegenheit vorbehalten. 


Beweis eines im vierten Abschnitt erwähnten Satzes. 


397. 
Ist die Gleichung mten Grades, deren Wurzeln die m in der Periode (m, 1) 
enthaltenen Wurzeln sind, die folgende: 
N ae EN ba"? SER W | 
oder 2=0, so ist «= (m, 1) und die übrigen Coeffieienten b, ... sind 
unter einer solchen Form A+B(m, 1)-+&(m, g) enthalten, so dass 
A, B, E ganze Zahlen sind (Artikel 348), und bezeichnet man mit 2’ die 
Function, in welche z übergeht, wenn für (m, 1) überall (m, g) und für 
(m, g) überall (m, g?) oder, was dasselbe ist, (m, 1) substituiert wird, so 
sind die Wurzeln der Gleichung 2’=0 die in (m, 9) enthaltenen Wurzeln, 


und das Product 


X" —1 3 
“=  —=LX 
c—1 


Es kann daher 2 auf eine Form wie R+ S(m, 1) + T(m,g) gebracht 
werden, wo R, 8, T ganze Functionen von & sind, deren sämtliche Coeffi- 
cienten ebenfalls ganze Zahlen sind. Ist dies geschehen, so hat man: 


= R+S(m, 9) + Tim, 1). 


Hieraus folgt, wenn man der Kürze wegen p und g für (m, 1) und 
(m, g) respective schreibt: 


%=2R+($+-T) p+N)—-(T-8)p—D=2R— S— T—-(T—8) (p— 9 


und analog: 
= 2R-S—- T+(T-9)P— 9. 


Setzt man daher: 
2R—-S-T=Y, T-S=Z 
so folgt hieraus: 4X= YP?P—(p— q)?Z?, und daher, weil (—’==n ist: 
AX?= Y?zEnZ,, 


wobei das obere Zeichen gilt, wenn » von der Form 4% +1, das untere, 
wenn » von der Form 46% +3 ist. Dies ist der Satz, dessen Beweis wir 
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oben (Artikel 124) versprochen haben. Man sieht leicht, dass die beiden 
höchsten Glieder von Y stets 22” +”! sind und das höchste Glied der 
Function Z stets &””' wird; die übrigen Coeffieienten aber, die offenbar 
sämtlich ganze Zahlen sind, sind verschieden für verschiedene Beschaffenheit 
der Zahl » und lassen sich nicht unter eine allgemeine analytische Formel 
bringen. 

Beispiel. Für n= 17 findet man als diejenige Gleichung, deren Wur- 
zeln die acht in (8, 1) enthaltenen Wurzeln sind, nach den Regeln im Ar- 
tikel 348: 


u — pa + (A+Pp + 29)28 — (Ap + 3g)a5 + (6-4 3p + dg)at — (4p + 39)x3 
+@rp+2)#—-pa+1=0, 


woraus sich ergiebt: 


R=a° + 40° + 64% + 402 +1 
S—=—a +25 — 405 + 322 — 403 +02 — x 
TI = 226 — 3x5 + dt — 323 + 3x2 
und hieraus 
Y= 20° + 0 + 52° + 705 + At + 78 +5 ++ 2 
Z=+ 8 +++ +02. 
Hier sind noch einige andere Beispiele: 


r 


22 +1 1 

22? +2 +2 % 

22° +22 —- 2a — 2 0 +% 

205 + &t — 223 + 222 — 2 —2 at +-x 

220° +2 +4 — 8 +4? + +2 | Dörr tr 

20° + 08 — 47 + 306 + 505 — | riet — tn 

— 323 +4? — 2 — 2 

2211 + 210 — 509 — 808 — 707 — 406 | 210 + 29 — a7 — 965 — 5 —rA 

+40°+7202+82°+502— 0 —2 | +22 +8. 


Über die Gleichung für die Verteilung der Wurzeln 2 in 
drei Perioden. 


38. 

Wir gehen zur Betrachtung der kubischen Gleichungen über, durch 
welche in dem Falle, wo » von der Form 3&£-+ 1 ist, die drei Aggregate 
von z(r — 1) Gliedern, welche den Complex Q bilden, bestimmt werden. 
Es sei 9 irgend eine primitive Wurzel für den Modul » und 4(n — 1)=m, 
welches eine gerade ganze Zahl ist. Dann sind die drei Aggregate, aus 
denen © besteht, (m, 1), (m, 9), (m, 92), für welche wir 9, p', p” schreiben 


Theorie der Kreisteilung. 429 
werden, und es ist klar, dass das erste die Wurzeln [1], [9°], [9], -- -» 
[9”*], das zweite die Wurzeln [9], [9°], ..., [9”""], das dritte die Wurzeln 
Bl! BE 1979] enthält. Nimmt man an, dass die gesuchte Gleichung 


x? — Ax?+ Be— 0=0 
sei, so wird: 


A=p+p-+p", B=p+pp'+pp", C=pe'p", 


woraus man sogleich A=—1 erhält. Es seien die kleinsten positiven 
Reste der Zahlen 9°, 9°, ..., 9” - nach dem Modul » in willkürlicher 
Reihenfolge: 4, 8, &, ... und $ der Complex derselben, wenn man noch 
die Zahl 1 hinzufügt; ebenso seien W’, 8, &,.... die kleinsten positiven 
Reste der Zahlen 9, 9, 9 ,...., 9” » und 8 ihr Complex; endlich seien 
Au”, BB”, €’, ... die kleinsten positiven Reste von Pa RN 
und &” ihr Complex; dann werden also die Zahlen in 8, 8’, 8’ sämtlich 
von einander verschieden und mit den folgenden 1, 2,3, ..., a — 1 identisch 
sein. Vor allem muss hier bemerkt werden, dass die Zahl a —1 not- 


wendig in & sich vorfindet, da man leicht sieht, dass dieselbe Rest von 
3m 


g” ist. Hieraus folgt auch leicht, dass zwei Zahlen wie ah und n—h in 


ebendemselben Complex von den dreien £, &', &'’ vorkommen müssen, denn 
’ ») 2. 

3m 

2 


x 
wenn die eine Rest von g ist, ist die andere Rest von 9 


abet 
9g ”, wenn oo. ist. Wir bezeichnen mit (K&) die Anzahl der Zahlen 


oder von 


in der Reihe 1, 2, 3, ...., a — 1 von solcher Art, dass sie nicht nur selbst, 
sondern auch die um eine Einheit grösseren Zahlen in 8 enthalten sind, 
ebenso mit (KK) die Anzahl der Zahlen in derselben Reihe, welche in & 
enthalten sind, während die auf sie unmittelbar folgenden Zahlen in 8’ 
enthalten sind, woraus zugleich die Bedeutung der Bezeichnungen (KK), 
(FR), (FR), (FR), (ER, (ER), (KK) von selbst klar ist. Sodann 
behaupten wir erstens, dass (KF)=(K'K) ist. Denn nehmen wir an, 
dass h, %W, h', ... sämtliche Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ..., n—1 seien, 
welche selbst in & enthalten sind, während die nächstgrösseren Zahlen 
h+1,W-+1,h’+1,... in $’ enthalten sind, und deren Anzahl somit gleich 
(RE) ist, so ist klar, dass alle Zahlen — k— 1,n— W—1,n—k"—1,... 
in &, die nächstgrösseren n—h,n—h,... aber in & enthalten sind; 
mithin kann, da es solcher Zahlen überhaupt (K’K) giebt, sicher nicht 
(FRI <L(KKE) sein, und ebenso wird bewiesen, dass nicht (KK) < (KR) 
sein kann; daher müssen beide Zahlen notwendig gleich sein. Auf ganz 
dieselbe Weise beweist man, dass (KR)—= (KK), (VR’)= (KK) ist. 
Zweitens ist, da notwendig jeder Zahl in &, die grösste n — 1 allein aus- 
genommen, eine nächstgrössere Zahl folgen muss, die entweder in & oder 
in ® oder in £” enthalten ist, die Summe (KK) + (KK) + (KL) gleich 
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der um eine Einheit verminderten Anzahl aller Zahlen, nämlich gleich 
m — 1, und aus ähnlichem Grunde ist: 


(KK) P= (ER) an (ER) En (FR) LE (KR) En RR.) —=m. 


Nach diesen Vorbereitungen entwickeln wir nach den Vorschriften des 
Artikels 345 das Product pp’ in (m, W+-1) + (m, B +1) + (m, +1) -+:---, 
welcher Ausdruck sich, wie man leicht sieht, auf (U!K)p + (HR&)p+(KK”)p” 
reduciert, und da nach Artikel 345 I das Product p’p’ aus jenem entsteht, 
wenn man für (m, 1), (m, 9), (m, 9?) respective (m, 9), (m, 9°), (m, 9?) d.h. für 
p,P', p" respective p’,p”,p setzt, so wird PP — (HK) + (KR)p" + (K'R”)p 
und auf ganz ähnliche Weise „’p = (KK)p"+ (KR)p + (K’K”)p’. Hieraus 
folgt sofort: Erstens: 

B=emp+p+P)=—m; 


zweitens: Da sich in ähnlicher Weise, wie vorher pp’ entwickelt wurde, 
auch pp" auf (’K)p + (KR )p + (K’K)p” reduciert und dieser Ausdruck 
mit dem vorigen identisch sein muss, so ist notwendig: (K’K) —= (KK) und 
(K)=(KR) Hieraus folgt, wenn man 

A), (U) (RN (RR), 

LEI H- (RR) E 
setzt, dass m -1— (LKSSHlKE)HKE)S(RKI)+d+ ec und a+b-+c—=m, 
also (KK)—=a— 1 ist, so dass jene neun unbekannten Grössen auf drei, 
a, b,c, oder vielmehr wegen der Gleichung a-+b + c— m auf zwei reduciert 
sind. Endlich wird das Quadrat p offenbar in (m, 1-+1)+(m,A-+1) 
+ (m, B+1)+ (m, &+D)-+::- entwickelt; unter den Teilen dieses Aus- 
drucks findet sich (m, n), welches sich auf (m, 0) oder m reduciert, während 
sich die übrigen, wie man leicht sieht, auf (KR)p + (KR )p'+ (KR”)p" 
reducieren; daher hat man: &—=m-+ (a— 1)p +bp'+ cp". 

Auf diese Weise haben wir also durch vorstehende Untersuchungen die 
folgenden vier Reductionen erhalten: 


P? =m-+(a— 1)p + bp'-+ cp” 
pp = bp + cp + ap" 
1 cp + ap’ -+ bp" 


(BR AA 


Yp'—= ap + bp’ + cp", 
wo zwischen den drei unbekannten Grössen a, b, ce die Bedingungsgleichung 
(D) a+-b--c=m 
stattfindet und überdies sicher ist, dass sie ganze Zahlen sind. Hieraus folgt: 


C=p:p'p'—= ap? + bpp' + cpp” 
= am + (@+b+c—a)p-+(ab+be-+ac)p' +(ab-+be+ac)p". 


Da aber pp'p' eine symmetrische Funktion der drei Aggregate p, pP, p" 
ist, so sind die Coeffieienten, mit denen diese in dem vorstehenden Aus- 
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drucke multipliciert sind, notwendig einander gleich, wodurch man die neue 
Gleichung erhält: 


(ID) ++ 2 —a=ab+be-+- ac 


und hieraus C= am —+ (ab + be-+.ca) (p+p'+p") oder (wegen (D und 
p+P+r"=—]): 
(IH) C=a— bc 


Obwohl nun C hier von den drei Unbekannten, zwischen denen man 
nur zwei Gleichungen hat, abhängt, so genügen doch diese mit Zuhülfe- 
nahme der Bedingung, dass a, b, ce ganze Zahlen sind, zur vollständigen 
Bestimmung von C. Um dies zu zeigen, stellen wir die Gleichung (II) in 
der Form dar: 


12a + 125 + 12c + 4 = 36a? + 3652 + 360? — 36ab — 36ac — 36be — 24a 
+12%5-+12c +4. 


Die linke Seite wird nach (I) gleich 12m +4=4n, die rechte aber re- 
duciert sich auf: 


(6a — 3b — 3c — 2)? + 27 (b— c)?, 


oder, wenn man % für 2a —b—c schreibt, auf (3% — 2)? +27 (b— o)*. 
Hieraus geht hervor, dass die Zahl 4» (d. h. allgemein das Vierfache 
jeder Primzahl von der Form 3m +1) durch die Form x? + 27y? dar- 
gestellt werden kann, ein Resultat, welches allerdings leicht aus der 
Theorie der binären Formen abgeleitet werden kann; immerhin ist es merk- 
würdig genug, dass eine solche Zerlegung mit den Werten von a, b, c 
zusammenhängt. Die Zahl 4» lässt sich aber immer nur auf eine einzige 
Weise in ein Quadrat und das Siebenundzwanzigfache eines Quadrats zer- 
legen, was wir auf folgende Art beweisen”) Nähme man 


An=R+27u—=t?+ 27? 
an, so würde sein: Erstens: 
(ii — 2Tuu)2 + 27 (tW + tu)? = 16n?; 
zweitens: 
(it! + 27uw)? + 27 (tW — tu)? = 16°, 
drittens: 


(te + tu) (W — tu) = 4n (wW? — u?). 


Aus der dritten Gleichung folgt, dass n, da es eine Primzahl ist, in einer 
der beiden Zahlen tw + tu, tW— tu aufgeht; aus der ersten und zweiten 


*) Direeter liesse sich dieser Satz nach den Prinzipien des fünften Abschnitts 
beweisen. 
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aber geht hervor, dass jede dieser Zahlen kleiner als » ist; daher muss die- 
jenige, welche durch » teilbar ist, notwendig gleich O sein, und daher auch 
w— u?=0, daher #?=u? und f?=#2, d.h. jene beiden Zerlegungen 
sind nicht verschieden. Wenn wir daher die Zerlegung von 4» in ein Qua- 
drat und das Siebenundzwanzigfache eines Quadrats als bekannt voraussetzen 
(eine Zerlegung, die man entweder nach der im fünften Abschnitt angege- 
benen directen oder nach der in den Artikeln 323, 324 dargelegten indireeten 
Methode ermitteln kann), wenn wir nämlich haben: 4 —= M?-+ 27 N2, so 
sind die Quadrate (3% — 2)2, (b— c)? bestimmt, und an Stelle der Gleichung 
(ID) haben wir nunmehr zwei erlangt. Man sieht aber leicht, dass nicht nur das 
Quadrat (3% — 2)?, sondern auch seine Wurzel 3% — 2 vollständig bestimmt 
ist; denn da sie notwendig entweder gleich + M oder gleich — M sein 
muss, so wird die Zweideutigkeit im Vorzeichen durch die Bedingung, dass 
k eine ganze Zahl sein soll, aufgehoben werden. Man hat nämlich3£—2—=-++M 
oder =— M zu setzen, je nachdem M von der Form 32 +1 oder 3g +2 
ist". Da mın k=2a—b—c=34a—m ist, so wird a— 4(m + k), 
b+c=m—a=}(2m —k), und daher: 


=? —bk=a?—1(b+02+4(— 0) 
N 5 + 4km-+-4N? 


und auf diese Weise sind sämtliche Coefficienten gefunden. — Diese Formel 
wird noch einfacher, wenn für N? sein Wert aus der Gleichung (3% — 2)2 
+ 27N? = 4n = 12m + 4 substituiert wird, wodurch man nach ausgeführter 
Rechnung erhält: 


C=4(m +%k+3km) =} (m + kn). 


Derselbe Wert lässt sich auch auf (3&— 2) N? + %3— 22 + k— km -t+ ın 
reducieren, ein Ausdruck, der zwar für die Anwendung weniger geeignet ist, 
aber doch sogleich zeigt, dass C, wie es sein soll, sicher eine ganze Zahl 
wird. 
a Für n=19 wird 4n = 49 + 27, daher 2 = +7,k=3, 
5(6+5N)=7 und die gesuchte Gleichung ist 2? + 2? — 6. — 7 — 0, 
wie u den (Artikel 351). — Auf ähnliche Weise ergiebt sich für n — 7, 13, 
3l, 37, 43, 61, 67 der Wert von % respective gleich 1, — 1,2, —3, —2, 
1, —1, daher C=1, — 1,8, — 11, — 8, 9; — 
Obwohl übrigens das in diesem Artikel gelöste Problem ziemlich ver- 
‘wickelt ist, so haben wir es doch nicht unterdrücken wollen, einmal wegen 


*) Offenbar kann nicht M von der Form 32 sein, denn sonst würde 4n durch 
3 teilbar werden. — Auf die Zweideutigkeit, ob 5—c=N oder =—N zu setzen 
sei, braucht man hier weiter keine Rücksicht zu nehmen, und lässt sich dieselbe auch 
der Natur der Sache nach nicht beseitigen, da dies von der Wahl der primitiven 
Wurzel g abhängt, so dass für einige primitive Wurzeln die Differenz D— c positiv, 
für andere negativ wird. 
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der Eleganz der Lösung, sodann weil es Gelegenheit gab, verschiedene 
Kunstgriffe zu benutzen, welche auch bei andern Untersuchungen mit her- 
vorragendem Nutzen angewendet werden können.*) 


Zurückführung der Gleichungen, durch welche die Wurzeln 
2 gefunden werden, auf reine Gleichungen. 


399. 

Die vorstehenden Untersuchungen handeln von der Auffindung der 
Hülfsgleichungen; jetzt wollen wir hinsichtlich ihrer Auflösung 
eine sehr hervorragende Eigenschaft derselben darlegen. Be- 
kanntlich sind alle Bemühungen der grössten Geometer, die allgemeine 
Auflösung der Gleichungen, welche den vierten Grad übersteigen, oder (um 
genauer zu definieren, was man will) die Reduction der gemischten Gleichun- 
gen auf reine Gleichungen zu finden, bisher stets vergeblich gewesen, und 
es bleibt kaum zweifelhaft, dass dieses Problem nicht sowohl die Kräfte der 
heutigen Analysis übersteigt, als vielmehr etwas Unmögliches erreichen will. 
(Man vergleiche, was wir hierüber in der Abhandlung: Demonstratio nova ete. 
Artikel 9 angemerkt haben.) Nichtsdestoweniger ist es sicher, dass es un- 
zählig viele gemischte Gleichungen jeden Grades giebt, welche eine solche 
Zurückführung auf reine Gleichungen gestatten, und wir hoffen, dass es 
den Geometern nicht unerwünscht sein wird, wenn wir zeigen, dass 
unsere Hülfsgleichungen immer hierher gehören. Wegen des 
grossen Umfanges dieser Untersuchung aber geben wir an dieser Stelle nur 
die Hauptmomente an, welche zum Beweise der Möglichkeit erforderlich 
sind, und verschieben eine ausführlichere Behandlung, deren dieser Gegen- 
stand äusserst wert ist, auf eine andere Zeit. Vorausgeschickt müssen einige 
allgemeine Bemerkungen über die Wurzeln der Gleichung « — 1=0 
werden, welche auch denjenigen Fall umfassen, wo e eine zusammengesetzte 
Zahl ist. 

I. Diese Wurzeln werden (wie aus den Elementarbüchern bekannt ist) 


k & 
durch cos Fri sin tn dargestellt, wo für % die e Zahlen 0,1,2,3,..., 


e—1 oder irgendwelche andern diesen nach dem Modul e congruente 
Zahlen zu nehmen sind. Eine Wurzel, für k=0 oder allgemein für 
einen durch e teilbaren Wert von %, wird gleich 1; jedem andern Werte 
von % entspricht eine von 1 verschiedene Wurzel. 

*) Folgerung. Ist e eine Wurzel der Gleichung @—1=0, so hat man: 
a 1 sin @, SO 
ist: p=—4+3c0s4o VR, M=-+-1(mod. 3); 1=M(1-2-3--» m)? (mod. n). 
Setzt man 32 +1=y, so wird die Gleichung: y? — 3ny — Mn = 0. 

Gauss. 98 


(p+ep + ep"? — 2 (M+-N v2. Setzt man cos 
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\ 

II. Da (os + sin _ — c08 sin ist, so ist klar, dass, 
wenn R eine Wurzel ist, welche einem zu e primen Werte von % entspricht, 
in der Progression R, R2, R®,... das ete Glied allerdings gleich 1 ist, 
alle vorhergehenden aber von 1 verschieden sind. Hieraus folgt sogleich, 
dass alle e Grössen 1, R, R?, R3, ..., R°”' ungleich sind und, da offen- 
bar alle der Gleichung 2° — 1—=0 genügen, sämtliche Wurzein dieser 
Gleichung darstellen. 


III. Endlich wird unter derselben Voraussetzung das Aggregat 
apa II 


für jeden ganzen, durch e nicht teilbaren Wert von A; denn dasselbe ist 
a Ae 


gleich und der Zähler dieses Bruches wird gleich 0, der Nenner 


DR 
aber nicht gleich 0. Ist aber A durch e teilbar, so ist jenes Aggregat 
offenbar gleich e. 


360. 


Es sei, wie immer im Vorhergehenden, » eine Primzahl, g eine primi- 
tive Wurzel für den Modul » und a—1 das Product aus drei ganzen 
positiven Zahlen a, ß, y. Der Kürze wegen werden wir die Untersuchung 
sogleich so anstellen, dass sie sich auch auf die Fälle, wo « oder y gleich 1 ist, 
erstreckt; wenn y=1 ist, so muss man für die Aggregate (y, 1), (1, 9),--- 
die Wurzeln [1], [9], ... nehmen. Wir nehmen also an, dass aus allen, 
als bekannt vorausgesetzten a Aggregaten von ßy Gliedern (ßy, 1) (By, 9) 
N 9") die Aggregate von y Gliedern abgeleitet werden 
sollen, eine Aufgabe, die wir oben auf eine gemischte Gleichung ßt°" Grades 
reduciert haben, von der wir aber zeigen werden, wie man sie durch 
eine reine ebenso hohe Gleichung erledigen kann. Zur Abkürzung werden 
wir für die Aggregate 


Re 


welche unter (ßy, 1) enthalten sind, bezüglich a, b, e,..., m, für die 
folgenden: 
all ur isenMe N een ee 


\/ 


welche unter (ßy, g) enthalten sind, bezüglich a’, U, ', ..., m’, für 


+2) aß—a +2) 
L 


9 (ng I , 


bezüglich a”, b’, ..., m” schreiben, u. s. w. bis zu denjenigen, welche in 
(By, g*"') enthalten sind. 


| 
| 
| 
f 
| 
I! 
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I. Es bezeichne nun R unbestimmt irgend eine Wurzel der Gleichung 
x? —1—0, und es werde angenommen, dass aus der Entwickelung der 
pten Potenz der Function 


t=a+Rb+Rc-+:-- +R'm 
nach den Regeln des Artikels 345 sich ergebe: 


N+4Aa +Bb +(Üe +::::+ Mm 
+ A’ a Bv’ nn (DH + ae in M'm!’ 
er Aal Te Ce + RUE 2 M'’'m!' 
— . } N} ® ® ® 


wo sämtliche Coefficienten N, A, B, A’, ... rationale ganze Functionen von 
R sein werden. Nimmt man ferner an, dass die ßten Potenzen zweier 
andern Functionen 


u=R’a+Rb+R’c+-.-+ RT'm, 
Ww=b+Rc+Rd+:.. + RR im+R Ta 


respective in U und U’ entwickelt werden, so erkennt man aus Artikel 350 
leicht, da w aus { entsteht, wenn man die Aggregate a, b, c,...., m be- 
züglich mit Db, c, d, ..., a vertauscht, dass 


U=N+4b Be #04 ++ Ma 
u dp‘ + B’e 3 Cd ee + M'«a 
— Ad" Be" Fa Day —— M AO 
- . . . . . . . . . . . . . 


ist. Ferner wird offenbar, da v—= Ru ist, U= R’UV’; mithin sind wegen 
R=1 die entsprechenden Üoefficienten in U und U’ gleich; schliesslich 
erkennt man leicht, dass, weil sich 2 und « nur dadurch unterscheiden, dass 
a in t mit der Einheit, in u aber mit RP multipliciert ist, alle entsprechen- 
den Coefficienten (d. h. diejenigen, mit denen dieselben Aggregate multi- 
plieiert sind) in 7 und U und somit auch alle entsprechenden Coefficienten 
in T und U’ gleich sind. Hieraus folgt endich A=B=(0=:..-—M, 
A=-B=- ler em, daB el... = U", ..+, 30 dass hierdureh 
T reduciert wird auf eine solche Form: 


N+AMD+-AM NAH 
wo man die einzelnen Coefficienten N, A, A’, ... auf eine solche Form 
pr! BE ne Ye uns 
bringen kann, dass p, p’, p”, ... gegebene ganze Zahlen sind. 

II. Nimmt man für R eine bestimmte Wurzel der Gleichung #—1—0 
(von der wir voraussetzen, dass wir ihre Lösung schon haben) und zwar 
eine solche, dass keine niedrigere Potenz von ihr als die ßte der Einheit 
gleich ist, so ist auch T eine bestimmte Grösse, aus der man i vermit- 

28* 
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telst der reinen Gleichung #_—- T—=0 ableiten kann. Da aber diese 
Gleichung ßWurzeln hat, welche f, Rt, RM, ...., RT sind, so kann es 
zweifelhaft erscheinen, welche Wurzel man nehmen muss. Dass dies aber 
völlig willkürlich ist, wird leicht in folgender Weise klar werden. Man muss 
sich erinnern, dass, nachdem sämtliche Aggregate von ßyGliedern bestimmt 
sind, die Wurzel [1] nur insoweit bestimmt ist, dass irgend eine von den 
ßy in (ßy, 1) enthaltenen Wurzeln mit diesem Zeichen bezeichnet sein muss, 
und es somit völlig willkürlich ist, welches von den ß das Aggregat (ßy,1) 
bildenden Aggregaten wir mit @ bezeichnen wollen. Wenn man nun, nach- 
dem irgend ein bestimmtes Aggregat durch «a dargestellt ist, annimmt, dass 
i=% werde, so sieht'man leicht, dass, wenn man nachher dasselbe Aggregat, 
welches eben mit b bezeichnet wurde, mit a bezeichnen wollte, diejenigen 
Aggregate, welche vorher c, d,...., a, b waren, jetzt D, c,... m, a sein 


Ru = 
würden und daher der Wert von Z jetzt gleich z=iR ! werden würde. 


Ebenso würde, wenn man mit a dasjenige Aggregat bezeichnen wollte, 
welches anfänglich ce war, der Wert von Z gleich TR°? werden, und so 
kann ferner t irgend einer der Grössen %, ar 900 > d.h irgond 
einer der Wurzeln der Gleichung «® — T=0 als gleich betrachtet werden, 
je nachdem man annimmt, dass dies oder jenes in (ßy, 1) enthaltene Aggregat 
mit (y, 1) bezeichnet werde. 

III. Nachdem die Grösse ? auf diese Weise bestimmt ist, muss man 
ß— 1 andere Gleichungen suchen, welche aus Z dadurch hervorgehen, dass 
man in seinem Ausdrucke für R der Reihe nach R°, R’, R, ..., R® 
substituiert, nämlich 


!=a-+-Rb-+ Bote BT, "—=a+Rb+Rec+ HR, .. 


Die letzte hat man allerdings schon, da sie offenbar gleicha + +c-+--- 
+ m = (ßy, 1) wird; die übrigen aber können in folgender Weise abgeleitet 
werden: Wenn man nach den Regeln des Artikels 345, ebenso wie ne 
vorher in I, das Product 7 entwickelt, so beweist man auf eine der 
vorigen völlig analoge Art, dass das Resultat davon auf eine solche Form 


a A 
gebracht werden kann, dass NW, U, W, ... rationale ganze Functionen 
von R sind und daher 7’ eine bekannte Grösse ist, aus der sich "= 


ergiebt. Wenn man ferner annimmt, dass aus der Entwicklung des Products 
#37" die Function 7” hervorgehe, so wird in ganz derselben Weise dieser 
Ausdruck eine ähnliche Form annehmen und somit aus seinem bekannten 


pur 43 
Werte #’ mittelst der Gleichung ?’= 7 sich ergeben; ebenso wird 
! 2 i j { 
durch die Gleichung ara wo 7’" eine bekannte Grösse ist, ge- 


funden, u. Ss. w. 
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Diese Methode würde nicht anwendbar sein, wenn 2= 0 werden könnte, 
woraus dann auch T=T’=T"=...—=0 sein müsste; man kann aber 
beweisen, dass dies unmöglich ist, wenn wir auch den Beweis seiner Weit- 
läufigkeit wegen an dieser Stelle unterdrücken müssen. — Es giebt auch 


U nm 


besondere Kunstgriffe, vermittelst deren die Brüche Be in ratio- 


nale ganze Functionen von R verwandelt werden können, sowie kürzere 
Methoden für den Fall a=1 zur Ermittlung der Werte von , €’, ...,; 
doch müssen wir dies Alles hier stillschweigend übergehen. 

IV. Endlich hat man, sobald £, ?, ?’, ... gefunden sind, nach der 
Bemerkung III im vorigen Artikel sogleich + #-+?’+--:=ßa, wonach 
der Wert von a bekannt ist, aus dem dann nach Artikel 346 die Werte 
aller übrigen Aggregate von y Gliedern abgeleitet werden können. — Die 
Werte von b, c, d,.... können auch durch folgende Gleichungen erhalten 
werden, deren Grund jedem aufmerksamen Leser leicht ersichtlich sein wird: 


eg al Te EL 
Be — RP2, a RPAArL RB6r L ME 
ne en er 


Aus der grossen Zahl von Bemerkungen, welche sich auf die vor- 
stehende Untersuchung beziehen, wollen wir hier nur eine berühren. Was 
die Lösung der reinen Gleichung 2° — T=0 anlangt, so ist klar, dass 7 
in den meisten Fällen einen imaginären Wert P-+:0Q hat, so dass jene 
Lösung bekanntlich teils von der Teilung eines Winkels (dessen Tangente 


-& ist) teils von der Teilung eines Verhältnisses (des Verhältnisses der 


Einheit zu y.P2-+Q?) in ß Teile abhängen wird. Dabei ist es sehr merk- 


würdig (was wir jedoch hier nicht ausführlicher verfolgen), dass der Wert von 


yP+ Q? stets rational durch schon bekannte Grössen dargestellt werden 


kann, so dass ausser der Ausziehung einer Quadratwurzel zur Lösung nur 
die Teilung eines Winkels erforderlich ist, z. B. für ß=3 nur die Drei- 
teilung des Winkels. 

Da endlich: nichts im Wege steht, a=1, y=1 und daher ß=n— 1 
zu setzen, so ist klar, dass die Lösung der Gleichung «"— 1=0 sogleich 
auf die Lösung einer reinen Gleichung (n — 1)ten Grades @”""— T=0, wo 
T durch. die Wurzeln der Gleichung «&”""— 1=0 bestimmt wird, reduciert 
werden kann. Hieraus folgt mit Hülfe der eben gemachten Bemerkung, 
dass die Teilung des ganzen Kreises in » gleiche Teile erfordert: 1. die 
Teilung des ganzen Kreises in a—1 Teile; 2. die Teilung eines andern 
Bogens, der nach Ausführung jener Teilung construiert werden kann, in 
n—1 Teile; 3. die Ausziehung einer einzigen Quadratwurzel, und zwar 


lässt sich zeigen, dass diese immer yn ist, 
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Anwendung der vorstehenden Untersuchungen auf die tri- 
gonometrischen Functionen. Methode, die Winkel, welchen 
die einzelnen Wurzeln 2 entsprechen, zu unterscheiden. 


361. 
Wir haben nun noch den Zusammenhang zwischen den Wurzeln @ und 
N : h 2P1:8 Nn— 
den trigonometrischen Functionen der Winkel . en 2 Bi .. 


näher zu betrachten. Die Methode, welche wir für die Auffindung der Wurzeln 
Q auseinandergesetzt haben, ist so beschaffen, dass sie es noch unentschieden 
lässt (wenn man nicht die Sinustafeln während der Rechnung in der oben 
beschriebenen Weise benutzt hat, was jedoch minder direct sein würde), 
welche Wurzel jedem einzelnen von jenen Winkeln entspricht, d. h. welche 
2 


u 


a pen ; i 
Wurzel = co8 +isin —, welche = cos ma —-isin u. S. w. ist. Diese Un- 


N 
gewissheit wird aber leicht entschieden, wenn man bedenkt, dass die Cosinus 
der Winkel 5 a n, eher el N beständig abnehmen (wofern man 
MNn’N 2n 
auch auf die Vorzeichen achtet), die Sinus sämtlich positiv sind, die Winkel 
(n—1)Pn—2)P (n—5)P (n—+1)P 
Mi) > Be 2n 
sinus, aber negative, übrigens den Sinus jener an absoluter Grösse gleiche 
Sinus haben. Daher werden von den Wurzeln © diejenigen beiden, welche die 
grössten reellen (unter sich gleichen) Teile besitzen, den Winkeln 2 =; 
entsprechen und zwar dem ersten diejenige Wurzel, in welcher die imaginäre 
Grösse ö mit einer positiven Grösse, dem letzteren diejenige, in welcher ö mit 
einer negativen Grösse multipliciertist. Von den »— 3 übrigen Wurzeln werden 
wiederum diejenigen, welche die grössten reellen Teile besitzen, den Winkeln 
2P (n—2)P 
n’ N 


aber respective dieselben Co- 


entsprechen, u. s.w.— Sobald diejenige Wurzel, welcher der Winkel 


= entspricht, bekannt ist, können die den andern Winkeln entsprechenden 


Wurzeln auch dadurch unterschieden werden, dass, wenn jene =[A] angenommen 
; wP 5P:4 

wird, den Winkeln a - ; = 3 
n’n’n 

entsprechen. So sieht man im Beispiel des Artikel 353 sofort, dass dem 

Winkel 7'5.P keine andere Wurzel entsprechen kann als [11] und dem Winkel 

+5 keine andere als [8]; ebenso entsprechen den Winkeln P,44P, 5P, 

+$-P,... respective die Wurzeln [3], [16], [14], [5],.... Im Beispiel des Ar- 

tikels 354 entspricht dem Winkel „4P offenbar die Wurzel [1], dem Winkel 

17 P die folgende [2], u.s.w. Auf diese Weise sind daher die Cosinus und 


. offenbar die Wurzeln [22], [3%], [%],... 


2 
Sinus der Winkel =, =, ... vollständig bestimmt. 
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Die Tangenten, Cotangenten, Sekanten und Cosekanten 
werden aus den Sinus und Cosinus ohne Division 
bestimmt. 


362. 


Was aber die übrigen trigonometrischen Functionen dieser Wurzeln an- 
langt, so könnten dieselben zwar aus den entsprechenden Sinus und Cosinus 
mittelst der allgemein bekannten Methoden, nämlich die Sekanten und die 
Tangenten, indem man die Einheit und die Sinus durch die Cosinus divi- 
diert, ferner die Cosekanten und Cotangenten, indem man die Einheit und 
die Cosinus durch die Sinus dividiert, leicht abgeleitet werden. Aber be- 
quemer wird dasselbe meistenteils mit Hülfe der folgenden Formeln 
ohne Divisionen durch blosse Additionen erreicht. 

Es sei ® irgend einer der Winkel 2 ü Ba a 


--isino=R, so dass R irgend eine der Wurzeln Q, 


und cosw 


Sn, 5) = Va a -,,(R-5)= IH 
sg El N =i5R 
ist. Hieraus folgt: 
RR t ) ..2BRö h RR) 
seco = 1. 7 falgu—= TR cos — rg 7, ang — na» 


Wir werden nun zeigen, wie man die Zähler dieser vier Brüche so 
transformieren kann, dass sie durch die Nenner teilbar werden. 

I. Wegen R= RK" = AH wird 2R= R-+ R”"r!, welcher Ausdruck 
offenbar durch 1-+ R? teilbar ist, da » eine ungerade Zahl ist. Dadurch 
entsteht: 

ee 


und daher (da wegen sin® = — sin(?» — 1)o, sindo = — sin(2n — 3)o,... 
offenbar sin» — sin3o + sin5o — ++» + sin(2n — 1)w = 0 ist) 
seC® — C08w — C083w + c08dw — +" + 608 (2» — 1)w 


oder endlich (da coso —= cos (2n — 1)w, 60830 = c0s(2n — 3)w, ... ist): 
secw — 2[c0sw — c0s3w + C08dw — + +++ FC08(n — 2)w] + cosnw, 


wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem » von der Form 4% +1 
oder von der Form 4k +3 ist. Offenbar kann diese Formel auch so dar- 
gestellt werden: 


seco = + [1 — 20082» + 260840 — + +++ 2cos(n — 1)w]. 
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II. Substituiertt man in ähnlicher Weise 1 — R*+? für 1 — RB, so 
ergiebt sich: 
tange=ill— R+R— R+..—R® 


oder (dal — R"”=0, R— R"?—Ysin?o, PR"! 9% sin 4, ...ist): 
tango = 2[sin2w — sindo + sin6o — sin (r — wo]. 
UL Daman I+R+R'+... +2"? —=0 hat, so folgt: 


Berl BR on - BILD HU-D HUN 
tn (1 BR Re, 


und die einzelnen Teile dieses Aggregats sind durch 1— A? teilbar. Hier- 
nach wird: 


sr IH l+R)+U+R-+R) Het + B+Rt+... 4. BR") 
=R—-D+n— DR +a—-3)R+- „+ Re" 
somit, wenn man mit 2 multipliciert, sodann hiervon 
0=n—-N)A+R+R-+:...+RrD 
subtrahiert und wiederum mit R multipliciert: 


m R-DR+R-YRHR—- IR +... — (m 3)R> 


— (nn — RT, 
woraus sogleich folgt: 


c0secu = : [(r — 1)sino + (n— 3) sindo +... — (n — 1) sin (2» — 1)o] 
_- [nr —1)sino + (r— 3) sin 30 ++. + 2sin(n — 2)w], 

und diese Formel kann auch so dargestellt werden: 

cosec u-—. [?sin 20 + 4sin do + 6sin 60 + + (m — l) sin (n — 1)o] 


IV. Multiplieiertt man den oben angegebenen Wert von m mit 
STE 
1 + R? und subtrahiert davon 


=R-NDI+R+R+..+4Re, 
so entsteht 


2 
IR RIP +R-YR+n—H)R+..— mn — 2 
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woraus sogleich folgt: 


cotang w _. In — 2) sin 2» + (n — 4)sin do + (n — 6)sin bo +» - 
— (n — 2)sin (n — 2) w] 

_. In — 2)sin 2» + (n — 4)sin dw +++ 3sin (n — 3)w 
+sin(n—1)o], 


und diese Formel kann man auch in folgender Weise darstellen: 


2 
cotang w = Ve [sino +3sindo + "++ (n — 2)sin (an — 2)w] 


Methode, die Gleichungen für die trigonometrischen 
Functionen allmälig zu erniedrigen. 


363. 


Ebenso. wie unter der Annahme, dass an — 1=ef sei, die Function X 
in e Factoren von f Dimensionen zerlegt werden kann, sobald die Werte 
sämtlicher e Aggregate von f Gliedern bekannt sind (Artikel 348), so lässt 
sich auch dann, wenn man annimmt, dass Z=0 die Gleichung (n» — 1)ten 
Grades ist, deren Wurzeln die Sinus oder irgendwelche andere trigono- 

‘ \ ; Pi2P nm—]1)P . h Ä 
metrischen Functionen der Winkel nat el sind, die Function 
Z in e Factoren von f Dimensionen zerlegen. Die Hauptmomente für ein 
solches Verfahren sind folgende: 


Es bestehe @ aus den folgenden e Perioden von f Gliedern (, )=P, 
PN... und die Penode pP Aus dem Wurzeln ILL. Kal.Tölh.feh 
P" aus den "Wurzeln la. oh la]; 2.2” ans.Tar], Th Ter], „u. Be 
entspreche ferner der Wurzel [1] der Winkel » und daher den Wurzeln 
[a], [d], ---, die Winkel aw, bw, ..., den Wurzeln [a], [d), ... die 
Winkel a’o, bo, ..., den Wurzeln [«@”], [5], [e”], ... die Winkel a’w, 
b"’w,...., us. w. Dann sieht man leicht, dass alle diese Winkel 
a ap Mn mn 
n’ N N 
sichtlich ihrer trigonometrischen Functionen*) übereinstimmen. Wenn daher 


: Ä 2 
zusammengenommen mit den Winkeln Ar 


*) In dieser Hinsicht stimmen zwei Winkel überein, deren Differenz entweder 
der ganzen Peripherie oder irgend einem Vielfachen derselben gleich ist; derartige 
Winkel könnten wir nach der Peripherie congruent nennen, wenn man die 
Congruenz iu etwas weiterem Sinne verstehen wollte. 
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die in Rede stehende Function durch den dem Winkel vorgesetzten Buch- 
staben p bezeichnet wird, und man das Product aus den Factoren 


— 2 (o), — 2 (aw), %— 9 (bw),... 


gleich Y, das Product aus den Factoren x — 9 (a'wo), — ep (b’w),... gleich 
Y’, das Product aus den Factoren e — p (a’w), z-— 2 (b'’w), —p(c’o),... 
gleich Y”, u. s. w. setzt, so wird offenbar das Product YY'Y"...=Z. 
Wir haben nur noch zu zeigen, dass sämtliche Coefficienten in den Functionen 
Y, Y',Y'",... auf eine solche Form: 


AH EIRDHOERDEBE Dr ze 


gebracht werden kann, wonach offenbar alle für bekannt zu betrachten sein 
werden, sobald die Werte aller Aggregate von f Gliedern bekannt sind. 
Dies erreichen wir auf folgende Weise: 

Ebenso wie cse =4[1] +41 "',sine = —4if1] + 4s[1]°"! ist, 
so können auch die übrigen trigonometrischen Functionen des Winkels w 
auf eine solche Form A+-B[1]+6[1? + D [1]?-+ - - - reduciert werden, und 
es ist ohne Weiteres ersichtlich, dass die Functionen des Winkels kw als- 
dann werden ABK +-E[kP +-D[k]P + ---, wo % irgend eine ganze 
Zahl bezeichnet. Da nun die einzelnen Coefficienten in Y rationale ganze 
symmetrische Functionen von #(o), (aw),  (bw),... sind, so ist klar, 
dass, wenn für diese Grössen ihre Werte substituiert werden, die einzelnen 
Coefficienten rationale ganze symmetrische Functionen von [1], [e], [d],... 
werden, weshalb sie sich nach Artikel 347 auf die Form A+B(f 1) 
+(C(h + :-- reducieren. Und aus ganz demselben Grunde wird es auch 
möglich sein, sämtliche Coefficienten in Y’, Y’,... auf eine ähnliche Form 
zu reducieren. 


364. 


In Bezug auf das Problem des vorigen Artikels fügen wir 
noch einige Bemerkungen hinzu. 


I. Da die einzelnen Coeffiecienten in Y’ ebensolche Functionen von den 
in der Periode P’ (die wir gleich (/, a’) setzen dürfen) enthaltenen Wurzeln 
sind, wie die entsprechenden Üoefficienten in P Functionen von den Wurzeln 
in P sind, so geht aus Artikel 347 hervor, dass Y’ aus Y abgeleitet werden 
kann, wenn man nur überall in Y für (%, 1), (% 9), (f, 92%),-.. bezüglich 
(ha), (h, «g), (f, @’g2),... substituiert. Und ebenso wird Y’ aus Y ab- 
geleitet werden, wenn man überall in Y für (f, 1), (f 9), (f, 92), - . . respective 
(5 «@'), (f, @"g), (, «@'g2),... substituiert. Sobald daher die Function Y ent- 
wickelt ist, so folgen die übrigen Y’, Y",... daraus ohne Weiteres. 


Il. Nimmt man 


al 


Year Tis in 
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an, so sind die Coefficienten «, ß,... respective die Summe der Wurzeln der 
Gleichung Y=0, d.i. der Grössen 9 (w), $ (aw), $ (bw).., die Summe der 
Producte aus je zweien von diesen Grössen, u. s. w. Meistenteils aber werden 
diese Coefficienten viel bequemer durch eine, der im Artikel 349 an- 
gegebenen ähnliche Methode gefunden, indem man die Summe der Wurzeln 
e (w), 2 (aw), 2 (bw),..., die Summe der ‚Quadrate, der Kuben, u. s. w. 
berechnet und daraus nach dem Newton’schen Satze jene Coefficienten ab- 
leitet. — So oft » die Tangente, Sekante, Cotangente oder Cosekante be- 
zeichnet, giebt es noch andere Hülfsmittel, die wir aber hier mit Still- 
schweigen übergehen. 


III. Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wo f eine gerade 
Zahl ist, und daher jede Periode P, P’, P", ... aus 5f Perioden von je 
zwei Gliedern zusammengesetzt ist. Besteht P aus den Perioden (2, 1), 
2,0), BD), ©. :, 80 werden die Zahlen 1, a,b, ... und nl, 
n—a,n—b, n—1t, .... zusammengenommen mit den Zahlen 1,a,b, ce, ... 
übereinstimmen oder wenigstens (was hier auf dasselbe hinauskommt) diesen 
nach dem Modul » congruent sein. . Es ist aber e (nm — 1)o)=+2(o), 


e((n — A) o) —+o(aw), u. Ss. w., wo die oberen Zeichen gelten, wenn ® 
den Cosinus oder die Sekante, die unteren, wenn 9 den Sinus, die Tangente, 
Cotangente oder Cosekante bezeichnet. Hieraus folgt, dass in den beiden 
ersteren Fällen unter den Factoren, aus denen Y besteht, stets je zwei 
gleich sind und daher Y ein Quadrat ist, und zwar Y=y?, wenn y gleich 
dem Producte aus 


x — 2(o), 2— p(ao), 2 — 2p(bo), ... 


gesetzt wird. Ebenso sind in denselben Fällen die übrigen Functionen Y”, 
Y”, ... Quadrate, und zwar wird, wenn man annimmt, dass P’ aus 
2,0, 0,00... 2 m a aaa 
bestehe und dass das Product aus x — p(a’w), »— g(b’o), — g(lo), ... 
gleich y’, das Product aus x — g(a’w), »— (bw), ... gleich y" ist, u. S. W., 
Y=y? Y"=y', u. s. w. Ferner ist auch die Function Z ein Quadrat 
(vgl. oben Artikel 337) und die Wurzel desselben dem Producte aus 
yyy', ... gleich. Übrigens sieht man leicht, dass y', y”, ... ebenso aus 
y abgeleitet werden, wie Y’, Y”,.... nach dem in I Gesagten aus Y sich 
ergeben; sowie ferner, dass die einzelnen Coefficienten in y auch auf die 


Form 
A+ BD +EN + 


reduciert werden können, da die Summen der einzelnen Potenzen der 
Wurzeln der Gleichung y= 0 offenbar die Hälften der Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung Y=0 und daher auf eine solche Form reducierbar sind. In 
den vier letzteren Fällen aber ist Y das Product aus den Factoren 


2 — (20), ®— (2()), #— (#(60)), ... 
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und daher von der Form: 


Be N 
und es ist klar, dass die Coefficienten A, u, ... sich aus den Summen der 
Quadrate, Biquadrate, u. s. w. der Wurzeln © (w), e(aw), (bw), ... her- 
leiten lassen, und ebenso verhalten sich die Functionen Y By, 


Beispiel I. Es sei a=17, f=8 und es bezeichne o den Cosinus, 
Hieraus wird: 


1 D] 15 rn [1 1 2 
2=(2+ 5 a — / 25 — ee. za : 


und man hat demnach yZ in zwei Factoren von je vier Dimensionen YYy 
zu zerlegen. Die Periode P= (8, 1) besteht aus (312918519), (2,15), 
daher wird y das Product aus den Factoren: 


2 — (0), 2— (90), 0 — +(130), 2 — + (150). 
Substituiert man $[%] + $[» — %] für (kw), so findet man: 
?(®) + 2090) + 2 (130) + (150) = $(8, 1); 
(Fo) + (@Oo)) + (e130))’+ (+50) = 2446, D); 


ebenso die Summe der Kuben gleich 3(8,1)++(8, 3), die Summe der 
Biquadrate gleich 13 + ,(8, 1). Werden hieraus nach dem Newton’schen 
Satze die Coefficienten in y bestimmt, so ergiebt sich: 


1 1 1 
9=2 5814718 1)+ 26, 3)]0? — 3 [@, 1) + 3(8, 3)]e 
1 
zis 16 (8; d+ (8, 3]; 
y aber geht aus y hervor, wenn man (8, 1) mit (8, 3) vertauscht. Substi- 


tuiert man also für (8, 1), (8, 3) die Werte —4 +4 yır, —3—4 y17, so 
folgt: 


ar RL al! ı7) ; & 1 i7) 1 
G ER ER VB ve BERN aa Eure E 2 GEN EHER ERER, 
y=% +4 ıyit)a Bet vu er: 

Lo N an na ae | 7) 1 
TE Ah a OL er en 2 EN ENTER 
= + en vr) (3 R yir)a + v1); 


Auf ähnliche Weise kann yZ in vier Factoren von je zwei Dimensionen 
zerlegt werden, von denen der erste (— ?(0)) (.— (130), der zweite 


(& — ?(90)) (x — 2(150)), der dritte (© — 2 (30))(@—9(50)) und der 
vierte (x — ?(100)) (x —op (110)) ist, und alle Coefficienten in diesen 
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Factoren können durch die vier Aggregate (4, 1), (4, 9), (4, 3), (4, 10) aus- 
gedrückt werden. Offenbar aber wird das Product aus dem ersten und 
zweiten Factor gleich y, das Product aus dem dritten und vierten Factor 
gleich y’ sein. 

Beispiel I. Wenn », während alles Übrige ungeändert bleibt, den 
Sinus bezeichnen soll, so dass 


17 119 921 da ann 
7 16 — ‚14 —_ 12 - 10 Bug nme 
u ne De 
Day ulz 
2096 1 65536 


in zwei Factoren 4, y’ von acht Dimensionen zu zerlegen ist, so ist y das 
Product aus den vier doppelten Factoren: 


28 a SENDEN a 3 
© — (4(0)), ©°— (2 90)), © — ((130)), &°— ($(150))". 
Da nun (kw) = — 3:1[k] +4i[n — k] ist, so wird 
(ko) = — 412%] + Hr] — 42m — 22] = 4 — 412%] — 49m — 2). 
Hieraus findet man für die Summe der Quadrate der Wurzeln @(w), 
1 
o(I9w), p(13w), nr den Wert: 2708 1), für die Summe ihrer Bi- 
3 5 
quadrate: 3 sa . 1), für die Summe ihrer sechsten Potenzen: a 1) 
a3 für die S ihrer achten Pot Bi 
Fr EG» ), für die Summe ihrer achten Potenzen: 39 956 sh) 35( „al 
Hieraus folgt: 


PR h Br a) 
y=a°— a, 1) [x° +197758&1)+3@, 3) |x 


Re IenHrgg BEI DI ann. 
30 ) for 3) % 16 356 ) j I ’ B” 


und y' geht aus y hervor, wenn man (8,1) und (8,3) mit einander ver- 
tauscht, so dass man durch Substitution der Werte dieser Aggregate erhält: 


va sy7) + — zayT)e (3 - Vi? )o> 


17 0 
6 av" 
var + Terre 
kr 


+ tal 
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Ebenso lässt sich Z in vier Factoren zerlegen, deren Coefficienten durch 
die Aggregate von vier Gliedern ausgedrückt werden können, und zwar ist 
das Product aus zweien gleich y, das Product aus den beiden übrigen 
gleich y'. 


Die Teilungen des Kreises, welche man mittelst quadra- 
tischer Gleichungen oder durch geometrische Constructionen 
ausführen kann. 


365. 

Wir haben somit durch die vorstehenden Untersuchungen die Teilung 
des Kreises in » gleiche Teile, wenn » eine Primzahl ist, auf die Auflösung 
von so vielen Gleichungen zurückgeführt, als die Anzahl der Factoren 
beträgt, in welche man die Zahl »— 1 zerlegen kann, und zwar bestimmt 
sich der Grad dieser Gleichungen durch die Grösse der Factoren. So oft 
daher » — 1 eine Potenz von 2 ist, was für die folgenden Werte von » der 
Fall ist: »n=3, 5, 17, 257, 65537,..., lässt sich die Teilung des Kreises 
auf lauter quadratische Gleichungen zurückführen, und die trigonometrischen 


: ; r2 h ; 
Functionen der Winkel er En: ... lassen sich durch mehr oder weniger 


complicierte (je nach der Grösse von ») quadratische Gleichungen ausdrücken. 

Daher kann in diesen Fällen die Teilung des Kreises in » gleiche Teile 

oder die Beschreibung eines regulären Polygons von n Seiten durch geome- 

trische Constructionen erledigt werden. Z. B. leitet man für n—= 17 aus 
; : 1 Ä R 

den Artikeln 354, 361 für den Cosinus des Winkels izP leicht den folgenden 

Ausdruck her: 


1 u > 
tr + ya 2yın 


ı ayusyn -Vaayın-2 V34+2y17; 


die Cosinus der Vielfachen jenes Winkels haben eine ähnliche Form, die 
Sinus aber haben ein Wurzelzeichen mehr. Es ist sicherlich sehr merk- 
würdig, dass, während schon zu Euclid’s Zeiten die geometrische Teil- 
barkeit des Kreises in drei und fünf Teile bekannt war, diesen Entdeckungen 
im Verlauf von 2000 Jahren nichts hinzugefügt worden ist, und dass 
es sämtliche Geometer für sicher erklärten, dass sich ausser jenen Teilungen 
und denen, die ohne Weiteres daraus sich ergeben, nämlich den Teilungen 
in 15, 3.2#,5.2#,15-2” sowie in 2* Teile, keine andern weiter durch 
geometrische Constructionen ausführen lassen. — Übrigens beweist man 
leicht, dass, wenn die Primzahl » — 2” 1 ist, auch der Exponent m keine 
andern Primfactoren haben darf, als die Zahl 2, und daher entweder gleich 


er 
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1 oder gleich 2 oder gleich einer höheren Potenz von 2 sein muss; denn 
wenn m durch irgend eine ungerade Zahl £ (welche grösser als 1 ist) teilbar 
und m={£n wäre, so würde 2””-+ 1 durch 27 -+ 1 teilbar und daher eine zu- 
sammengesetzte Zahl sein. Alle Werte von » also, für welche wir bloss zu 
quadratischen Gleichungen gelangen, sind unter der Form 22° -+-1 enthalten; 
auf diese Weise ergeben sich die fünf Zahlen 3, 5, 17, 257, 65537, wenn man 
v=0,1,2,3,4 oder m=1,2,4, 8, 16 setzt. Keineswegs aber lässt sich 
für alle unter jener Form enthaltenen Zahlen die Teilung des Kreises geo- 
metrisch durchführen, sondern nur für diejenigen, welche Primzahlen sind. 
Zwar hatte Fermat, durch Induction irregeführt, behauptet, dass alle unter 
jener Form enthaltenen Zahlen notwendig Primzahlen seien; indessen hat 
Euler zuerst bemerkt, dass jene Regel schon für v=5 oder m = 32 falsch 
ist, da die Zahl 2° + 1 = 4294967297 den Factor 641 enthält. 

So oft aber na — 1 andere Primfactoren ausser 2 enthält, gelangen wir 
immer zu höheren Gleichungen, nämlich zu einer oder mehreren kubischen, 
wenn 3 einmal oder mehrere Male unter den Primfactoren von a— 1 vor- 
kommt, zu Gleichungen fünften Grades, wenn n — 1 durch 5 teilbar ist, u.s. w,, 
und wir können mit aller Strenge beweisen, dass diese höheren 
Gleichungen durchaus nicht vermieden oder auf Gleichungen von nie- 
drigerem Grade zurückgeführt werden können; obwohl die Grenzen dieses 
Werkes nicht gestatten, diesen Beweis hier mitzuteilen, glaubten wir doch 
darauf hinweisen zu müssen, damit nicht einer noch andere Teilungen ausser 
den von unserer Theorie gelieferten, z. B. die Teilungen in 7, 11,13, 19,... 
Teile auf geometrische Constructionen zurückzuführen hoffe und seine Zeit 
unnütz vergeude. 


366. 


Wenn der Kreis in a” Teile zu teilen ist, wo « eine Primzahl bezeichnet, 
so kann man dies offenbar geometrisch durchführen, wenn «=2 ist, aber 
für keinen andern Wert von a weiter, wofern «> 1 ist; denn dann müsste 
man ausser denjenigen Gleichungen, welche zur Teilung in a Teile erforder- 
lich sind, notwendig noch a— 1 andere vom aten Grade lösen; auch diese 
kann man in keiner Weise vermeiden oder erniedrigen. Die Grade der not- 
wendigen Gleichungen können also aus den Primfactoren der Zahl (a— 10:9 
allgemein (nämlich auch für den Fall, wo «=1 ist) erkannt werden. 

Wenn schliesslich der Kreis in N=a”b*c!... Teile geteilt werden soll, 
wo a,b,c... ungleiche Primzahlen bezeichnen, so genügt es die Teilungen 
in a’, v, c',... Teile ausgeführt zu haben (Artikel 336); um daher die Grade 
der zu diesem Zwecke erforderlichen Gleichungen kennen zu lernen, muss 
man die Primfactoren der Zahlen 


a—- Na, 0-1) Be Delrn... 


oder, was hier auf dasselbe hinauskommt, des Products aus diesen Zahlen 
betrachten. Man bemerke, dass dieses Product die Anzahl der Zahlen dar- 
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stellt, welche prim zu N und kleiner als N sind (Artikel 38). Geometrisch 
lässt sich also die Teilung nur dann ausführen, wenn diese Zahl eine 
Potenz von 2 ist; wenn sie aber noch andere Primfactoren ausser 2uz2B; 
?,P',... enthält, so lassen sich die Gleichungen vom p', p'® u. s. w. 
Grade in keiner Weise vermeiden. Hieraus schliesst man allgemein, dass, 
damit der Kreis geometrisch in N Teile geteilt werden könne, N entweder 
2 oder eine höhere Potenz von 2, oder eine Primzahl von der Form 2” +1 
oder das Product aus mehreren solchen Primzahlen, oder das Product aus 
einer oder mehreren solchen Primzahlen mit 2 oder einer höheren Potenz 
von 2 sein muss; oder kürzer, es ist erforderlich, dass N weder irgend einen 
ungeraden Primfactor, welcher nicht von der Form 2” -+1 ist, noch auch 
irgend einen Primfactor von der Form 2” +1 mehrmals enthalte. Solcher 
Werte von N findet man unterhalb 300 folgende 38: 2, 3, 4, 5, 6, 8.10; 
12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 
120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272.*) 


*) Wären alle Zahlen von der Form 22" +1 Primzahlen, so würde ein hinlänglich 
genäherter Ausdruck für die Menge der in Rede stehenden Zahlen (N) kleiner als 


= 1 OS MN 
die gegebene Zahl M folgender sein 3 I n)- 


Zusätze. 


en 


Zu Artikel 28. Die Lösung der unbestimmten Gleichung x —=by+1 
ist nicht zuerst von Euler (wie dort gesagt ist), sondern schon von einem 
Geometer des siebzehnten Jahrhunderts, Bachet de Meziriac, dem be- 
rühmten Herausgeber und Commentator von Diophant, durchgeführt wor- 
den, und hat ihm Lagrange diese Ehre zuerkannt (Add. ü& TAlgebre 
d’Euler p. 525, wo zugleich die Art des Verfahrens angegeben ist). Bachet 
hat seine Entdeckung in der zweiten Ausgabe seines Buches Problemes 
plaisans et delectables qui se font par les nombres 1624 mitgeteilt; in der 
ersten Auflage (Lyon 1612), welche ich allein einsehen konnte, findet sie 
sich noch nicht, obwohl sie bereits angekündigt wird. 

Zu Artikel 151, 296, 297. Legendre hat seinen Beweis von neuem 
dargelegt in seinem herrlichen Werke Essai d’une theorie des nmombres 
». 214 u. ff., jedoch so, dass nichts Wesentliches daran geändert ist; daher 
bleibt diese Methode auch noch allen im Artikel 297 gegen sie erhobenen 
Einwürfen ausgesetzt. Allerdings ist der Satz (auf welchen die eine An- 
nahme sich stützt), dass sich in jeder arithmetischen Reihe I, 7-+%, 
2-+2%k, .... Primzahlen finden, wenn % und ! keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben, in diesem Werke weitläufiger betrachtet worden, 8. 12 u. ff., 
doch scheint der geometrischen Strenge noch nicht Genüge gethan zu sein. 
Aber auch dann, wenn dieser Satz vollständig bewiesen ist, bleibt die eine 
Annahme übrig (dass es Primzahlen von der Form 4n +3 giebt, deren 
quadratischer Nichtrest eine gegebene Primzahl von der Form An-+1, 
positiv genommen, ist), und ich weiss nicht, ob man denselben streng be- 
weisen kann, ohne das Fundamentaltheorem selbst schon vorauszusetzen. 
Übrigens muss man bemerken, dass Legendre diese letztere Annahme 
nicht stillschweigend gemacht hat, sondern dass sie auch ihm selbst nicht 
entgangen ist, S. 221. 

Zu Artikel 288—293. Über denselben Gegenstand, der hier als beson- 
dere Anwendung der Theorie der ternären Formen dargestellt ist, und der 
in Bezug auf Strenge und Allgemeinheit so vollkommen sein dürfte, dass 


nichts mehr zu wünschen übrig bleibt, hat Legendre im dritten Abschnitt 
Gauss. 99 
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seines Werkes 8. 321—400 eine viel ausführlichere Untersuchung angestellt.*) 
Er bediente sich dabei von den unsrigen völlig verschiedener Prinzipien und 
Methoden; indessen ist er auf diesem Wege in mehrere Schwierigkeiten 
verwickelt worden, welche bewirkten, dass er die Hauptsätze nicht durch 
einen strengen Beweis zu begründen vermochte Diese Schwierigkeiten 
deutete er selbst in ehrlicher Weise an; aber dieselben dürften, wenn wir 
nicht irren, leichter beseitigt werden können als die, dass auch bei dieser 
Untersuchung das eben erwähnte Theorem (In jeder arithmetischen Pro- 
gression u. s. w.) vorausgesetzt ist, Seite 371, Anm. am Schluss. 


Zu Artikel 306 VIII. In dem dritten Tausend negativer Determinanten 
sind 37 irreguläre gefunden worden, von denen 18 den Irregularitäts- 
Exponenten 2, die 19 übrigen den Irregularitäts-Exponenten 3 haben. 


Zu ebendemselben Artikel X. Es ist uns neulich geglückt, die hier 
gestellte Aufgabe vollständig zu lösen; diese Untersuchung, welche über 
mehrere Teile sowohl der höheren Arithmetik als auch der Analysis in 
erstaunlicher Weise Licht verbreitet, werden wir sobald als möglich in der 
Fortsetzung dieses Werkes mitteilen. Dieselbe hat ergeben, dass der 
Coefficient m im Artikel 304 gleich yr = 2,3458847616 ist, wo y dieselbe 
Grösse wie im Artikel 302 und x, wie eben dort, den halben Umfang eines 
Kreises vom Radius 1 bezeichnet. 

*) Auch ohne dass wir darauf hinweisen, werden die Leser sich hüten, unsere 
ternären Formen mit dem zu verwechseln, was Legendre eine forme trinaire d’un 
nombre genannt hat. Mit diesem Ausdruck bezeichnete er nämlich die Zerlegung 
einer Zahl in drei Quadrate. 
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Tafel I (Artikel 58, 91). 
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Tafel HI (Artikel 316). 
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. 1215189873 


MT; ni nu (3155 85-14).025 0) 9 
| (0..09; (1).. (2)..86; (8)..72; (4)..45. 
|| (0)... 076923; u 461588. 
| (0)... 0588285294 117647. 
.!! (0)....0526315789 47368421. 
' (0)..0434782608 6956521739 18. 
| (0)..037; (1)..074; (8)..148; (8)..296; (4)..592; (8). .185 
| (0).. 0344827586 2068965517 24137931. 
(0)... 032280645 I (1)..5483870967 74198. 
| (0)..097; (1)..135; (2)..675; (8)..378; (4)..891; (6)..459; 
(6) ...297; ii N (8)..482; (9)..162; (10)..810; (11).. 084. 
(0)..02439; (1)..14634; (2).. 87804; (8). . 26829; 
| (4)..60975; (5).. 65853; (6)..95121; (7). . 70731. 
1 (0)..0232558139 5348837209 3; (1).. 6511627906 9767441860 4. 
| ' (0)..0212765957 4468085106 3829787234 0425531914 893617 
(0)... 0204081632 6530612244 8979591836 7346938775 51. 
(0).. 0188679245 283; (1).. 4905660377 358; 
(2).. 7547169811 320; (8)... 6226415094 339. 
(0)..0169491525 4237288135 5932203389 8305084745 7627118644 
06779661. 
(0)...0163934426 2295081967 2131147540 9836065573 7704918032 
7868852459. 
(0)..0149253731 3432835820 8955223880 597; 
' (1)..1791044776 1194029850 7462686567 164. 
(0)... 0140845070 4295352112 6760563380 28169; 
(1)..8732394366 1971830985 9154929577 46478 
.|| (0)..01369863; (1)... 06849315; (2)... 34246575; 
| (3)... 71232876; (4)..56164383; (5)... 80821917; 
| (6)... 04109589; (7)... 20547945; (8). . 02739726 
| (0)..0126582278 481; (1).. 3670886075 949; (2).. 6455696202 531; 
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..6024096385 5421686746 9879518072 2891566265 0. 
..0112359550 5617977528 0898876404 4943820224 7191; 
3370786516 8539325842 6966292134 8314606741 5730. 
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90721649 5360824 7 80412 37113 52185507. | 
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Neuer Beweis eines arithmetischen Satzes. 
(Commentationes soc. reg. sc. Gottingensis, Vol. XVI, Gottingae 1808.) 


— 


1 


Fragen aus der höheren Arithmetik bieten sehr häufig eine eigentüm- 
liche Erscheinung dar, welche in der Analysis weit seltener vorkommt und 
zur Erhöhung ihrer Reize wesentlich beiträgt. Während man nämlich bei 
analytischen Untersuchungen meistenteils zu neuen Wahrheiten nur dann 
gelangen kann, wenn man die Prinzipien, auf denen sie beruhen und die 
zu ihnen gewissermassen den Weg öffnen sollen, völlig in seiner Gewalt 
hat, springen einem dagegen in der Arithmetik sehr häufig auf dem Wege 
der Induction durch einen unerwarteten Zufall die elegantesten Wahrheiten 
in die Augen, deren Beweise so tief versteckt liegen und in solches Dunkel 
gehüllt sind, dass sie allen Versuchen spotten und den scharfsinnigsten 
Forschungen sich nicht zugänglich erweisen. Ferner besteht zwischen 
arithmetischen Wahrheiten, die auf den ersten Anblick höchst verschiedener 
Natur sind, ein so enger und so wunderbarer Zusammenhang, dass man 
nicht selten, während man etwas ganz anderes sucht, endlich zu einem so 
sehr ersehnten und durch lange Überlegungen vorher vergeblich gesuchten 
Beweise auf ganz verschiedenem Wege, als man erwartet hatte, gelangt. 
Meistenteils aber sind solche Wahrheiten von der Art, dass man zu ihnen 
auf mehreren sehr verschiedenen Wegen kommen kann, und es sind nicht 
immer die kürzesten Wege, welche sich zuerst darbieten. Man wird es 
daher sicherlich hoch zu schätzen haben, wenn es einem, nachdem man 
eine solche Wahrheit lange vergeblich überdacht und sodann zwar bewiesen, 
aber auf versteckter liegenden Umwegen bewiesen hat, endlich gelingt, den 
einfachsten und natürlichsten Weg zu entdecken. 


2. 


Unter den Fragen, von denen wir im vorigen Artikel gesprochen haben, 
nimmt das beinahe die ganze Theorie der quadratischen Reste enthaltende 
Theorem, welches wir in den „Arithmetischen Untersuchungen“ (Abschnitt IV) 
durch den Namen des Fundamentalsatzes ausgezeichnet haben, einen hervor- 
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ragenden Platz ein. Für den ersten Erfinder dieses höchst eleganten 
Satzes hat man unzweifelhaft Legendre zu halten, nachdem schon lange 
vorher die grossen Geometer Euler und Lagran ge mehrere Specialfälle 
desselben auf inductivem Wege entdeckt hatten. Mit der Aufzählung der 
Versuche dieser Männer, den Satz zu beweisen, halte ich mich hier nicht 
auf; wem es Vergnügen macht, möge das eben erwähnte Werk nachlesen. 
Es möge mir nur zur Bekräftigung des im vorigen Artikel Gesagten gestattet 
sein, das auf meine eigenen Versuche Bezügliche hinzuzufügen. Auf den 
Satz selbst kam ich ganz allein im Jahre 1795, als ich noch mit Allem 
dem, was in der höheren Arithmetik bis dahin gearbeitet worden war, 
gänzlich unbekannt und aller litterarischen Hülfsmittel entblösst war; doch 
quälte mich dasselbe das ganze Jahr hindurch und spottete auch der 
angestrengtesten Bemühung, bis ich endlich den im vierten Abschnitt jenes 
Werkes angeführten Beweis erhielt. Nachher boten sich mir drei andere, 
auf ganz verschiedenen Prinzipien beruhende Beweise dar, von denen ich 
den einen im fünften Abschnitt mitgeteilt habe, die übrigen aber, welche 
an Eleganz jenem nicht nachstehen, bei anderer Gelegenheit veröffentlichen 
werde. Alle diese Beweise aber, die zwar in Bezug auf Strenge nichts zu 
wünschen übrig lassen dürften, sind aus allzu heterogenen Prinzipien ab- 
geleitet, mit Ausnahme vielleicht des ersten, der jedoch durch eine sehr 
mühselige Schlussreihe hin fortschreitet und an zu weitläufigen Operationen 
leidet. Ich trage daher kein Bedenken, es auszusprechen, dass es bisher 
an einem natürlichen Beweise gefehlt hat; Kundige mögen aber beurteilen, 
ob der, dessen Entdeckung uns neulich gelungen ist, und den die folgenden 
Seiten darlegen, mit diesem Namen ausgezeichnet zu werden verdient. 


5) 
O. 


Satz. Es sei p eine positive Primzahl, % eine beliebige durch 

p nicht teilbare ganze Zahl, 

A der Complex der Zahlen 1, 3, 3,..., s3(p—]), 

B der Complex der Zahlen J(p+1), 4(p+3), 4(p-+5),....,2—1. 
Man nehme ferner die kleinsten positiven Reste der Producte 
aus % und den einzelnen Zahlen A nach dem Modul 9, welche 
offenbar sämtlich verschieden sein und teils zu A teils zu B 
gehören werden. Nimmt man nun an, dass zu Bim Ganzen 1 
Reste gehören, so wird %k quadratischer Rest oder Nichtrest von 
p sein, je nachdem u gerade oder ungerade ist. 

Beweis. Sind a, a’, a”, ... die zu A, b, b', b", ... aber die übrigen 
zu B gehörigen Reste, so werden offenbar die Complemente der letzteren 
»—b, p—b, p—b",... sämtlich von den Zahlen a, a’, a”, ... ver- 
schieden sein, aber mit dieseh zusammengenommen den ganzen Complex A 
ausmachen. Man hat daher: 


1.2.3....4@—1))=aaa"...p—-b)(p—-d)(P— 0")... 
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Das letztere Product aber wird offenbar: 


= (— 1)"aa’a” a bb'Y' ar 
= (— 1): 2% » 3% EEE 4(p—1)k 
PD. 1.9+3.-..4(p — Di(mod.p). 
Hiernach ist: 
(— Pa PD, 


Satz sogleich sich ergiebt. 


4. 
Die folgenden Schlüsse kann man durch Einführung einiger 
passender Bezeichnungen bedeutend abkürzen. Es möge also das 
Zeichen (%k, p) die Anzahl derjenigen Producte aus der Reihe 


h, 3, 3k, 4 — 1)k 


ausdrücken, deren kleinste positive Reste nach dem Modul p die Hälfte des- 
selben übersteigen. Ist ferner x irgend eine nicht ganzzahlige Grösse, so 
werden wir durch das Zeichen [x] die x am nächsten liegende 
kleinere ganze Zahl darstellen, so dass &— [x] stets eine positive, 
zwischen den Grenzen 0 und 1 liegende Grösse ist. Mit geringer Mühe 
entwickelt man daun die folgenden Beziehungen: 
I. x] + [—-2]= -—|. 
I. X] +R=[x + h], so oft h eine ganze Zalıl ist. 
II. &)J)+R—ı]=h-1. 
IV. Ist ©— [x] ein Bruch kleiner als 4, so ist [2x] — 2[2] = 0; ist 
dagegen «— [x] > 3, so ist [22] — 2[x2] =1. 
V. Liegt daher der kleinste positive Rest der ganzen Zahl % nach 


2] eh | s 
dem Modul » unterhalb 4p, so ist #) u 4 = (); liegt aber jener Rest 
9 .. 
oberbalb $p, so ist 5 Ba H — 
p 2 


VI. Hieraus folgt sogleich: 


'2k 4k 8% (at bh | 
(k, P)= + # + 7 ++ | 5 


Fugen 12 3k (m —1)k 
as, H 20 =) an #) EN, RR, Be] 
Pp p » p 


VII. Aus VI, und I. leitet man ohne Mühe her: 


kP)+-kh)=IiP—). 
Hieraus ergiebt sich, dass —% entweder dieselbe oder die entgegen- 
gesetzte Beziehung zu p hat (insofern es nämlich quadratischer Rest oder 
Nichtrest von p ist) wie +%, je nachdem p entweder von der Form 4” +1 


460 Abhandlungen. [Art. 5. 6] 


oder von der Form 4» + 3 ist. Im ersten Falle ist offenbar —1 Rest, im 
zweiten Nichtrest von p. 

VIII. Die in VI. angegebene Formel ändern wir in folgender Weise um. 
Nach III. wird: 


[32] 1-2] BS22]-:- 


(»—5)k 
s p 


»EE 1 
4 
Reihe in jenem Ausdruck an, so erhalten wir: 


erstens, so oft» von der Form 4n-+1 ist: 
2) = Near) 


- {le ile-Baezae} 


zweitens, so oftp von der Form #n-+3 ist: 
%p)=4k—N)(p+1) 


+ e]-B]e+-Bez2) 


Wenden wir diese Substitutionen auf die letzten Glieder der oberen 


- [e+-[al-fale Bee] 


IX. Für den speciellen Fall k=-+2 ergiebt sich aus den eben an- 
gegebenen Formeln: (2, pyJ)=4(p=1), wo das obere oder untere Zeichen 
zu nehmen ist, je nachdem p von der Form An-H1 oder AIn-+3ist. Es 
wird daher (2, p) gerade und daher 2 Rest von p, so oft p von der Form 
8n +1 oder 8% +7 ist; dagegen wird (2, p) ungerade und daher 2 Nicht- 
rest von p, so oft » von der Form 8%» -+3 oder Sn +5 ist. 


5. 

Satz. Es sei x eine positive nicht ganzzahlige Grösse von 
der Art, dass unter ihren Vielfachen a, 20, 000... bis zu m 
keins eine ganze Zahl wird, und man setze [n&] =h, woraus 
leichtfolgt, dass sich auch unter den Vielfachen der reciproken 

i 17.420229 h h \ 5 
Grösse —, —, —,... bis zu — keine ganze Zahl vorfindet. Dann 
WW & 
behaupte ich, dass 


[2] + [22] + [32] + --- + Kal 
—=nh 


"+ lelrte)*r + [e]) 
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Beweis. Die ersten Glieder der Reihe [«] + [22] + Bx] + + ee], 
welche wir gleich @ setzen wollen, bis zum H ten einschliesslich sind 
offenbar sämtlich gleich 0, die folgenden bis zum B ten sämtlich gleich 


D 


3 } 
1, die folgenden bis zum 2 ten sämtlich gleich 2 u. s. w. Daher wird: 


Er 


14 
a a _ | 
+ EHEH-B 
+0 []-[=2] 
+ h c — 4 ) 
We. 2. bw 


6. 


Satz. Bezeichnen %, p beliebige positive ungleiche zu ein- 
ander prime Zahlen, so ist: 


EI 


el 


k k k k 
Beweis. Nimmt man, was erlaubt ist, an, dass k <p ist, so wird 
3(@—1)k 


kleiner als 4%, aber grösser als 4(% — 1) und daher | 


2 ap ZUb 
p 2 pP 
=}(k—]) sein. Hieraus geht hervor, dass der vorliegende Satz aus dem 
i ; i k 

vorhergehenden sogleich sich ergiebt, wenn man daselbst z —=s,4(p—1)=n 
und daher 4(k—1)=h setzt. 

Ferner kann man in ähnlicher Weise zeigen, dass, wenn % eine gerade 
zu » prime Zahl ist, 


5 2% 3% Ink 
Bear 
p p P. » 


: - 2 = 1k(p—1) 
p 2p 3P hp : 
ee | 


sein wird. Doch halten wir uns mit diesem für unsern Zweck nicht erforder- 
lichen Satze nicht auf. 
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2 


Nunmehr ergiebt sich aus der Verbindung des vorigen Satzes mit dem 
Satze VIII des Artikels 4 sogleich das Fundamentaltheorem. Bezeichnen 
nämlich %, p irgend welche ungleichen positiven Primzahlen, und setzt man: 


(k, 9) + 4 + =) 2 [=] a 2%] ri 
(p, k) + | . 3) ar E 2 E er —ır, 


so geht aus VIII. im Artikel 4 hervor, dass Z und M immer gerade Zahlen 
werden. Nach dem Satze des Artikels 6 aber ist: . 


L+4=-kp)+ph) Hi —- DUDR—). 


So oft daher 4(% — 1)(p — 1) gerade wird, was geschieht, wenn entweder 
jede der beiden Zahlen %, p oder wenigstens eine von der Form 4» + 1 ist, 
so müssen notwendig (%k,p) und (», %) entweder beide gerade oder beide 
ungerade sein. So oft aber 4(%k—1)(p— 1) ungerade ist, was der Fall 
ist, wenn jede der beiden Zahlen %,p von der Form 4» +3 ist, so muss 
notwendig die eine, der beiden Zahlen (%,p), (p, k) gerade, die andere 
ungerade sein. Im ersten Falle ist daher die Beziehung von %k zu p mit 
der Beziehung von p zu % (insofern nämlich die eine Rest oder Nichtrest 
der andern ist) identisch, im zweiten Falle aber derselben entgegengesetzt. 
AN. 2. b. w, 


Summierung gewisser Reihen von 
besonderer Art. 


(Commentationes soc. reg. sc. Gotting. recentiores, Vol. I, Gottingae 1811.) 


* 


1. 


Unter den ausgezeichneteren Wahrheiten, zu denen die Lehre von der 
Teilung des Kreises den Weg geöffnet hat, nimmt die im Artikel 356 der 
„Arithmetischen Untersuchungen“ angegebene Summation nicht den letzten 
Platz ein, nicht nur wegen ihrer besonderen Eleganz und wunderbaren 
Fruchtbarkeit, ‘die ausführlicher darzulegen uns nacher eine andere Unter- 
suchung Gelegenheit geben wird, sondern auch aus dem Grunde, weil ein 
strenger und vollständiger Beweis derselben nicht gewöhnlichen Schwierig- 
keiten begegnet. Diese hätten gewiss um so weniger erwartet werden dürfen, 
als sie nicht sowohl den Satz selbst als vielmehr eine gewisse Bestimmung 
des Satzes betreffen, bei deren Nichtberücksichtigung der Beweis sogleich 
auf der Hand liegt und sehr leicht aus der in jenem Werke entwickelten 
Theorie sich ergiebt. Das Theorem ist dort in folgender Form dargestellt 
worden. Nimmt man an, dass » eine Primzähl sei, und bezeichnet man 
unbestimmt alle zwischen den Grenzen O0 und »— 1 inel. gelegenen qua- 
dratischen Reste von » mit a und alle zwischen denselben Grenzen liegen- 


o 


den Nichtreste mit db, endlich mit ® den Bogen 


und mit % irgend eine 


durch » nicht teilbare gegebene ganze Zahl, so ist: 
I. Für einen Wert von », der von der Form Am +1 ist: 


3 cos akow — 2 cos bkou — +y) 
% sin ako — 0 
> sin bkw — 0. 
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II. Für einen Wert von », der von der Form 4m +3 ist: 


% cosaku — — ! 
3 cosbku — — 


V n 
Isindbvo—-— |! yn 
I sin ak» — X sin bko = + yYn. 


Isinako—=-+ 
je 


Die Summationen sind am erwähnten Orte mit aller Strenge bewiesen 
worden und es bleibt hier keine andere Schwierigkeit weiter übrig als die 
Bestimmung des der Wurzelgrösse beizulegenden Vorzeichens. 
Es lässt sich zwar ohne Mühe zeigen, dass dieses Vorzeichen von der 
Zahl % insoweit abhängt, als stets für sämtliche Werte von %, welche 
quadratische Reste von n sind, dasselbe Zeichen, für alle Werte aber von 
%, welche quadratische Nichtreste von » sind, das jenem entgegengesetzte 
Vorzeichen gelten muss. Daher dreht sich die ganze Sache um den Wert 
k=1, und es ist klar, dass, sobald man einmal das für diesen Wert 
geltende Vorzeichen kennt, auch für alle übrigen Werte von % die Vor- 
zeichen sogleich bekannt sind. Aber gerade bei dieser Untersuchung, 
welche auf den ersten Anblick zu den leichteren zu gehören scheint, treffen 
wir auf ganz unerwartete Schwierigkeiten, und das Verfahren, durch dessen 
Führung wir soweit ohne Hindernisse gekommen waren, versagt ganz und 
gar die weitere Hülfe. 


2. 


Es wird nicht unzweckmässig sein, wenn wir, bevor wir weiter gehen, 
einige Beispiele unsrer Summation mittelst numerischer Be- 
rechnung entwickeln; doch wird es gut sein, dieser einige allgemeine 
Bemerkungen vorauszuschicken. 


I. Wenn in dem Falle, wo » eine Primzahl von derForm 4m -+1 
ist, sämtliche quadratischen Reste von » zwischen den Grenzen 1 und 
3(» — 1) einschliesslich unbestimmt durch a’ und alle Nichtreste zwischen 
denselben Grenzen durch b’ dargestellt werden, so sind bekanntlich sämt- 
liche »— a’ unter den a und sämtliche a —b’ unter den b enthalten; 
mithin werden, da sämtliche a’, d, n— a, n—b offenbar den ganzen 
Complex der Zahlen 1, 2, 3, ..., »—1 ausmachen, sämtliche a’ zusammen 
mit sämtlichen »— a’ sämtliche a umfassen und ebenso sämtliche d 
zusammen mit sämtlichen » — b’ sämtliche d darstellen. Hiernach ist: 


2 cos ako —= 8 008 a’kw + 2 cos(n — a) kw 
2 cos bkw — 2 cos D’ku + 2 cos(n — D’) kw 
2sin akw— sin a’ko + X sin (n — a')kw 
2 sin bkw = 2 sin b’kw -H X sin (n — D') kw. 
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Da man nun cos(n — a')ko = cosa’kwu, cos(n — D)ku — cos b’kw, 
sin (n — a')ko = — sin a’kv, sin(n — V’)ko = — sin b’ko hat, so wird offen- 
bar ohne Weiteres: 

% sin ako — 8 sin a’kw — 2 sin a’ ko —= 0 
: sin bko = 2 sin D’kw — 2 sin D’ko — (0. 


Die Summe der Cosinus aber nimmt die Form an: 


2 cos akw — 22 cos a’kw 
& cos bku — 22 cos b’kw, 
so dass also werden muss: a 
1-+42 cos a’ko— + yn 
1+48% cos b’kvo—= = yr 
22 cos a'kw — 28 cos D’ko = + yn. 
I. In dem Falle, wo » von der Form 4m +3 ist, ist das Comple- 
ment eines jeden Restes « zu » Nichtrest und das Complement eines jeden 


b Rest; daher werden sämtliche » — a mit sämtlichen db und sämtliche a — b 
mit sämtlichen @ übereinstimmen. Hieraus folgt: 


& c0s ako = 8 cos(n — b)kw = 2 cos bkuw. 


Somit sind, da sämtliche « und b zusammen sämtliche Zahlen 1,2,3,.... 
n»— 1 ausmachen und daher 2cosakw + 2 cosbkw —= 608 kw + 608 Ikw 


+ 008 3kw + +++ cos(n — 1)ko = —1 wird, die Summationen 
2% cosaku = — 4 
2 cosbko = —4 


ohne weiteres klar. Ebenso ist: 
& sin ako = 2% sin(n — b)ko = — X sin bkw, 
woraus hervorgeht, in welcher Weise die eine der beiden Summationen 
22 sinako = + yn 
28 sindko = V n 


von der andern abhängig ist. 


3. 


Im Nachstehenden sieht man nun die numerische Berechnung für 
einige Beispiele. 


I. Für n=5 giebt es einen Wert von a’, nämlich @—=1, und einen 
Wert von D’, nämlich ’—=2. Nun ist aber: 


080 — + 0,3090169944 082» = — 0,8090169944; 


mithin: 144080 —=+ 5, 1+4008%0 = — 5. 
Gauss. 30 
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I. Für n=13 giebt es drei Werte von a’, nämlich 1, 3, 4, und ebenso 
viele Werte von d’, nämlich 2, 5, 6, wonach wir berechnen: 


cos w—= + 0,8854560257 
c08s 30 = + 0,1205366803 
cos4w — — 0,3546048870 


c08s2w —= —+ 0,5680647467 
cosdw — — 0,7485107482 
cos6w — — 0,9709418174 


Summe —= + 0,6513878190 


Summe — — 1,1513878189 


Daher: 1+4%cosdoe=+ v13; 1 + ALcosd'o = — y18. 


II. Für n= 17 haben wir vier Werte von a’, nämlich 1, 2, 4, 8, und 
ebenso viele Werte von 5’, nämlich 3, 5, 6, 7.. Hiernach berechnen sich die 


Cosinus: 
cos ®—= + 0,9324722294 


c0s%u — + 0,7390089172 
cosdo = + 0,0922683595 


cos8o —= — 0,9829730997 


cosd3w — + 0,4457383558 
cosdw = — 0,2736629901 
cosbw = — 0,6026346364 
cos7o = — 0,8502171357 


Summe — + 0,7807764064 


Summe — — 1,2807764065 


Daher 1+ 4% cosa’o = +y17, 1+48 cosd'o — — y1t. 


IV. Für n=3 giebt es nur einen Wert von a, nämlich a«=]1, und 


diesem entspricht 
sino = + 0,8660254038. 


Daher: 2sino = + v3. 


V, Für n=7 giebt es drei Werte von a, nämlich 1, 2, 4; demnach 
>) ? ? ’ 9: 


hat man die Sinus: 


sin = + 0,7818314825 
sin?» = + 0,9749279122 
sindo — — 0,4338837391 


Summe = + 1,3228756556, und daher: 22 sing — + y7. 


vi. Für n=11 sind die Werte von a: 1,3,4,5, 9, 


entsprechen die Sinus: 


sin ® = + 0,5406408175 
sindo — + 0,9898214419 
sindw = + 0,7557495744 
sind® — + 0,2817325568 


sinI® — — 0,9096319954 


und diesen 


Summe = + 1,6583123952, und daher: 22 snaeo=+yll. 
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Yu.‘ Pur 0» =19'eind die Werte vona: T,2, 95,6, 7, 9, 11,16, Id, und 
diesen entsprechen die Sinus: 


sin w= + 0,5246994692 
sin 4o = + 0,9694002659 
sin do = + 0,9965844930 
sin 60 = + 0,9157733267 
sin 7o—= + 0,1357239107 
sin 9» = + 0,1645945903 
sin1lo = — 0,4759473930 
sin 160 = — 0,8371664783 
sin 17o = — 0,6142127127 


Summe = + 2,1794494718, und daher: 22 singe = +y19. 


4. 


In allen diesen Beispielen erhält die Wurzelgrösse das positive Vor- 
zeichen, und eben dieselbe Thatsache bestätigt man leicht für grössere 
Werte »— 23, n—= 29, u. Ss. w., woraus sich schon eine hohe Wahrschein- 
lichkeit dafür ergiebt, dass dies allgemein so sein werde. Aber der Beweis 
dieser Erscheinung lässt sich nicht aus den am angegebenen Orte aus- 
einandergesetzten Prinzipien ableiten und muss mit vollstem Rechte als viel 
tiefer liegend erachtet werden. Daher geht das Ziel dieser Abhandlung 
dahin, einen strengen Beweis dieses höchst eleganten Satzes, 
den wir einst mehrere Jahre hindurch auf verschiedene Arten vergeblich 
versucht und schliesslich durch eigentümliche und ziemlich subtile Betrach- 
tungen glücklich zu Stande gebracht haben, anzugeben und zugleich 
den Satz unbeschadet seiner Eleganz oder vielmehr unter Erhöhung der- 
selben zu weit grösserer Allgemeinheit zu erheben. Am Ende der- 
selben werden wir dann schliesslich den wunderbaren engen Zusammenhang 
zwischen dieser Summation und einem andern äusserst wichtigen arith- 
metischen Satze darlegen. Wir hoffen, dass diese Untersuchungen nicht 
nur an und für sich den Geometern willkommen sein, sondern auch, dass 
die Methoden, durch welche wir dies alles zu erreichen vermochten und die 
auch bei andern Gelegenheiten nützlich sein können, ihrer Beachtung wert 
erscheinen werden. 


d. 


Unser Beweis gründet sich auf die Betrachtung einer eigentümlichen 
Art von Reihen, deren Glieder von Ausdrücken wie 


a N (1 IN, en (1 TER: rn ER (1 EN , 
(1-2) 1-2) A-a) (Aa) 
30* 
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abhängen. Der Kürze wegen werden wir einen solchen Bruch mit (m, p.) 
bezeichnen und zunächst einige allgemeine Bemerkungen über der- 
artige Functionen vorausschicken. 

I. So oft m eine ganze positive Zahl kleiner als p. ist, verschwindet 
offenbar die Function (m, p.), da der Zähler den Factor 1 — x° enthält. Für 
m= p. werden die Factoren im Zähler in umgekehrter Reihenfolge mit den 
Factoren im Nenner identisch sein, so dass (p, p)—=]1 ist; schliesslich hat 
man in dem Falle, wo m eine ganze positive Zahl grösser als p. ist, die 
Formeln: 


1. 
(e+1, a an Ss 


=(£+1]) 
a On ra) 
1—2)(1—e) 
oe 
Sans 2 “a ‚2 rn =(n+3,3) 
ala) rA) 
u.S.W, 


+2, = = (+22) 


(+3, p)= 


und allgemein: 
(m, 1)= (m, m— 1). 


II. Ferner bestätigt man leicht, dass man allgemein hat: 
(m, ea +l))=(m—1,u+1)+."Im—1, p). 


Da nun ebenso 


m—1,e+1l)=(m—2, a +1) +2”°m-— 2, p) 

mL, )=- m 3, ea +) +0" m—3, p) 

(m—3, pe +) =(m—4 u +1) +." m—4, p) 
us. w. 


ist und diese Reihe fortgesetzt werden kann bis zu 


+23, ep +D=k+lh,e+l)+teetl,p) 
= (m, p)+2(e+ 1, P) 


wofern nämlich » eine ganze positive Zahl grösser als x + 1 ist, so wird: 


me +DdD=(, )+eeß +, re + rem) r 
Er rrnn =21, W). 


Hieraus geht hervor, dass, wenn für irgend einen bestimmten Wert 
von p. jede Function (m, p), wo m eine ganze positive Zahl darstellt, eine 
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ganze Function ist, auch jede Function (m, a + 1) eine ganze Function 
werden muss. Da nun jene Annahme für "= 1 stattfindet, so wird dieselbe 
auch für »—=2 und somit auch für 23 u. s. w. gelten, d. h. es ist 
allgemein für jeden beliebigen positiven ganzzahligen Wert von m die 
Function (m, u) eine ganze Function, oder das Product 


(l Rd a”) (1 Sal 2) (1 Kerr 0?) N (1 EN A 


teilbar durch 
deadan)d- 2... 


6. 
Wir werden nun zwei Reihen betrachten, welche beide zu 
unserem Ziele führen können. Die erste Reihe ist folgende: 


I h (1 ir 2 EUR N) 


1 AN Rihn (1 Far «(1 SUR 2 Del Sa Mn 
I X { (1 — +) (1 nn u) 


Add A E) es, 


oder: 
1—- (m, ) +, )— (md) + (m, )—:, 


die wir der Kürze wegen mit f(x, m) bezeichnen wollen. Zunächst ist 
unmittelbar klar, dass diese Reihe, so oft m eine ganze positive Zahl ist, 
nach dem (m + I)ten Gliede (welches gleich #1 wird) abbricht, und dass 
somit in diesem Falle die Summe eine endliche ganze Function von & 
werden muss. Ferner geht aus Artikel 5, II hervor, dass man allgemein 
für jeden beliebigen Wert von m hat: 


1 
—- (m, D)=—-(m—1,1)—«"" 
+(m,2))=+(m— 1,2) + «(m — 1,1) 
— (m, 3) = — (m — 1,3) — a” "(m — 1,3 


u. 8. w. 
und daher: 
fa, m)=1- a"! —- A1-a")m— 1) +U— Zn, 2) 
— 1- "Nm —1,3)+--- 
Es ist aber offenbar: 


1-2") (m —1,1)=(1—z”")(m-— 2,1) 


A—- "dm — L,)=(1—a")(m— 2,2% 
1-2") (m —1,3)= (1— a”) (m — 2,3) 


u. 8. W., 


470 Abhandlungen. [Art. 7. 8] 


demnach erhalten wir die Gleichung: 


[1] fa, m)= (1 — &"")f(z,m — 2). 


ie 
Da für m=0 f(x, m)=1 wird, so ist nach der soeben gefundenen 

Formel: 

@d-U- U) 

@S-A-U- NUN) 

I-Ü- JAN) 

0,8. W., 

oder allgemein für jeden geraden Wert von m: 
[2] mw)=4-JU-S)U-2)...(-20, 


Dagegen wird, da für m=1 f(x, m) = 0 ist, auch 


I) 0 


f2,0)=0 
f(&, 7) =0 
U.8. W, 1 


oder allgemein für jeden ungeraden Wert von m: 
ra, m) =V. 


Übrigens hätte die letztere Summation schon daraus abgeleitet werden 
können, dass in der Reihe 


1— (m, 1) + (m, 2) — (m, 3) ++ (m, m — 1) — (m, m) 


das letzte Glied sich gegen das erste, das vorletzte gegen das zweite u. s. w. 
aufhebt. be 


8. 


Für unsern Zweck genügt zwar der Fall, wo m eine ungerade positive 
ganze Zahl ist; doch wird es wegen der Bedeutung des Gegenstandes 
nicht reuen, auch über diejenigen Fälle, wo m entweder gebrochen oder 
negativ ist, einiges hinzugefügt zu haben. Offenbar wird dann unsere 
Reihe nicht mehr abbrechen, sondern ins Unendliche fortlaufen, und über- 
dies ist leicht ersichtlich, dass dieselbe divergent ist, so oft man x einen 
Wert kleiner als 1 beilegt, so dass also die Summierung derselben auf 
Werte von x, welche grösser als 1 sind, beschränkt werden muss, 
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Der Formel [1] im Artikel 6 zufolge haben wir: 


| 1 
fd) =-— 
1 
% 
1 1 
92 7 
| Re 
| i 1 1 1 
NE SE ae Bere N - 
l 1 1 
a 
- x x 
2: 8.W., 


so dass also der Wert der Funetion f(x, m) auch für einen negativen 
ganzzahligen geraden Wert von x in endlicher Form angebbar ist. Für 
die übrigen Werte von »m aber verwandeln wir die Function f(x, m) auf 
folgende Weise in ein unendliches Product. 
Nimmt m einen unendlich grossen negativen Wert an, so geht die 
Function f(x, m) über in: 
1 1 1 1 1 1 


1+———+ 


eo De ea 


Diese Reihe ist daher gleich dem unendlichen Producte: 


Da ferner allgemein 
| a Au m—5 me 
| fa m) = tm aA) A-E NAEH) 
| ist, so wird: 


f&, m)= fa, —e) A-FHA- aa")... 
12 2 ai mis las Fr Perei) eh a 
a = 


. oo. 


5 ara ar D 
1 a) ar! 


1-7" 


1—x 


und zwar werden diese Factoren offenbar mehr und mehr gegen die Einheit 
convergieren. 
Besondere Beachtung verdient der Fallm=—1, in welchem ist: 


| 
| fa, -D)el+a'te’t+a te" He 


Diese Reihe ist daher gleich dem unendlichen Producte: 


a 
& a —- a) 
Io 31290 leer 
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oder es ist, wenn man % für «”! schreibt: 


a ul 
a N en 


Diese Gleichheit zwischen zwei ziemlich verwickelten Ausdrücken, auf 
die wir bei anderer Gelegenheit zurückkommen werden, ist gewiss höchst 
bemerkenswert. 


9, 
Zweitens betrachten wir die folgende Reihe: 
ı m a 1 (N m = VE 1 m—2 
ee NA), „Air u 
—i A o)(1 u Dorn 
oder 


1+2° (m, 1) +2(m,2) + 2° (m, 3) + x? (m, 4) + ***, 
welche wir mit F'(x, m) bezeichnen wollen. Wir beschränken diese Unter- 
suchung auf den Fall, wo m eine ganze positive Zahl ist, so dass auch 
diese Reihe stets mit a (m-+-1)ten Gliede, welches gleich 2°” (m, m) ist, ab- 
bricht. Da 
(m,m)=1, (m,m—1)=(m,1), (m, m — 2)= (m, 2),... 


ist, so kann diese Reihe auch so dargestellt werden: 


F (x, m) = &”" + „0 (m, 1) + AR Im, + m, 3)+- 
Hieraus folgt: 


AH Hhr@m)=-1+Am)+2md)+&(m3)+-:.- 
+." +0 "m 1) Ha a? (m, 2) +. .- 
Da man nun (Artikel 5, II) 
(m, 1) +2"=(m--1,1) 
(m, 2) +2” (m, 1)=(m +1,23) 
(m, 3) + &""? (m, 2)= (m +1, 3) 


u.8.W. 
hat, so ergiebt sich: 


[3] +2") Fm)—=F(e,m+1). 
Es ist aber F(x2,0)=1; daher wird: 
F@,)—=1+. 
F(%,2)=(l+2@°)(1+%) 
FR&)=A+MI+)(I+E) 


u.8.W., 
oder allgemein: 


[4] Fem)=(I+)Il+)A+R)...(l+2). 
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10. 

Nachdem wir diese vorbereitenden Untersuchungen vorausgeschickt 
haben, gehen wir nun näher auf unsere Aufgabe ein. Da für einen Prim- 
zahlwert von » die Quadrate 1,4,9,..., (4 (n — 1))? sämtlich unter ein- 
ander nach dem Modul » incongruent sind, so müssen offenbar ihre kleinsten 
Reste nach diesem Modul mit den Zahlen @ identisch sein und daher: 

2 cos ako — 008 kw + cos 4kw + 08 Ikw + "+ C0S (4 (n — 1))?kw 

X sin ako = sin ko + sin 4ko + sin Io + ++» + sin (4. (n — 1)) To. 


Ebenso ist auch, da dieselben Quadrate 1,4, 9..., (3m — 1))? 
in umgekehrter Reihenfolge den Quadraten (4 (n + 1)), 4 (n + 3))?, 
(4 (n + 5))3, ..., (R— 1)? congruent sind: 
% cos. akw — 608 (+ (n + 1)) ko + c08 (4 (n + 3)) ko + .... +c08(n— 1)ko 
sin ako — sin (} (n + 1)? + sin (4 (n + 3))kw + + + sin(n — 1)’ko 


M 


Setzt man daher: 


T=1+ c008kw + cos 4ko + 008 Ikw +» + cos (n — 1)?kw 
U sin ko + sin 4ko + sin Iko ++ + + sin (n — 1)?kw, 
so ist: 
1+22cosakw—T 
2:2 sin akw = U. 


Hieraus geht hervor, dass die im Artikel 1 angeführten Summationen 
von der Summation der Reihen 7’ und U abhängen; daher werden wir, in- 
dem wir jene aufgeben, unsere Untersuchung auf diese erstrecken und 
in solcher Allgemeinheit erledigen, dass sie nicht nur Primzahlwerte von », 
sondern auch beliebige zusammengesetzte Werte umfasst. Die Zahl % aber 
setzen wir als prim zu » voraus, da der Fall, wo % und » einen gemein- 
schaftlichen Teiler haben, leicht auf diesen zurückgeführt werden kann. 


11; 
Bezeichnen wir die imaginäre Grösse Y- 1 mit ö und setzen wir: 


cos kw +isinko=r, 


soistr” —1 oder r eine Wurzel der Gleichung «" — 1=0. Man sieht 
leicht, dass sämtliche Zahlen %, 2%, 3%,...,(n — 1)k durch » nicht teilbar 
und nach dem Modul » incongruent sind; demnach sind die Potenzen von r: 


Re | 


Er: 
1 


sämtlich von einander verschieden, jede einzelne aber wird der Gleichung 
x” —1=0 ebenfalls genügen. Daher werden diese Potenzen sämt- 
liche Wurzeln der Gleichung «" — 1=0 darstellen. 
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Diese Schlüsse würden nicht richtig sein, wenn % einen gemeinschaft- 
lichen Teiler mit » hätte. Denn wenn v ein solcher gemeinschaftlicher 


; 5 & N \ \ Se 
Teiler wäre, so würde %- s durch » teilbar und daher eine niedrigere Potenz 


N 


n R 5 y 5 5 E 5 ä 
alsr ‚nämlichr ", der Einheit gleich sein. In diesem Falle werden also 
x n a 
die Potenzen von r höchstens gi Wurzeln der Gleichung 2" —1=0 dar- 


stellen, und zwar werden sie wirklich soviel verschiedene Wurzeln liefern, 
wenn v der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen % und » ist. In 
unserem Falle, wo‘’%k und » zu einander prim vorausgesetzt werden, 
kann man r passend eine eigentliche Wurzel der Gleichung a” — 1=0 
nennen; in dem anderen Falle dagegen, wo k und n einen (grössten) 
gemeinschaftlichen Teiler v haben, würde r eine uneigentliche 
Wurzel jener Gleichung heissen; offenbar aber würde dann r eine 


N 
eigentliche Wurtel der Gleichung 2’—1=0 sein. Die einfachste uneigent- 
liche Wurzel ist die Einheit, und in dem andern Falle, wo n eine Primzahl 
ist, giebt es überhaupt keine andern uneigentlichen Wurzeln weiter. 


12. 
Wenn wir nun setzen: 
W=1l+r+rt+r +... 

so wird offenbar W= T-+:U und T der reelle Teil von W, während U 
aus dem imaginären Teile von W nach Unterdrückung des Factors i her- 
‚vorgeht. Die ganze Aufgabe ist daher auf die Ermittlung der Summe W 
reduciert; zu dem Zwecke kann entweder die im Artikel 6 betrachtete Reihe 
oder diejenige, welche wir im Artikel 9 zu summieren gelehrt haben, ange- 
wendet werden, jedoch ist die erstere weniger geeignet in dem Falle, wo » 
eine gerade Zahl ist. Trotzdem hoffen wir, dass es den Lesern angenehm 
sein wird, wenn wir den Fall, wo » ungerade ist, nach einer doppelten 
Methode behandeln. 

Wir nehmen also zunächst an, dass » eine ungerade Zahl 
sei, dass r irgend eine eigentliche Wurzel der Gleichung &"—1=0 be- 
zeichne und dass in der Function f(@, m) e=r und m=n—1 gesetzt 
werde. Dann wird offenbar: 
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bis zu 
1—ı 1— le ER UNAREL al 


1 allen Fa | TE, ymi 


(Es wird nicht überflüssig sein, darauf hinzuweisen, dass diese Gleichungen 
nur so lange gelten, als r als eigentliche Wurzel vorausgesetzt wird; denn 
wenn 7 eine uneigentliche Wurzel wäre, so würden in einigen von jenen 
Brüchen Zähler und Nenner gleichzeitig verschwinden und daher die Brüche 
unbestimmt werden.) 

Hieraus leiten wir die folgende Gleichung her: 


fr ame = —=1-+r la 5 r > ! y® NE i(n—J)n 
ae Hin (1 ee), 
Dieselbe Gleichung wird auch noch gelten, wenn man r für r sub- 


stituiert, wo A eine beliebige zu » prime Zahl bezeichnet; denn dann ist 
auch r eine eigentliche Wurzel der Gleichung "— 1=0. Schreiben wir 


daher r””? oder, was dasselbe ist, r? für r, so wird: 
2 ; 2 er I —2(n—2 
1 ey y® ei ya al yR ER —(1— ss de r®) en r 19)...(1—r (n ), 
Multiplieieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit 
° r 3 Am—1)? 
PN — yiln un 
so ergiebt sich wegen 
v2 +1(n—1)? Si „r—3)° yr —1)n + 4(n—1)? a rt? 
’ 
u 3 De yan- 5)? A) Rent anm yi (n-+3)? 
’ 
al DAL ya 7)? yR aa) Han) „art? 
p) 
u8W 


die folgende Gleichung: 


RN ++ 1 
met Art Aa... A 


SEN (r En; ” (1° AUS r) (v? 9) ERRNE Gr al 
oder, wenn man die Glieder der linken Seite anders ordnet: 


[5] Ir tr Hr’ (fr — I) 3) (p? in ET ne KR rt), 


Die Factoren der rechten Seite der Gleichung [5] können auch so dar- 
gestellt werden: 
Pe vr! RER) GONE Be a) 


y' a Yun A EN) 


3 BR RN (vT?— a 
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bis zu 


wonach die obige Gleichung die folgende Form annimmt: 
7 ln— 2 —2 ‘ gar 6 -— Sen _ e 
W=(— 1): Dr on) (H—r ) (vr ” or (1" et al 


Multiplieiert man diese Gleichung mit [5] in ihrer ursprünglichen Form, 
so ergiebt sich: 
W’— (ee 1 BE ri) (ei r?) r 3) EN et 
wo (—1):®=D entweder gleich +1 oder gleich —1 ist, je nachdem » von 
der Form 4 + 1 oder von der Form 4» +3 ist. Hieraus folgt: 
werd Ari: - are, 
Man sieht aber leicht, dass r%, r%, 7°, ..,, r ?”*? sämtliche Wurzeln der 
Gleichung «"— 1=0 mit Ausnahme von z—=1 darstellen, so dass für 
jeden Wert von x die identische Gleichung stattfinden muss: 


Kr’) Mar Er LT... ot. 
Setzt man daher 21, so folgt: 

dr) rHA—r 9. - Ar 9d)—n, 
und da offenbar „°®=» 
[6] Wi ıhn, 


In dem Falle also, wo » von der Form 4» +1 ist, wird: 


—=1 ist, so geht unsere Gleichung in die folgende über: 


W==+yn und somit T=+yn, U=0; 


in dem andern Falle dagegen, wo » von der Form 44 +3 ist, 
wird: " 
W==iyn und somit T=0, U=+yn. 


14. 


Die Methode des vorhergehenden Artikels bestimmt nur den absoluten 
Wert der Aggregate 7, U und lässt es ungewiss, ob man 7 im ersteren 


Falle und Uim letzteren gleich +yn oder gleich —yYn setzen muss. Dies 
kann man aber wenigstens für den Fall, wo%—=1 ist, aus der Gleichung [5] 
in folgender Weise entscheiden. Da für k=1 


r—r’=2 
—r’=2 
us. w 


ö 
i sind3w 
it sindo 


r—r'=Üsin o 


° 


H> 
—1 
—1 


Summierung gewisser Reihen von besonderer Art. 
ist, so verwandelt sich jene Gleichung in 
lln— . . . . 
W—= (A sino sindo sindo .... sin(n — 2)w. 


Nun kommen in dem Falle, wo n von der Form 4 -+-1 ist, in der Reihe 
der ungeraden Zahlen 


1,3,5,7,....,3n —3),4R-+])...,%2 — 2 


1(n— 1) Zahlen vor, welche kleiner als 3» sind, und diesen entsprechen 
offenbar positive Sinus; dagegen werden die 4(n — 1) übrigen grösser als 
1n sein, und diesen werden negative Sinus entsprechen. Daher ist das 
Product aller Sinus gleich dem Producte aus einer positiven Grösse und 
dem Factor (— hin zu setzen, und demnach ist W gleich dem Product 
aus einer reellen positiven Grösse und dem Factor ö””" oder 1, da vl 
und »— 1 durch 4 teilbar ist, d.h. W ist eine reelle positive Grösse, so 
dass notwendig sein muss: 


W=+yn T=-+yn. 


In dem andern Falle aber, wo » von der Form Au +3 ist, sind in der 
Reihe der ungeraden Zahlen 


1,3,5,7%..,3n—1, $3n +3), ..,n—2 


die ersten (n +1) kleiner als 4», die übrigen }(n — 3) aber grösser als 
3n. Daher werden unter den Sinus der Bogen w, 3w, dw, ..., m — 2)w 
sich 4(n — 3) negative befinden und somit wird W das Product aus 
ed, einer reellen positiven Grösse und dem Factor (— 1)*"® sein; der 
dritte Factor ist gleich 27° und dieser giebt mit dem ersten ver- 
bunden ©”? =;, da f””—=1 ist. Mithin ist notwendig: 


W=+iyn und U=+ yn. 


15. 
Wir werden nun zeigen, wie eben dieselben Schlüsse aus der im 
Artikel 9 betrachteten Reihe abgeleitet werden können. Schreiben 
wir in der Gleichung [4] —y ' für @°, so folgt: 


1 a 1-y®" Ns (1 BR le! ER u) 
aA-yYa—y)) 


7 Ken —2m Wi —2m-+2 AIEL —2mM-H4 
( _y-:d. 9 ei 9 Skel 2. are biszum m + ItenGliede 


A-yYAa—-yNA—Y) 
= yHYAHFYA-yNALFN...- EN). 
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Wenn man nun hier für y eine eigentliche Wurzel der Gleichung 
y"—1=0 nimmt, etwa r, und zugleich m—=n—1 setzt, so ist: 


Um ar u, 
1 RUHE SER al) 
—y 1—ı 
a N \n 1 yi ix . 
1-yr® Ion 
don len... 
BE ER ang 
1—y 1—r 
1 rd ; ai 1— 1”? — —_ gan? 
1. yo ipRach ya? 2 


wobei zu bemerken ist, dass keiner der Nenner 1—r"?, Rn, 
gleich O wird. Hiernach nimmt die Gleichung [7] die folgende Form an: 


l+r+r!-+-r I (den) (1+r’d ee 


Multipliciert man auf der rechten Seite dieser Gleichung den ersten 
Factor mit dem letzten, den zweiten mit dem vorletzten u. s. w., so 
erhält man: 

Ad-r AH der— rn! 

(1 ST .) (1 ER no) BER „2 BE y +2 

d-rdA+rdar—r 

(1 AR, r%) (1 El we en yet Dub, Pa 
UV. 


Aus diesen Teilproducten entsteht, wie man leicht sieht, das Product: 


rn 


(r BER r)) mi r°) (r— r°) BEN Ge 27 ) Cain nn SIR), 


und dieses ist daher 


Se em rt AN y> IE e „RD? m 


Diese Gleichung ist identisch mit der aus der ersten Reihe abgeleiteten 
Gleichung [5] im Artikel 12; aus ihr werden dann die übrigen Schlüsse in 
derselben Weise abgeleitet wie in den Artikeln 13 und 14. 


16. 


Wir gehen jetzt zu dem andern Falle, wo n eine gerade Zahl 
ist, über. Ist zunächst » von der Form 4u-+2 oder eine un- 
gerademal gerade Zahl, so ist klar, dass die Zahlen 4n2, (n-+1)?—1, 
(4n + 2? —4, --- oder allgemein (3 + X)? — X, wenn man sie durch 4n 
dividiert, ungerade Quotienten ergeben und somit der Zahl 4» nach dem 
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Modul » congruent sein werden. Hieraus folgt, dass, wenn r eine eigent- 


° n hs a . 4 . 
liche Wurzel der Gleichung &—1=0 und somit r"— — 1 ist, 
y an)” ——] 
1 2 
el __, 
19-1.9)2 
„@ar+2 un A 
art)’ _ __y9 
u. 8. w. 


wird. Demnach wird sich in der Reihe 
EhINg 
Er rg ge 1) 


Ü 19)? : H 
das Glied »*”” gegen das erste, das folgende Glied gegen das zweite u. s. w. 
aufheben, und daher ist: 


wo, To u, 


17. 


Es bleibt noch der Fall übrig, wo n von der Form 4p oder 
eine gerademal gerade Zahl ist. Hier ist allgemein (4n + X)? — X? 


teilbar durch » und daher: 
„ana? _ ‚A 


. 


Demnach ist in der Reihe 


Ir rt nr +... 40V 


das Glied r@®" gleich dem ersten, das folgende Glied gleich dem zweiten 
u. Ss. w., so dass wird: 


W=2(1l+r+rt+r’+..+ rd). 

Nehmen wir nun an, dass in der Gleichung [7] des Artikels 15 
m=4n—1 gesetzt und für 9 eine eigentliche Wurzel der Gleichung 
y—1-=0, etwa die Wurzel r, genommen werde, so erhält die Gleichung 
ebenso wie im Artikel 15 die folgende Form: 
l+4r +! +. 4" VA rd)A+Hr dA). dl a) 
oder: 


JO Ww=2U-rdAHr Ar NAHr N Art). 


A 1 & 
Da ferner ”—= — 1 und somit 


’ 


1 an vr? EU UI „ar=2 ei EHE Fe) 

[ee vr * BERENE yarm4 @ a „th 
! — 

1-24 6 NET yan-6 € Bi „ir+s) 


u. S. W. 
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= 1 Super 4 ar: aN— 
ist und das Product aus den Factoren — r!"?, — "4, — "76, 


3 In— Am: . 2 . . ° 
zu —r? gleich (— 1)" 1%” ”#* wird, so lässt sich die vorstehende Gleichung 
auch so darstellen: 


De a re N 
(1 hast Pal ng! ) 


Da man 
a RD via a a) 


we ea) 


8 RER (1 St 0) 
1.8. \W, 
hat, so wird: 


ln a nn 
— a ee ae 


und daher 
W=?2 (— Su (a a a) (1 PER v2) ne) a (d a! 


Multiplieiert man diesen Wert von W mit dem früher gefundenen und 
.. . . Pe \ . . . 
fügt beiderseits den Factor 1— r"®" hinzu, so ergiebt sich: 


Ar NM I ru dir Yi—rd..a—r tt), 


Es ist aber: ; 
1—r”—)9 


y=—1 


1 1 
nn an 
y NE y* 


dr )Ü-r Ar... 
Mithin folgt hieraus schliesslich: 
[9] W’ — An. 


Nun sieht man leicht, dass »*” entweder gleich ++ ö oder gleich — ö ist, 
je nachdem nämlich % entweder von der Form 4x +1 oder von der Form 
44 +3 ist. Und da 


i=(l1+0%, —i=(l1— 
ist, so wird in dem Falle, wo % von der Form 4. +1 ist: 
==#(1+0)yYn und daher T=U=+ yn, 


in dem andern Falle aber, wo % von der Form 4u +3 ist: 


W=#(1—i)yn und daher T=— U=H yn. 


Summierung gewisser Reihen von besonderer Art. 481 


18. 
Die Methode des vorigen Artikels hat die absoluten Werte der Functionen 
T, U geliefert und die Bedingungen ergeben, unter denen jenen gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen beizulegen sind, die Vorzeichen selbst aber sind 
hierdurch noch nicht bestimmt. Dies ergänzen wir für den Fall, ww k=1 
gesetzt wird, in folgender Weise: 
Setzen wirp= c08}3w-+isindw, so dass r— p? wird, so wird offenbar 


wegen f* = — 1 die Gleichung [8] folgendermassen dargestellt werden 
können: 


w-2l+er )d+e )üre die. dA+aodure) 


oder, wenn die Factoren in einer anderen Reihenfolge gesetzt werden: 


W=2ULHNAHFHYAHHNALHEN.. At) A Her). 


Nun ist: 
lI+ =» c08 Zw 
1+p*—= 29”? cos w 
1+pf =2%° cos 3w 
1-+ po? — 29% cos 2w 
u.s.w 
bis zu 


ar ı +2 

1+ pH — 2p MT" cos (in — 1) w 
In— 

14? — 2 cos (4n — 4) uw. 


Daher erhält man: 
we gen an 1 3 1 
= 2" p* 0083 w 008 @ 0085 w ++ cos (din — 4) w. 


Die in dieses Product eingehenden Cosinus sind offenbar sämtlich positiv, 
der Factor pi" aber wird gleich cos 45° +isin45®°—=(1-+;) yM. Hieraus 
folgt, dass W das Product aus L-+i in eine reelle positive Grösse ist, wo- 
nach notwendig sein muss: 


W=(l+i)yn T=+yn U=+ yn. 


19. 


Es wird der Mühe wert sein, alle bisher entwickelten Summationen 
hier nochmals zusammenzustellen. Allgemein nämlich ist: 


T= | U= | je nachdem » von der Form ist 
+ /n | #ym Ay 
=uin| 0 4u 1 

Oh 4. + 2 

0 | tyn| 4u +3, 
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ad 


und in dem Falle, wo k=1 vorausgesetzt wird, muss der Wurzelgrösse 
das positive Vorzeichen beigelegt werden. Daher ist jetzt das, was wir für 
prime Werte von » im Artikel 3 auf inductivem Wege gefunden hatten, in 
aller Strenge bewiesen, und es bleibt nur noch übrig zu zeigen, wie 
man die Vorzeichen für beliebige Werte von % in allen Fällen 
bestimmen kann. Aber bevor wir diese Aufgabe in der ganzen All- 
. gemeinheit anzugreifen vermögen, müssen wir zunächst diejenigen 
Fälle, in denen »n eine Primzahl oder die Potenz einer Primzahl 
ist, näher betrachten. 


20. 


Ist zunächst n eine ungerade Primzahl, so ist offenbar nach 
dem, was wir im Artikel 10 auseinandergesetzt haben, W=1-+ 22” 
—1-+22R*, wenn R= cose +isinw gesetzt wird und « wie dort un- 
bestimmt alle quadratischen Reste von » zwischen 1 und »— 1 bezeichnet. 
Wenn man nun ebenso durch b unbestimmt alle quadratischen Nichtreste 
von » zwischen denselben Grenzen ausdrückt, so sieht man leicht, dass 
sämtliche Zahlen ak nach dem Modul » entweder sämtlichen a oder sämt- 
lichen. d (ohne Rücksicht auf die Reihenfolge) congruent werden, je nachdem 
7%: entweder Rest oder Nichtrest ist. Daher wird im ersteren Falle: 


Weıros IL BRLR RD RN 


und daher W=-+yn, wenn n von der Form du +1, und W=-+iyn, 
wenn n von der Form 4 +3 ist. 
Im andern Falle, wo % Nichtrest von » ist, wird dagegen: 


W190, 


Hieraus ergiebt sich, da offenbar sämtliche a, b den Complex der ganzen 
Zahlen 1, 2,3,...,» — 1 erschöpfen und daher 


SE+SIR=-R+RH+R +. +MRÜ'=-—1 
ist: 
We —-1-BR=—-(A+R+RM+M+..HR®”), 


und daher W= — yn, wenn » von der Form 4» + 1,und W — —iyn, 
wenn n von der Form 4p + 3 ist. 
Hieraus folgt also: 
Erstens, wenn n von der Form 4» + 1 und % quadratischer Rest 
von » ist: 
T=+yn, U=0. 


Zweitens, wenn r von der Form 4%-+-1 und % quadratischer Nicht- 
rest von » ist: 
T=—yn, U=\. 
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Drittens, wenn » von der Form 4» -+3 und % quadratischer Rest 
von » ist: 


N), U= + yn. 


Viertens, wenn » von der Form 4» +3 und % quadratischer Nicht- 
rest von % ist; 
I—,0, U — yYn. 


21. 


Es sei zweitens » das Quadrat oder eine höhere Potenz 
einer ungeraden Primzahl », und es werde » = p°”g gesetzt, so dass 
q entweder gleich 1 oder gleich p ist. Hier wollen wir vor Allem bemerken, 
dass, wenn A irgend eine ganze durch p* nicht teilbare Zahl ist, 


2 y% u) 2 DIR L9nKu) 2 Na 
y\ N arı 9) ae „At2P 2) es yat 3p" 9) BER REN aaa, p”g) 


2 pr pr Apr An —p* 
A, er Pan... An ®) 
An 


@al—r 
a 
1. rg 
ll) 


ist. Hieraus ist leicht ersichtlich, dass 
mW 1. ae ı 1. en aa? 
wird. Denn die übrigen Glieder der Reihe 
Peot „r—-D° 


können in (p"— 1)g Teilreihen verteilt werden, von denen jede p* Glieder 
enthält und infolge der eben angegebenen Transformation eine verschwin- 
dende Summe besitzt. 


Hieraus schliesst man, dass in dem Falle, wo 9—=1 oder » eine Potenz 
einer Primzahl mit geradem Exponenten ist, 


W=p"—=-+ /n und daher "= -+ Yn, V-=0 
ist. 
In dem Falle dagegen, wo g=» oder wo n eine Potenz einer Prim- 
zahl mit ungeradem Exponenten ist, setzen wir Be wonach p eine 


N \ } : k 
eigentliche Wurzel der Gleichung «#? — 1—0 ist und zwar De Be 
+ isin 53007, und ferner: 


r 9% +1__132 
W=l+p+p!+p%+...+ pP 1) 


= PHP Hp N), 


al 
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Die Summe der Reihe 1+p + g!+pP +... + po?" aber ist nach 
dem vorigen Artikel bestimmt, woraus unmittelbar folgt, dass 


wW—=-= yn = T ist, falls 9 von der Form 4 +1 ist, 
W=+iyn= iU ist, falls p von der Form 4 +3 ist, 


und zwar gilt das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem % Rest 
oder Nichtrest von » ist. 


22. 
Aus dem, was in den Artikeln 20 und 21 auseinandergesetzt ist, leitet 
man auch leicht den folgenden Satz ab, der uns später einen bemerkens- 
werten Nutzen gewähren wird. Setzt man 


1 N 
wo h irgend eine ganze durch p nicht teilbare Zahl bezeichnet, so wird in 
dem Falle, wo n—=»p oder wo n eine Potenz von p mit ungeradem Expo- 
nenten ist, 

W= WW, falls h quadratischer Rest von p ist, 
W'—=—W, falls % quadratischer Nichtrest von 9 ist. 


Denn offenbar geht W’ aus W hervor, wenn man %h für k substituiert; 
im ersteren Falle aber sind % und %kh gleichartig, im letzteren ungleichartig, 
insofern nämlich ihre Eigenschaft als Reste oder Nichtreste von p in Betracht 


kommt. 
In dem Falle dagegen, wo n eine Potenz von p mit geradem Expo- 


nenten ist, wird offenbar W= + yr und daher immer W'= W. 


23. 

In den Artikeln 20, 21 und 22 haben wir ungerade Primzahlen und 
Potenzen von solchen betrachtet; es bleibt daher nur noch der Fall 
übrig, wo n eine Potenz von 2 ist. 

Für n=2 ist offenbar W=el+r=!0. 

Für n=4 ergiebt sich W=1-+r+ + r?’=2+2r, demnach 
W=2%-+2%i, sooft k von der Form 4e +1, und W=2— 2i, sooft k von 
der Form 4u +3 ist. 

Für n=8 haben wir W=el+r + rt! +? + rl 7984 73° + 1" 
—2+4r+2r!—=4r. Demnach ist: 


W=( 1-+W)yB8, sooft % von der Form 84 +1 ist, 
w=-(-1+ )yB, sooft % von der Form Sp +3 ist, 
W=(—1-— JyS, sooft % von der Form Sp. + 5 ist, 
W=( 1-0 VS; sooft k von der Form Sp. + 7 ist. 
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Ist n» eine höhere Potenz von 2, so setzen wir n—=%*g, so dass q 
entweder gleich 1 oder gleich 2 und x grösser als 1 ist. Hier muss man 
vor Allem bemerken, dass, wenn A irgend eine durch 2° nicht teilbare 
ganze Zahl ist, 


12 %+2% 0) 2 14+2:2% 9)? A+3:2%9)2 1+n—2%q)? 
- 1 z +2”g) + rl Zu 9) + rt +3 N) SE rn q) 


Y 
u | le „arte N te a ar Htor 
An 
12 1 y 
nr —— 
] grtlig 


wird. Hieraus ist leicht ersichtlich, dass 


%— .92%—2 9.92%—2 
4 A y 2 


2 Be 
W=1+r +Hr TE al 
wird. 


Setzen wir r?*”=p, so ist p eine Wurzel der Gleichung «?—1=0 


k RN i 
und zwar p = cos ——- 360° + i sin —— 360°. Sodann wird: 
4q 4g 


" 1,_412 
ee ) 


— PA Hort HH), 

Die Summe der Reihe 1 #+p+p!+p° +... + p2V" wird aber durch 
das, was über die Fälle a=4, n=58 dargelegt wurde, bestimmt; somit 
ergiebt sich in dem Falle, wo g=1 oder wo » eine Potenz der Zahl 4 ist: 

W=1+9=(1+)yn, falls k von der Form 4p +1 ist, 
Ww=(1-92°=(1- i)yn, falls k von der Form 4 +3 ist, 
Formeln, welche genau mit den für »—=4 angegebenen übereinstimmen; 


in dem Falle aber, wo g=2 oder n eine Potenz von 2 mit einem ungeraden 
die Zahl 3 übersteigenden Exponenten ist: 


Ww= (A+9"y2= (l+.Qyn, falls k von der Form Sa. +1 ist, 

W=(—-1+9"yY2=(—1-+i)yn, falls % von der Form 8a + 3 ist, 

W=(—-1—-)2"yY2=(—1-—i)yn, falls % von der Form 84 +5 ist, 

W= A-)"y2= (1-i)yn, falls k von der Form Sa + 7 ist, 
und diese Formeln stimmen ebenfalls vollkommen mit denen überein, welche 
wir für n=3 angegeben haben. 


24. 
Auch hier wird es sich der Mühe lohnen, das Verhältnis zu bestimmen, 
in welchem die Summe der Reihe 


9 


W=l-+r" Hr" +r” +... +01 


‚h(n—1)? 
’ 
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wo A irgend eine ungerade ganze Zahl bezeichnet, zu W steht. Da W’ 
aus W entsteht, wenn man % in k%h verwandelt, so wird der Wert von W’ 
ebenso von der Form der Zahl kh abhängen, wie W von der Form von A. 


/ 


Setzt man Le —=/, so wird offenbar: 


I. in dem Falle, wo »=4 oder eine höhere Potenz von 2 mit geradem 
Exponenten ist: 


!=]1, wenn h von der Form 4 —+1 ist, 
!= —i, wenn h von der Form 4. + 3 und % von der Form Ay, +-1ist, 
!= ri, wenn k von der Form 4. + 3 und % von derselben Form ist; 


Il. in dem Falle, wo »=8 oder eine höhere Potenz von 2 mit un- 
geradem Exponenten ist: 


=], wenn h von der Form Se +1 ist, 
= —], wenn h von der Form 8. +5 ist, 
!=-+-i, wenn entweder h von der Form 8%» +3 und % vonder Form 
44 +1, 
oder % von der Form 8% +7 und % von der Form 
4w +3 ist, 
= — i, wenn entweder A von der Form 8» + 3 und % von der Form 
4u +3 
oder % von der Form 8% + 7 und % von der Form 
4w +1 ist. 


Durch das Vorhergehende ist die Bestimmung der Summe W für die- 
jenigen Fälle, in denen » eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl 
ist, vollständig durchgeführt; es bleiben daher nur noch diejenigen Fälle 
zu erledigen, in denen » aus mehreren Primzahlen zusammen- 
gesetzt ist. Hierzu bahnt uns der folgende Satz den Weg. 


Dr 


25 
Satz. Ist n das Product aus zwei ganzen positiven zu einander 
primen Zahlen a,b und setzt man: 


4a? 


P=1-+ y® re „9 Sn an „=D’a? 
Q Se a r AR Pa un Pl SE el ne, 
so behaupte ich, dass W=P® ist. 


Beweis. Bezeichnet « unbestimmt die Zahlen 0, 1, 2, 3,...,a—1, 
ß unbestimmt die Zahlen 0, 1, 2, 3,...,5d—1, v unbestimmt die Zahlen 
0, 1, 2, 3,...,n—1, so ist offenbar: 


282 2a? yE 
Pe, 9=r?*, W=}!r. 


R Br SWrLE 22 “= x 
Hiernach ist PQ — &r"?+”” wenn man für « und ß alle Werte in allen 
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möglichen Verbindungen setzt; wegen Zabaß — 2aßn ist ferner Re tr, 
Man sieht aber ohne Schwierigkeit, dass die einzelnen Werte von aß + ba. 
unter einander verschieden und irgend einem Werte von v gleich sind. 
Demnach ist PQ= Ir" —=W. 

Übrigens ist zu bemerken, dass r" eine eigentliche Wurzel der Gleichung 
x»’—1=0 und r” eine eigentliche Wurzel der Gleichung «" — 1= 0 ist. 


26. 


Ist ferner » das Product aus drei zu einander primen Zahlen 
a,b, c, so werden offenbar, wenn man be=b! setzt, auch a und b’ prim zu 
einander sein; und daher ist W das Product aus den beiden Factoren: 


(H—1)?a? 


1 y® RE yie ie Pl EN N 


v2 2 9H'2 Ei 2y72 
1 N. 


Da aber r“ eine eigentliche Wurzel der Gleichung 2° —1=0 ist, so ist 
der erste Factor selbst das Product aus 


90° 


14H Hp 
ce 4c® 9 (b-—1)?c? 
Io DB oa 


(e—1)?0? 


wenn man r»” —p setzt. Hieraus geht hervor, dass W das Product aus 
den drei Factoren ist: 


‚gd°c? 1)?d?c? 


te a a a az 
Ba 


2,2 2,3 ga2c? d—1)2a? 
SE yo un ya c y)® ce Se r® )?a?c 
4a?b? 9a?b? 1)?a?d? 


1 a „ed dr * a y' nn Ba AN y7 { 


2 a2c? 


b?e 292 E 5 ; zi : Zu: 7 
wo r?°,y°°, r“” respective eigentliche Wurzeln der Gleichungen X —1=0, 
b N 
x —1=0, # —1=0 sind 


27. 
Hieraus schliesst man leicht allgemein, dass, wenn » das Product 
aus beliebig vielen zu einander primen Factorena,b,c,... ist, W das 
Product aus ebensovielen Factoren ist, und zwar sind diese letzteren: 


m 4n? In? (a—1)?n? 

3 a —z Fr 

a @ | 

n? 4n? In? (d—1)’n? 

b? d® BEL 
Eee 


n” 4n? In? (ce—1)’n? 


Cy 


Ir Er Henn 


2 2 Q 
N” n” n“ 


N ng 3 x \ } : 
wor”, +, r”, ... eigentliche Wurzeln respective von den Gleichungen 


—-1=0, 8° —-1=0, A —1=|,... sind, 
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28. 

Diesen Prinzipien zufolge ist der Übergang zur vollstän digen 
Bestimmung von W für jeden beliebigen Wert von n schon von 
selbst klar. Man zerlege nämlich » in Factoren a, b, 6, ».., Welche ent- 
weder ungleiche Primzahlen oder Potenzen ungleicher Primzahlen sind, und 

® m 22 
Betze "— A, sr” —B, r’—=(,... Dann sind 4A, B, C,... eigentliche 
Wurzeln der Gleichungen «—1=0, # —1=0, #1 0... Mund 
W das Product aus den Factoren: 


1+4A+4+4+...4 40 

1+B+Bt+B+...4 BP 

LEO + @.4...2. 0 
u. S. W. 


Jeder dieser Factoren aber lässt sich nach dem, was wir in den Arti- 
keln 20, 21 und 23 dargelegt haben, bestimmen, so dass hiernach auch der 
Wert des Products bekannt ist. Es dürfte nicht unnützlich sein, die 
Regeln für die Bestimmung jener Factoren hier zusammen- 
zustellen, damit man sie alle gleichzeitig vor sich habe. Da die Wurzel 


a 
a 


ist, so wird sich das Aggregat 1 A+A1-H 49-4 40 =P7 


: 2 & 8 kn & 
welches wir mit Z bezeichnen wollen, durch die Zahl 7 ebenso bestimmen, 


wie in unsrer allgemeinen Untersuchung W durch die Zahl %. Nun sind 
zwölf Fälle zu unterscheiden. 


I. Ist a eine Primzahl von der Form 41. -+ 1, etwa gleich p, oder eine 
Potenz einer solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und zugleich 


kn \ . — 
-- quadratischer Rest von p, so wird Z= + ya. 


k 
II. Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen = quadratischer Nicht- 
rest von p ist, so wird L=— ya. 


IH. Ist a eine Primzahl von der Form 4» +3, etwa gleich p, oder 
eine Potenz einer solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und zugleich 


kn 5 ; { 
vi quadratischer Rest von p, so wird Z=-+ iya. 


; ae kn 
IV. Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in II z 


quadratischer Nichtrest von p, so wird L=—iya. 


V. Ist a ein Quadrat oder eine höhere Potenz einer (ungeraden) Prim- 
zahl mit geradem Exponenten, so ist L= + ya. 


VL Ita=2, so ist L=0. 
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VII. Ist «=4 oder eine höhere Potenz von 2 mit geradem Exponenten 


k a. 
— von der Form 4 +1, so ist L=(1 + i)ya. 


und ist zugleich : 


: will kn 
VIII. Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII Bil! 


von der Form Au +3 ist, sit LZ=(1 — ya. 
IX. Ist @=8 oder eine höhere Potenz von 2 mit ungeradem Exponenten 
ker Ä N 
und ist zugleich z von der Form ge ls it Z=(1+0) ve 
N a ki 
X. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in IX - von der 
Form 84 +3, so ist L=(—1-+i)ya. 
k 
XI. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen — von der Form Su +5, 
so it L=(—-1—i)ya 
N ho 
XI. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen . von der Form Se +7, 
so it L=(1—i)ya. 
29, 
Es sei Beispiels halber » = 2520 = 8-9-5-7unds—=13. Hier wird: 
für a=8 nach Fall XI: ZL=(1— 0) v5; 
für den Factor 9 ist nach Fall V die entsprechende Summe gleich v9; 
für den Factor 5 ist nach Fall Il die entsprechende Summe gleich — V 5, 
für den Factor? ist nach Fall III die entsprechende Summe gleich +3 77. 
Demnach wird W= (1 —ı) (—) y 2520 =(—1-—)) y252. 
Ist für denselben Wert von 2 k=]1, so entspricht 
dem Factor 8 die Summe (—1-+i) 8, 
dem Factor 9 die Summe 7/9, 
dem Factor 5 die Summe y/5, 
dem Factor 7 die Summe —i y7. 
Demnach ergiebt sich das Product W=(1-+ 0) V 2520. 


30. 
Eine andere Methode, dieSumme W allgemein zu bestimmen, 
gründet sich auf das, was wir in den Artikeln 22 und 24 auseinander- 
gesetzt haben. Setzen wir allgemein cos» +isino=p und 


n? n® n? 

a? b? @ % 

De en 

a k Ei DELL ie 
Bo dass man = p, Aa, Deh.ic—y, ...hab 80 wir 
(n—1)° 


ee 
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das Product aus den Factoren: 


l+oe+at +0 +...+ el 
HB BB... 
ee a 


und somit W das Product aus den Factoren: 


v=1l+p-+pt +p?+:.+ NEN 


N 1+ A ae AED = Eu a ae! 


See ae „=D? 
DEDL BI De Be 
Tinpn Be nen 
EL ae a 
l+y+Y+y sa 


Nun ist der erste Factor w bestimmt durch die oben im Artikel 19 dar- 
gelegten Untersuchungen, die übrigen Factoren aber ergeben sich aus den 
Formeln der Artikel 22 und 24, die wir hier, um sie alle beisammen zu 
haben, nochmals zusammenstellen.*) Hier sind zwölf Fälle zu unter- 
scheiden, nämlich 


I. Ist a eine (ungerade) Primzahl, gleich p, oder eine Potenz einer 
solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und %; quadratischer Rest von p, 
so ist der entsprechende Factor Y= +1. 


Il. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen % quadratischer Nichtrest 
vn9y, sit \=—1. 


Il. Ist a das Quadrat einer ungeraden Primzahl oder eine höhere 
Potenz einer solchen mit geradem Exponenten, so it A= -+1. 


IV. Ist a=4 oder eine höhere Potenz von 2 mit geradem Exponenten 
und zugleich % von der Form 4. +1, so ist YW=-+1. 


V. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in IV % von der Form 

n o : 

4w +3 und — yon der Form „+1, so it YW=—i. 
VI. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in IV %; von der Form 

N ie h 

4-3 und yo der Form 4. +3, oit \=-+i. 

. s N rs . - 

*) Offenbar ist das, was dort k und A waren, hier E und % hinsichtlich des 


“ zweiten Factors, und % hinsichtlich des dritten Factors, u. s. w. 
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VII. Ist a=8 oder eine höhere Potenz von 2 mit ungeradem Exponenten 
und ist % von der Form pe +1, so ist A\=-+|1. 


VII. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII %k von der 
Form 8. +5, so ist \= —1. 

IX. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII % von der 
Form Se +3 und — von der Form 4. +1, so ist \=-+i. 

X. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII % von der 
Form Se +5 und — von der Form 4. +3, oe it \=—i. 

XI. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII % von der 
Form 8% +7 und - von der Form u +1, so it Y=—.i. 

XII. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII % von der 


Form 8» +7 und . von der Form 4. +3, oit A=-+i. 


0 
Den Fall, wo a=2 ist, übergehen wir; obwohl hier A an oder un- 
bestimmt sein würde, ist doch stets W =. 
Die übrigen Factoren B, @,.... hängen von db, c,...in derselben Weise 
ab, wie Al von a, soweit sie nämlich in die Bestimmung jener eingehen. 


ol, 
Nach dieser zweiten Methode verhält sich das erste Beispiel im Artikel 29 

folgendermassen: 

Der Factor w wird gleich (1 + ;) V 3330. 

Für «—=8 ist nach Fall VIII der entsprechende Factor A\= —1. 

Dem zweiten Factor 9 von » entspricht nach Fall II der Factor + 1. 

Dem Factor 5 entspricht der Faetor —1 (nach Fall II). 

Dem Factor 7 entspricht der Factor —1 (nach Fall I). 
Daraus ergiebt sich das Product W= (— 1—i)y2520, wie im Artikel 29. 


32. 


Da der Wert von W vermittelst zweier Methoden bestimmt werden 


nk nk nk 


kann, von denen die eine sich auf die Beziehungen der Zahlen ee 


zu den Zahlen a, b, c,.... gründet, die andere aber von den Beziehungen 
der Zahl % zu den Zahlen a,b,c,... abhängt, so muss zwischen allen 


diesen Beziehungen ein gewisser Conditionalzusammenhang 
stattfinden in der Weise, dass eine jede aus den übrigen bestimmbar sein 
muss. Wir nehmen an, dass alle Zahlen a, b, c,... ungerade Primzahlen 
seien und = 1 genommen werde; ferner verteilen wir die Factoren a, b, c,... 
in zwei Klassen, von denen die eine diejenigen enthält, welche von der 
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Form 4% +1 sind und die mit 9, p',p",... bezeichnet sein mögen, die 
andere aber aus denen besteht, welche von der Form 4 +3 sind und die 
durch g, q’, d’,.... dargestellt werden mögen. Die Anzahl der letzteren 
bezeichnen wir mit m. Nachdem dies geschehen, bemerken wir, dass » von 
der Form 4%» +1 wird, wenn m gerade ist (hierher muss auch der Fall 
gerechnet werden, wo Factoren der zweiten Klasse überhaupt nicht vorhanden 
sind also m = 0 ist), dass dagegen » von der Form 4 + 3 wird, wenn m 
ungerade ist. Nun wird die Bestimmung von W nach der ersten Methode 
folgendermassen geleistet. Es mögen die Zahlen 2, P', P”,..., 9,0, @",... 
nn nn N 
9 9” VO q’ DR BE, 

den Zahlen 9, P',P",...,9%4',q',... respective abhängen, dass 


in der Weise von den Relationen der Zahlen 


P=+1ist, wenn >, quadratischer Rest von 9 ist, 


. n \ 
P=-—.list, wenn 5 quadratischer Nichtrest von » ist, 


und ebenso in Bezug auf die übrigen. Dann ist W das Product aus den 
Factoren Pyp, pP VP', ee 20V 9 vd, iQ" yd',... und daher: 


W=PP'P"...00'0"..-. "yn. 


Nach der zweiten Methode oder vielmehr unmittelbar nach den Regeln des 
Artikels 19 ist: 


VW=+ Yn; wenn » von der Form Au +1, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, wenn m gerade, 
W=+i Yn wenn » von der Form 4% -+-3, oder wenn m ungerade 
ist. 
Beide Fälle kann man gleichzeitig umfassen durch die folgende Formel: 


W=i"/n. 
Demnach folgt also: 
PEDN.ODU. 
Nun ist aber ”” =" — 1, sooft m von der Form 4w oder a +1, undd=—1, 
sooft m von der Form Au -+2 oder 4u +3 ist; somit erhalten wir den 
sehr eleganten 


Satz. Bezeichnen a,d,c,... ungleiche positive ungerade 
Primzahlen, deren Product gleich n gesetzt werde und unter 
denen m von der Form 44 +3, die übrigen aber von der Form 
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4» +1 sind, so ist die Anzahl derjenigen von diesen Zahlen 
nn N : 
Fo  Nichtreste sind, ge- 
rade, sooft m von der Form 4u oder Au +1list, dagegen ungerade, 
sooft m von der Form 4u--2 oder 4u +3 ist. 

So hat man z,B., wenn man a=3,b=5,c—=7, d=1l setzt, drei 
Zahlen von der Form 4» + 3, nämlich 3, 7 und 11. Es ist aber 5-7 - 1123; 


3-7. 11R5; 3-5-11.R7; 3-5-7N11, oder es ist nur allein 


a,b,c..., von denen respective 


z Nichtrest von d. 


33. 


Das berühmte Fuudamentaltheorem über die quadratischen 
Reste ist nichts anderes, als ein specieller Fall des soeben ent- 
wickelten Satzes. Beschränkt man nämlich die Anzahl der Zahlen 
a, b, c,.... auf zwei, so wird offenbar, wenn nur eine von ihnen oder keine 
von der Form 4. + 3 ist, entweder gleichzeitig aRb, bRa oder gleichzeitig 
aNb, bNa sein müssen; sind dagegen beide von der Form 4 + 3, so wird 
eine von ihnen Nichtrest der andern und letztere Rest von jener sein 
müssen. Wir haben also hier einen vierten Beweis dieses höchst- 
wichtigen Satzes, von welchem wir einen ersten und zweiten Beweis in 
den „Arithmetischen Untersuchungen“, einen dritten neulich in einer 
besonderen Abhandlung (Commentt. T. XVI, vgl. oben S. 457) mitgeteilt 
haben; zwei andere, die sich wiederum auf ganz verschiedene Prinzipien 
stützen, werden wir späterhin auseinandersetzen. Man muss sich höchlichst 
wundern, dass dieser schöne Satz, welcher zuerst allen Bemühungen, ihn 
zu beweisen, so hartnäckig spottete, nachher sich auf so vielen gänzlich 
von einander verschiedenen Wegen zugänglich zeigte. 


34. 


Auch die übrigen Sätze, welche gleichsam die Ergänzung zum 
Fundamentaltheorem bilden, nach denen nämlich die Primzahlen erkannt 
werden, deren Reste oder Nichtreste — 1, +2 und — 2 sind, lassen sich 
aus denselben Prinzipien ableiten. Wir beginnen mit dem Reste +2. 

Setzt man n—=8a, so dass @ eine Primzahl ist, und k=1, so wird 
der Methode des Artikels 28 zufolge W das Product aus zwei Factoren, 


von denen der eine + ya oder +ö ya ist, wenn 8 oder, was dasselbe ist, 
2 quadratischer Rest von a ist, dagegen — ya oder —iya, wenn 2 Nicht- 
rest von a ist. Der andere Factor aber ist 


(1+2) V8 wenn a von der Form Sp +1 ist; 
(—1-+0) V» wenn a von der Form Sp + 3 ist; 
(—1-—1) VS: wenn a von der Form Su +5 ist; 

(1—i) VS wenn a von der Form 8p +7 ist, 
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Nach Artikel 18 ist aber immer W=(1-+0) Yn; dividiert man diesen 
Wert durch die vier Werte des zweiten Factors, so wird offenbar der erste 
Factor werden müssen: 


AR ya, wenn a von der Form Su +1 ist; 
— iya, wenn a von der Form Sp. +3 ist; 
—_ y4; wenn a von der Form Su +5 ist; 
+3 y% wenn a von der Form Su. +7 ist. 


Hieraus folgt unmittelbar, dass im ersten und vierten Falle 2 Rest von 
a, im zweiten und dritten Falle aber Nichtrest von a sein muss. 


35. 

Die Primzahlen, deren Rest oder Nichtrest —1 ist, werden leicht 
erkannt mit Hülfe des folgenden Satzes, welcher auch an sich merkwürdig 
genug ist. 

Satz. Das Product aus den beiden Factoren 

Welt tritt... {re 
W=ltr +r: +..4,"" 
ist gleich », wenn » ungerade, oder gleich 0, wenn » ungerade- 


mal gerade, oder gleich 2», wenn n» gerademal gerade ist. 
Beweis. Da offenbar 


ist, so lässt sich das Product WW’ auch folgendermassen darstellen: 
Il+4r + 4 He Ha 
Sr r Ur +7! +79 + r16 A 7”) 
+ rt Hr Hr 4 et) 
Hr Hr +++) 


EL  , 
und dieses Aggregat giebt, wenn man die vertikalen Reihen summiert: 
N 
+r A+r+4rt 478 +... 4.1") 
+ rt (I+rt+4r +r2+...+ 0%) 
+r(l+r+Hr2 Hr... 42070) 


2n—2 


4n—4 6n—6 2(n—1)? 
He) 


Ss and ug 


| 
N 
| 
! 
| 
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Wenn nun » ungerade ist, so sind die einzelnen Teile dieses Aggregates, 
ausser dem ersten », gleich 0; denn der zweite wird offenbar gleich 
2an 4 an 
rl —r Ä .."1—r 
ee) der dritte gleich en) u.s. w. Ist aber » gerade, so muss 
1—r ’ = 1—rt ’ “ h 


man auch noch den Teil 
An? nn an ‚3n ‚mn 
"lH Hr" Hr" +. +r 0), 


ö 42% ; k An 
welcher gleich »r*" wird, ausnehmen. Im ersten Falle also wird WW'=n, 
192 


& . 192 e 
im zweiten aber =n + nr*” ; es ist aber r"" = + 1, wenn n gerademal 
b) o 


. . . 12 
gerade ist, dann wird also WW’—= 2n; dagegen ist "= —1, wenn n un- 
gerademal gerade ist; in diesem Falle ist also WW'=0. 


36. 
Nun weiss man aus Artikel 22, dass, wenn » eine ungerade Primzahl 
71 
Ww 
von n ist. Daher muss in dem ersteren Falle W?=-+.n, im letzteren 
W?:=—n sein. Daher schliessen wir nach Artikel 13, dass der erstere 
Fall nur dann stattfinden kann, wenn » von der Form 44 + 1, der letztere 
aber nur dann, wenn n von der Form Au +3 ist. 

Endlich folgt aus der Combination der für die Reste +2 und —1 
gefundenen Bedingungen ohne Weiteres, dass — 2 Rest einer jeden Prim- 
zahl von der Form Sp -+ 1 oder Sp» -+ 3 und Nichtrest einer jeden Primzahl 
von der Form Sp +5 oder Sa +7 ist. 


ist, —-+1 oder =—1 wird, je nachdem — 1 Rest oder Nichtrest 


Neue Beweise und Erweiterungen des 
Fundamentalsatzes in der Lehre von den 
quadratischen Resten. 


(Commentationes soc. reg. sc. Gotting. recentiores, Vol. IV, Gotting. 1818.) 


— 


Der Fundamentalsatz über die quadratischen Reste, welcher zu den 
schönsten Wahrheiten der höheren Arithmetik gehört, ist zwar leicht durch 
Induction gefunden worden, bei weitem schwieriger aber war es, ihn zu 
beweisen. Bei derartigen Untersuchungen pflegt es häufiger zu geschehen, 
dass die Beweise der einfachsten Wahrheiten, die sich dem Forscher auf 
inductivem Wege gewissermassen von selbst darbieten, sehr tief verborgen 
liegen und erst nach vielen vergeblichen Versuchen auf ganz anderem Wege, 
als man sie suchte, endlich ans Tageslicht gefördert werden können. Ferner 
geschieht es nicht selten, dass, sobald einmal ein Weg gefunden worden 
ist, sich gleich darauf mehrere Wege eröffnen, welche zu demselben Ziele 
führen, die einen kürzer und direeter, die andern gleichsam von der Seite kom- 
mend und von ganz verschiedenen Prinzipien ausgehend, zwischen denen und 
der vorliegenden Untersuchung man kaum irgend einen Zusammenhang ver- 
mutet hätte. Ein solcher wunderbarer Zusammenhang zwischen versteckter 
liegenden Wahrheiten giebt diesen Betrachtungen nicht nur einen gewissen 
eigentümlichen Reiz, sondern verdient auch deshalb fleissig erforscht und 
klargelegt zu werden, weil nicht selten daraus sich neue Hülfsmittel und 
Erweiterungen für die Wissenschaft ergeben. 

Obwohl also der hier zu behandelnde arithmetische Satz durch frühere 
Bemühungen, die vier von einander ganz und gar verschiedene Beweise 
geliefert haben*), als vollständig erledigt erscheinen könnte, kehre ich doch 
von Neuem zu demselben Gegenstande zurück und füge noch zwei weitere 


*) Zwei sind im vierten und fünften Abschnitt der „„Arithmetische Untersuchun- 
gen“ dargelegt, der dritte in einer besonderen Abhandlung (Comment. Soc. Gotting. 
Vol. XVI, vgl. oben 8.457) der vierte findet sich in der Abhandlung: Summatio 
quarundam serierum singularium (Comment. Recentiores, Vol. I, vgl. oben 8. 463). 


Deut any ws 
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Beweise hinzu, welche über diese Sache sicher neues Licht verbreiten werden. 
Der erstere ist zwar dem dritten in gewisser Weise verwandt, weil er von 
demselben Hülfssatz ausgeht; später aber verfolgt er einen verschiedenen 
Weg, so dass er mit Recht als ein neuer Beweis gelten kann, der ‚jenem 
dritten an Kürze wenn nicht überlegen sein, doch wenigstens nicht nach- 
stehen dürfte. Der sechste Beweis aber beruht auf einem völlig verschie- 
denen höchst subtilen Prinzip und giebt ein neues Beispiel für den wunder- 
baren Zusammenhang zwischen arithmetischen Wahrheiten, die auf den ersten 
Anblick sehr weit von einander entfernt liegen. Diesen beiden Beweisen 
fügen wir einen neuen sehr einfachen Algorithmus bei, um zu entscheiden, 
ob eine gegebene ganze Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest einer ge- 
gebenen Primzahl sei. 

Noch ein anderer Grund war vorhanden, welcher mich die schon neun 
Jahre vorher versprochenen neuen Beweise erst jetzt veröffentlichen liess. 
Als ich nämlich vom Jahre 1805 ab die Theorie der kubischen und bi- 
quadratischen Reste, einen bei weitem schwierigeren Gegenstand, zu durch- 
forschen begonnen hatte, ist mir beinahe dasselbe Geschick widerfahren, 
wie einst in der Theorie der quadratischen Reste. Ohne Weiteres nämlich 
wurden diejenigen Sätze, welche diese Fragen völlig erledigen und in denen 
eine wunderbare Analogie mit den auf die quadratischen Reste bezüglichen 
Sätzen vorherrscht, durch Induction gefunden, sobald sie nur auf dem 
geeigneten Wege gesucht wurden, dagegen blieben alle Versuche, zu allseitig 
vollkommenen Beweisen derselben zu gelangen, lange Zeit hindurch ver- 
geblich. Dies gerade war der Antrieb, dass ich mich so sehr bemühte, 
den bereits bekannten Beweisen über die quadratischen Reste andere und 
andere hinzuzufügen, in der Hoifnung, dass von den vielen verschiedenen 
Methoden die eine oder andere etwas zur Beleuchtung des verwandten 
Gegenstandes beitragen könnte. Diese Hoffnung war keineswegs eitel, und 
die unermüdliche Arbeit wurde endlich von glücklichem Erfolge gekrönt. 
In Kurzem werde ich die Früchte meiner Studien zu veröffentlichen im 
Stande sein; bevor ich aber an dieses schwierige Werk herangehe, habe 
ich beschlossen, noch einmal zur Theorie der quadratischen Reste zurück- 
zukehren, alles, was darüber noch zu sagen ist, zu erledigen und so diesem 
Teile der höheren Arithmetik gewissermassen Lebewohl zu sagen. 


Fünfter Beweis des Fundamentaltheorems in der Theorie 
der quadratischen Reste. 


1; 


In der Einleitung schon haben wir gesagt, dass der fünfte und der 
dritte Beweis von demselben Hülfssatze ausgehen, den wir hier der Be- 
quemlichkeit. wegen in den der gegenwärtigen Untersuchung angemessenen 
Bezeichnungen wiederholen wollen. 


Gauss, 


32 
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Hülfssatz. Es seim eine (positive ungerade) Primzahl, Meine 
ganze durch m nicht teilbare Zahl; man nehme die kleinsten 
positiven Reste der Zahlen 


M, 2M, 3M, 4M, ..., 4Xm—1)M 


nach dem Modul m, welche teils kleiner teils grösser als dm 
sein werden, und es sei die Anzahl derletzteren gleich». Dann 
ist M quadratischer Rest oder Nichtrest von m, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist. 

Beweis. Sind a, b, c, d, ... diejenigen von jenen Resten, welche 
kleiner sind als 4m, a’, b’, c', d', ... aber die übrigen, welche grösser sind 
als 4m, so werden ‘die Complemente der letzteren zu m, nämlich m — «a, 
m—b, m—c, m—d',..., offenbar sämtlich kleiner als 4m und sowohl 
unter sich als von den Resten a, b, c, d, ... verschieden sein, so dass sie 
mit diesen zusammengenommen, wenn auch in anderer Reihenfolge, identisch 
sein werden mit den sämtlichen Zahlen 1, 2, 3,4, ..., 3(m — 1). Setzt 
man daher das Product 

1:2-3-4 Im —D)=P, 
so wird: 
P= abed:--x (m — a’) (m - db) (m — e)(m—d)---, 
und daher: 
(— 1)" P= abed - -- x (a'— m) (b’— m) (C — m) (’— m): -- 
Ferner wird nach dem Modul m: 
PM!" P=zabed- x ab’c’d'---=abed: x (a — m) (b’— m) ( —m)(d—-m):::, 


und daher: 
Pu") = P(— 1)". 

Hiernach ist M!"P= +1, wo das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem » gerade oder ungerade ist, und hieraus ergiebt 
sich mit Hülfe des in den „Arithmetischen Untersuchungen“ Artikel 106 
(vgl. 8. 73) bewiesenen Satzes die Richtigkeit unseres Hülfssatzes von selbst. 


2. 

Satz. Sind m, M ganze positive ungerade zu einander prime 
Zahlen, ist ferner » die Anzahl derjenigen unter den kleinsten 
positiven Resten der Zahlen 

M, 2M, 3M, ..., m — )M 
nach dem Modul m, welche grösser als 4m sind, und ebenso N 


die Anzahl derjenigen unter den kleinsten positiven Resten der 


Zahlen 
m, 2m, 3m, ..., 4 M— )m 
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nach dem Modul M, welche grösser als 4M sind, so sind die 
drei Zahlen n, N, 4(m—1)(M—1) entweder sämtlich gleich- 
zeitig gerade oder eine von ihnen ist gerade und die beiden 
andern ungerade. 
Beweis. Wir bezeichnen 
mit f den Complex der Zahlen 1, 2, 3, ..., (m —1), 
mit /" den Complex der Zahlen m —1, m—2, m—3,...., 1 (m-+1), 
mit F den Complex der Zahlen 1, 2, 3, ...., 34(M —1), 
mit 7" den Complex der Zahlen M—1, M—2, M—3,...., 3(M-+1). 
Es wird daher n angeben, wie viele Zahlen Mf ihre kleinsten positiven 
Reste nach dem Modul m im Complexe f’ haben, und ebenso wird N an- 
geben, wie viele Zahlen mF’ ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul 
M in dem Complex F’ haben. Endlich bezeichne 
? den Complex der Zahlen 1, 2, 3,..., 3(mM—1), 
p’ den Complex der Zahlen mM— 1, mM — 2, mM—3, ...., !(mM + L); 


Da jede ganze durch m nicht teilbare Zahl nach dem Modul m ent- 
weder irgend einem Reste aus f oder irgend einem Reste aus f’ congruent 
sein muss und ebenso jede ganze durch M nicht teilbare Zahl nach dem 
Modul M entweder irgend einem Reste aus F' oder irgend einem Reste aus 
F' congruent ist, so lassen sich sämtliche Zahlen #, unter denen offenbar 
keine durch m und M gleichzeitig teilbare Zahl vorkommt, in folgender 
Weise in acht Klassen verteilen: 

I. In der ersten Klasse befinden sich die Zahlen, welche nach dem 
Modul m irgend einer Zahl aus / nach dem Modul M aber irgend einer 
Zahl aus F congruent sind. Die Anzahl dieser Zahlen bezeichnen wir mit o. 

II. Die zweite Klasse enthält die Zahlen, welche nach den Moduln m, M 
respective Zahlen aus f, F’ congruent sind. Die Anzahl dieser setzen wir 
gleich ß. 

III. Die dritte Klasse enthält die Zahlen, welche nach den Moduln 
m, M respective Zahlen aus /’, F congruent sind. Ihre Anzahl setzen wir 
gieich 7. 

IV. Die vierte Klasse enthält die Zahlen, welche nach den Moduln 
m, M. respective Zahlen aus f’, F’ congruent sind. Ihre Anzahl sei gleich ©. 

V. Die fünfte Klasse enthält die Zahlen, welche durch m teilbar, nach 
dem Modul M aber Resten aus 7’ congruent sind. 

VI. Die sechste Klasse enthält die Zahlen, welche durch m teilbar, 
nach dem Modul M aber Resten aus 7’ congruent sind. 

VII. Die siebente Klasse enthält die Zahlen, welche durch M teilbar, 
nach dem Modul m aber Resten aus f congruent sind. 

VOL. Die achte Klasse enthält die Zahlen, welche durch M teilbar, 
nach dem Modul m aber Resten aus f’ eongruent sind, 

Offenbar umfassen die Klassen V. und VI. zusammen sämtliche Zahlen 
mf'; die Anzahl der in VI. enthaltenen Zahlen ist aber gleich N, demnach 


32* 
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ist die Anzahl der in V. enthaltenen Zahlen gleich 3(M — 1) — N. Ebenso 
enthalten die Klassen VII. und VIII. zusammmen genommen sämtliche Zahlen 
Mf; in der Klasse VII. finden sich », in der Klasse VII. aber 3(m — 1) —n 
Zahlen. 

In durchaus analoger Weise zerfallen sämtliche Zahlen $ in acht 
Klassen IX. bis XVI.; behalten wir bei der Verteilung derselben dieselbe 
Reihenfolge bei, so ist leicht ersichtlich, dass die in den Klassen 


IX. %XT. x, XI, Bw rVI 


enthaltenen Zahlen respective die Complemente zu mM von den in den Klassen 


IV, II, IL L VL V, VII, vo 


enthaltenen Zahlen sind, so dass in der Klasse IX. sich © Zahlen, in der 
Klasse X. sich y Zahlen u. s. w. vorfinden. Nun ist klar, dass, wenn man 
alle Zahlen der ersten Klasse mit allen Zahlen der neunten Klasse zusammen- 
nimmt, alle Zahlen unterhalb mM erhalten werden, welche nach dem 
Modul m irgend einer Zahl aus /, nach dem Modul M aber irgend einer 
Zahl aus F congruent sind, und man sieht leicht, dass deren Anzahl gleich 
der Anzahl aller Combinationen der einzelnen Zahlen / mit jeder einzelnen 
der Zahlen F ist. Daher hat man: 


a+ö=1lm—-1)(M-—N1), 
und aus analogem Grunde ist: 
B+y=4m—-N)(M—)). 


Nimmt man alle Zahlen der Klassen IL, IV., VI. zusammen, so erhält 
man offenbar sämtliche Zahlen unterhalb mM, welche irgend einem Reste 
aus F’ nach dem Modul M congruent sind. Ebendieselben Zahlen aber 
lassen sich auch so darstellen: 


F,M+F,2M+F,3M+F',...,3m—3)M+F', 
so dass also die Anzahl aller gleich (m — 1) (M — 1) wird, oder man hat: 
B+ö5+N=4m—1)(M—1) 


Ebenso kann man, indem man alle Zahlen der Klassen III, IV., VII. zusammen- 
nimmt, schliessen: 
Y+ö-n=4m—1)(M—]1). 
Aus diesen vier Gleichungen erhält man die folgenden: 
a=4m— 1) M—1)+n+-N 
B=4m— 1) M—-DU+n— N 
%y =1m—-1)(M—-D—-n+N 
%—=4m—1)(M—1)—n—N, 


deren jede die Richtigkeit des Satzes beweist. 
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3. 

Wenn wir nun annehmen, dass m und M Primzahlen sind, 
so wird aus der Verbindung des vorhergehenden Satzes mit dem Hülfsatz 
im Artikel 1 sofort das Fundamentaltheorem sich ergeben. Denn es 
ist klar, 

I. dass, sooft entweder jede der beiden Zahlen m, M oder nur eine von 
der Form 4% + 1 ist, die Zahl + (m — 1) (M —1) gerade ist und daher » und 
N entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind, also entweder 
jede der beiden Zahlen m und M quadratischer Rest der andern oder jede 
von ihnen quadratischer Nichtrest der andern ist. 

II. Sooft aber beide Zahlen m, M von der Form 4% +35 sind, ist 
+(m — 1) (M—1) eine ungerade Zahl, daher eine der Zahlen », N gerade, 
die andere ungerade, und somit die eine der Zahlen m, M quadratischer 
Rest der andern, die andere aber quadratischer Nichtrest der ersteren. 


Sechster Beweis des Fundamentaltheorems in der Theorie 
der quadratischen Reste. 


1, 

Satz. Bezeichnet p eine (positive ungerade) Primzahl, » eine 
ganze positive durch p nicht teilbare Zahl, x eine unbestimmte 
Grösse, so ist die Function 

9 : Fe 
ae a" EIN ein „ sr ERS = a n 
durch die Function 
l+2 +8 +0 + + ae! 
teilbar. 

Beweis. Nimmt man eine ganze positive Zahl g derart an, dass m =1 

(mod. p) wird, und setzt man np =1-+ hp, so ist: 


I+a"+a"+2" +... +2", d-MU-n 
12 +0 +23 +. 4a! A-af)d-e) 
(1-—.®?) 1 — a" — 04.9) 
dee)l-n) 
en lan ee) 1— 2? 


an ; ne, 
a gr ke 


und daher offenbar eine ganze Function. W.z. b. w. 


‚np 
v 


teilbar ist, ist 


n 


Jede ganze Function von x also, welche durch ” 


RN, 
auch teilbar durch a N 


el) 
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6) 


ie 


Es bezeichne a eine positive primitive Wurzel für den Modul Pd. 
es sei « eine positive ganze Zahl von der Beschaffenheit, dass die kleinsten 
positiven Reste der Potenzen 1, a, «2, a3,...,«?”? nach dem Modul p ohne 
Rücksicht auf die Reihenfolge mit den Zahlen 1,2, 3,4,...,»—1 identisch 
werden. Bezeichnet man ferner mit f(x) die Function: 


te +n® Ha. ta +1, 


so wird oflenbar fax) -1— 2 — 02 —x3 — ...— gP7! durch 1— x? und 
p 


—=1+2 +2? +2°+...+32P7 teilbar 


}\ 
daher umsomehr durch we 


sein; durch diese letztere Function wird daher auch f(x) teilbar sein. 


Hieraus folgt aber, da x eine unbestimmte Grösse darstellt, dass auch 
np 


1— : : 
2°) durch und somit (nach vorigem Artikel) auch durch 
1— a” 

"Ge teilbar ist, wenigstens sooft » eine ganze durch p nicht teilbare 


Zahl ist. Ist dagegen » eine ganze durch p teilbare Zahl, so werden die 
einzelnen um 1 verminderten Teile der Function /(@) ‚durch 1, 2% 
teilbar sein; somit wird in diesem Falle auch f(&”) —p durch 1— a»? und 


ko. i 
daher auch durch a sich teilen lassen. 
{>} 
Os 
Satz. Setzt man 
A 2 3 y# p—2 
ATEtETEHl .o e 


a 
so wird &=£p durch we“ teilbar sein, wenn man das obere 


Zeichen nimmt, sooft p von der Form 46 +1, das untere, so- 
oft p von der Form 4% +3 ist. 

Beweis. Es ist leicht ersichtlich, dass von den folgenden 9 — 1 
Functionen 


en... eo 
ee ee 
oe ee, 

a ee N 


. . . . . . ° . 


ee Bi mer? EL N * en +a2—2 
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die erste gleich O0, jede der übrigen aber durch 1— x” teilbar wird. 
Daher ist durch 1— x? auch die Summe aller teilbar, welche ist: 


2 (9) 1) +(f@) 1) (a) - ha) 
+ (fa) — 1) 
= 8 flat) + Fa) FEN HE) 


ER ER } 1- a? F 
Es ist somit dieser Ausdruck @ auch teilbar durch RT Nun ist unter den 


Exponenten 2, a+1, ® +1, a’ +1, ..., af”? 1 nur ein einziger, 


nämlich PP + 1, teilbar durch p, so dass nach dem vorigen Artikel die 
folgenden einzelnen Teile des Ausdrucks © 


f(@?), f& ) Ka), ieh, ; 


p 
: : i (2-1) 1—x : \s 
mit Ausnahme des einen Gliedes fa" +) durch ae. teilbar sind. 
1— a? 
Man kann daher jene Teile weglassen, so dass durch vn auch die 


Funetion 


teilbar bleibt, wo das obere oder untere Zeichen gelten wird, je nachdem p 

von der Form 46 +1 oder von der Form 46 +3 ist. Und da überdies 
altp-1) t,. 

f(& E +h_» durch en teilbar ist, so wird auch &?=Fp durch 

a 

1 


teilbar sein. W. z. b. w. 


Damit das doppelte Vorzeichen keine Zweideutigkeit herbeiführen könne, 
werden wir mit < die Zahl + 1 oder — 1 bezeichnen, je nachdem p von 
1-9) ep) 


_gP 


der Form 45-1 oder 4%-+3 ist. Es wird daher eine 


ganze Function von « sein, die wir durch Z bezeichnen wollen. 


4. 
Es sei q eine positive ungerade Zahl und somit 3(g — 1) eine ganze 
Zahl. Dann wird also (&3}@"®_— (ep)? durch &— ep und somit auch 


p 
—%& & ; : 
= teilbar sein. Setzen wir 


1 
durch 1 


p 
ea) — 5 und EI 9 u L; 
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so wird Y eine ganze Function von & und ö&=-+-1, wenn eine der Zahlen 
p», q oder auch jede von ihnen von der Form 4&k +1 ist, dagegen ist 
ö=—1, sobald beide Zahlen p, q von der Form 4&-+-3 sind. 


d. 
Nehmen wir nun an, dass g ebenfalls eine (von p verschiedene) Prim- 
zahl sei, so wird offenbar nach dem in den „Arithmetischen Untersuchungen“ 
Artikel 51 (vgl. oben S. 34) bewiesenen Satze 


2 i 2-2 
EI _ (a tr N auge ) 


durch g teilbar oder von der Form qX werden, so dass X auch in Bezug 
auf die numerischen Coefficienten eine ganze Function von x ist (was man sich 
auch bei den übrigen hier vorkommenden ganzen Functionen Z, Y, W hin- 
zuzudenken hat). Bezeichnen wir für den Modul » und die primitive Wurzel 
a den Index der Zahl q mit gu, d. h. ist g= a" (mod.p), so werden die 
Zahlen 9, ga, ga2, qa3, ..., qaP”” nach dem Modul p respective den Zahlen 


+2 -2 = 
et. a Songruant und daher 
| 
ga ar+1 
ee 
a — 
qas „+3 
gap—P-—2 aP—2 
X - 
qup-b.-—1 
: a) 
qaPp—-V ER j 


qap—+1 a2 
% el 


gap -2 ab—1 
& “rd 
durch 1 — x? teilbar sein. Nimmt man diese Grössen abwechselnd positiv 
und negativ und summiert sie dann, so ist klar, dass die Function 


0 a2 u3 ap —) N 
B— a rot —- ar... = B 


durch 1 — x” teilbar ist, und zwar gilt dabei das obere oder untere Zeichen, 
je nachdem gu. gerade oder ungerade, d.h. je nachdem q quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p ist. Wir setzen daher: 


aP—2 


Be En —ıt=(1—-»P) W, 


indem wir y=-+1 oder =— 1 annehmen, je nachdem 9 quadratischer 
Rest oder Nichtrest von p ist, und hierbei ist offenbar W eine ganze Function. 
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6. 
Nach diesen Vorbereitungen leiten wir aus der Combination der vorher- 
gehenden Gleichungen die folgende Gleichung her: 


Bo 1 u ER 
EL PEN + (A) + We - 3). 
Wir nehmen an, dass aus der Division der Function &X durch 


“HR m-—_) bin 
ae u le a Eee | 


der Quotient U und der Rest 7’ sich ergebe, oder dass man hat: 


so dass U, T ganze Functionen auch in Bezug auf die numerischen Coeffi- 
cienten sind und zwar 7 sicher von niedrigerem Grade als der Divisor. 
Dann wird also: 


De 
a7 — pp" P—y) =. 12 (pl + YE— WElL— 2) — U], 


und diese Gleichung kann offenbar nur dann bestehen, wenn sowohl die 
linke Seite wie die rechte Seite für sich verschwinden. Es ist somit 
ep(öp’ "9 — y) durch g teilbar, ebenso auch öp?®"— +, und somit ist 
auch wegen 2 —=1 die Zahl pP?" — 75 durch q teilbar. 

Wenn wir nun durch ß die positiv oder negativ genommene Einheit 
bezeichnen, je nachdem » quadratischer Rest oder Nichtrest der Zahl g ist, 
so wird 9? -)_8 durch g teilbar sein und daher auch ß— yd; dies kann 
aber nur geschehen, wenn ß=yö ist. Hieraus folgt aber unmittelbar 
das Fundamentaltheorem. Nämlich 

I. Sooft entweder jede der beiden Zahlen », g oder nur eine von 
ihnen von der Form 45 -+1 und daher ö=--1 ist, so wird B=y und 
somit ist entweder gleichzeitig g quadratischer Rest von p und » quadratischer 
Rest von g, oder gleichzeitig g Nichtrest von » und » Nichtrest von q. 

I. Sooft beide Zahlen 9, q von der Form 4% +3 sind und daher 
ö— — 1 ist, wrd B=— y und somit entweder gleichzeitig g quadratischer 
Rest von p und p Nichtrest von g, oder gleichzeitig g Nichtrest von p und 
»2 Rest von ga. W. z. b. w. 


Neuer Algorithmus, um zu entscheiden, ob eine gegebene 
positive ganze Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest 
einer gegebenen positiven Primzahl ist. 


K 


Bevor wir die neue Auflösung dieser Aufgabe darlegen, wollen wir die 
in den „Aröthmetischen Untersuchungen“ mitgeteilte Auflösung hier kurz 
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wiederholen, da sich dieselbe ziemlich einfach mit Hülfe des Fundamental- 
theorems und der folgenden bekannten Sätze durchführen lässt. 

I. Die Relation der Zahl @ zur Zahl b (soweit jene quadratischer Rest 
oder Nichtrest dieser ist) ist dieselbe wie die Relation der Zahl c zu b, 
wenn a=c (mod. b) ist. 

I. Ist « das Product aus den Factoren a, ß, 7, ö,... und D eine 
Primzahl, so hängt die Relation von « zu 5b derart von der Relation dieser 
Factoren zu b ab, dass a quadratischer Rest oder Nichtrest von b wird, je 
nachdem sich unter jenen Factoren eine gerade oder ungerade Anzahl von 
solchen findet, welche Nichtreste von 5b sind. Sooft also irgend ein Factor 
ein Quadrat ist, hat man auf ihn bei dieser Untersuchnng überhaupt nicht 
Rücksicht zu nehmen; wenn aber irgend ein Factor die Potenz einer ganzen 
Zahl mit ungeradem Exponenten ist, so kann diese gauze Zahl selbst seine 
Stelle vertreten. 

Il. Die Zahl 2 ist quadratischer Rest jeder Primzahl von der Form 
8m +1 oder 8% +7, Nichtrest dagegen jeder Primzahl von der Form 
8m + 3 oder 8m +5. 

Wenn daher eine Zahl a gegeben ist, deren Relation zu einer Primzahl 
b gesucht wird, so setze man für die Zahl a, falls sie grösser als d ist, vor 
Allem ihren kleinsten positiven Rest nach dem Modul d, und, wenn dieser 
Rest in seine Primfactoren zerlegt ist, so ist die Aufgabe nach Satz II auf 
die Ermittlung der Relation dieser einzelnen Factoren zu b zurückgeführt. 
Die Relation des Factors 2 (wenn derselbe nämlich einmal oder dreimal 
oder fünfmal u. s. w. auftritt) ist nach Satz III bekannt; die Relation der 
übrigen aber hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Relation von b 
zu den einzelnen ab. Auf diese Weise sind also an Stelle der einen Relation 
der gegebenen Zahl zu der Primzahl b nunmehr einige Relationen der Zahl 
b zu andern ungeraden Primzahlen, welche kleiner als b sind, zu ermitteln 
und diese Aufgaben werden in derselben Weise auf kleinere Moduln zurück- 
geführt, und zwar werden offenbar diese aufeinanderfolgenden Reductionen 
einmal ein Ende nehmen. 


2. 

Um diese Auflösung durch ein Beispiel zu erläutern, sei die 
Relation der Zahl 103 zu 379 zu suchen. Da 103 bereits kleiner als 
379 und selbst eine Primzahl ist, so ist sofort das Fundamentaltheorem 
anzuwenden, welches lehrt, dass die gesuchte Relation der Relation der 
Zahl 379 zu 103 entgegengesetzt ist. Letztere wiederum ist gleich der 
Relation der Zahl 70 zu 103, und diese hängt ab von den Relationen der 
Zahlen 2, 5,7 zu 103. Die erste dieser Relationen ist nach Satz III bekannt. 
Die zweite hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Relation der Zahl 
105 zu 5 ab, welcher nach Satz I die Relation der Zahl 3 zu 5 gleich ist; 
diese wiederum hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Relation der 
Zahl 5 zu 3 ab, welcher nach Satz I die nach Satz III bekannte Relation 
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der Zahl 2 zu 3 gleich ist. Ebenso hängt die Relation der Zahl 7 zu 103 
nach dem Fundamentaltheorem von der Relation der Zahl 103 zu 7 ab, 
welche nach Satz I der Relation der Zahl 5 zu 7 gleich ist; diese wiederum 
hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Relation der Zahl 7 zu 5 ab, 
welcher nach Satz I die Relation der Zahl 2 zu 5 gleich ist, und letztere 
ist nach Satz III bekannt. Wenn wir nun diese Analyse synthetisch 
darstellen wollen, so bezieht sich die Entscheidung der Frage auf vierzehn 
Momente, die wir hier vollständig hersetzen, damit die grössere Kürze der 
neuen Lösung um so deutlicher zu Tage trete. 
1. Die Zahl 2 ist quadratischer Rest der Zahl 103 (Satz II). 
2. Die Zahl 2 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 3 (Satz III). 
3. Die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 3 (Nach Satz I und 2). 
4. Die Zahl 3 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (Fundamental- 
theorem und 3). 
5. Die Zahl 103 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (I und 4). 
6. Die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (Fundamental- 
theorem und 5). 
7. Die Zahl 2 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (Satz II). 
Die Zahl 7 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (I und 7). 
9. Die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 7 (Fundamental- 
theorem und 8). 
10. Die Zahl 103 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 7 (I und 9). 
11. Die Zahl 7 ist quadratischer Rest der Zahl 103 (Fundamentaltheorem 
und 10). 

12. Die Zahl 70 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (II, 1.6.11). 

13. Die Zahl 379 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (I und 12). 

14. Die Zahl 103 ist quadratischer Rest der Zahl 103. 

Im Folgenden werden wir uns der Kürze wegen des in den Comment. 
Gotting. Vol. XVI (vgl. oben $. 459) eingeführten Zeichens bedienen. Wir 
werden nämlich mit [x] die Grösse x selbst bezeichnen, sooft x eine ganze 
Zahl ist, dagegen die zunächst unterhalb x gelegene ganze Zahl, sooft x 
eine gebrochene Grösse ist, so dass # — [x] stets eine nicht negative unter- 
halb 1 gelegene Grösse ist. 


x 


3. 
Aufgabe. Bezeichnen a, b positive zu einander prime ganze 
Zahlen und setzt man [4a]=a', so soll man das Aggregat 


AHlHlelttel* le 


finden. 


Auflösung. Wir bezeichnen ein derartiges Aggregat der Kürze wegen 
mit p(a, b), so dass auch wird: 


[+] 
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wenn wir [45] =’ setzen. Im dritten Beweise des Fundamentaltheorems 
ist gezeigt worden, dass für den Fall, wo « und db ungerade Zahlen sind, 


9 (a, b) Ar +(b, a) = a 


wird, und, indem man dasselbe Verfahren einschlägt, lässt sich die Richtig- 
keit dieses Satzes auch leicht für den Fall nachweisen, dass die eine der 
beiden Zahlen a, b ungerade ist, wie wir an jener Stelle bereits erwähnt 
haben. Man dividiere nach Analogie des Verfahrens, nach welchem man 
den grössten gemeinschaftlichen Teiler zweier ganzen Zahlen sucht, die 
Zahl a durch Db, und es sei ß der Quotient und c der Rest; darauf dividiere 
man b durch e u. s. w., so dass man die Gleichungen erhält: 


a=ßpb-+ec 
b=ye+d 
ce=öd-+e 
d=e-+f/ 


Auf diese Weise werden wir in der Reihe der beständig abnehmenden 
Zahlen b, c,d,e,f,... endlich zur Einheit gelangen, da die Zahlen « und 
b nach Voraussetzung prim zu einander sind, so dass die letzte Gleichung 
wird: 

k=N-+1l. 
Da man nun offenbar 


SS 
el 

| 
FT 

[O) 

re) 

+ 
ER N 
L En 
I 

©» [IC 
es 

+ 

Ep eEn |) FOEEEEN ı Rse | 

IS 
| 


hat, so ist: 
eb )=eb,)+3B(W?+V), 
und daher: 
+ (a,b)=aV’—- Bl? +b)—p(b, ce). 
Aus ähnlichen Gründen wird, wenn wir [$c] = c', [4d] = d’, [de]=e.. 
Setzen: 
20,0) =Ve—yr(d?+0) —g(e, d) 
(es d)= ed — 38 (d?+-d)— p(d, e) 
ed o)=de— ze (d’+Ee) — (ef) 


e(k,)=kl— A? Hl) —ell,]). 
Hieraus erhalten wir, da offenbar @ (7, 1) = 0 ist, die Formel: 


(a d)=ad— Ver ced— de +: tET 


— BD )+H4yld2+0) — 38(@? +) + Je(@?+ e)— -- FA? +7). 
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4. 


Es folgt nun leicht aus dem, was in dem dritten Beweise auseinander- 
gesetzt wurde, dass die Relation der Zahl db zu a, sooft a eine Primzahl ist, 
ohne Weiteres aus dem Wert des Aggregates (a, 2b) erkannt wird. Je 
nachdem nämlich dieses Aggregat eine gerade oder ungerade Zahl ist, ist 
b quadratischer Rest oder Nichtrest von a. Zu demselben Zwecke aber kann 
man auch das Aggregat £ (a, b) selbst anwenden, jedoch unter der Beschrän- 
kung, dass man den Fall, wo 5 ungerade ist, von demjenigen, wo b gerade 
ist, unterscheidet. Nämlich 


I. Sooft d ungerade ist, ist 5 quadratischer Rest oder Nichtrest von 
a, je nachdem g (a, b) gerade oder ungerade ist. 


II. Sooft d gerade ist, so gilt dieselbe Regel, wenn überdies a entweder 
von der Form 8%» +1 oder von der Form 8” +7 ist; wenn dagegen für 
einen geraden Wert von db der Modul « entweder von der Form 8% + 3 oder 
von der Form 8» +5 ist, so ist die entgegengesetzte Regel anzuwenden, 
d.h. es ist b quadratischer Rest von a, wenn @ (a, b) ungerade, dagegen 
Nichtrest, wenn & (a, b) gerade ist. 

Dies Alles ergiebt sich leicht aus Artikel 4 des dritten Beweises. 


5. 
Beispiel. Wenn die Relation der Zahl 103 zur Primzahl 379 gesucht 
wird, so hat man zur Ermittlung des Aggregats #(379, 105): 


aa) Kal) 

D=103 |v= 51 \$=3 
- ode Blyel 
da. 30 a, lol 02 
e= 4|ed= 2|e:=3, 


demnach: 
(379, 103) = 9639 — 1785 + 560 — 33 — 3978 + 630 — 272 + 24 = 4186, 


so dass also 103 quadratischer Rest der Zahl 379 ist. Will man zu dem- 
selben Zwecke lieber das Aggregat # (379,206) anwenden, so hat man: 


379 1,189 
206 | 103 | 1 
175 88.1 
3E 16 | 5 
8 4| 4 


on 


und hieraus erhält man: 
+(379,206) = 19467 — 8858 + 1376 — 64— 5356 + 3741 — 680 + 40 — 9666; 


somit ist 103 quadratischer Rest von 379. 
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6. 

Da es zur Bestimmung der Relation der Zahl db zu a nicht nötig ist, 
die einzelnen Teile des Aggregats p(a, b) zu berechnen, sondern es ausreicht 
zu wissen, wie viele unter ihnen ungerade sind, so lässt sich unsere Regel 
auch so darstellen: 

Es sei wie oben a=ßb +c,b=yc+d,c=öd-+e,..., bis man in 
der Reihe der Zahlen a,b, c,d,e,... zur Einheit kommt, Man setze 
Bal= «a, [b]=b, [de])=c,..., und es sei x die Anzahl derjenigen 
ungeraden Zahlen in der Reihe a,b’, c’,...., auf welche unmittelbar eine 
ungerade Zahl folgt; ferner sei v die Anzahl derjenigen ungeraden Zahlen 
in der Reihe ß, 7, ö,...,welchen in der Reihe ®', c', d’, ... respective eine 
Zahl von der Form 4% +1 oder von der Form 4n +2 entspricht. Alsdann 
wird b quadratischer Rest oder Nichtrest von a sein, je nachdem p -+ v gerade 
oder ungerade ist, den einzigen Fall ausgenommen, in welchem gleichzeitig 
b gerade und a entweder von der Form 8%» +3 oder 8n +5 ist, wo dann 
die entgegengesetzte Regel gilt. 

In unserm Beispiel bietet die Reihe a’, d', c', d’,.... zwei Aufeinander- 
folgen von ungeraden Zahlen dar, so dass x —= 2 ist; in der Reihe ER 
kommen zwar zwei ungerade Zahlen vor, aber ihnen entsprechen in der 
Reihe D’, c', d’, e' Zahlen von der Form 4» +3, so dass also v—=0 ist. Es 
wird daher x + v gerade, und daher ist 103 quadratischer Rest der Zahl 379. 


Theorie der biquadratischen Reste. 
Erste Abhandlung. 
(Commentationes soc. reg. sc. Gotting. recentiores. Vol. VI. Gottingae1828.) 


——— 


1. 


Die Theorie der quadratischen Reste lässt sich auf wenige den herr- 
lichsten Kleinodien der höheren Arithmetik zuzuzählende Fundamentalsätze 
zurückführen, die, wie man weiss, zunächst auf inductivem Wege leicht 
entdeckt und darauf auf mannigfaltige Weise so bewiesen worden sind, dass 
nichts mehr zu wünschen übrigbleibt. 

Bei weitem schwieriger aber ist die Theorie der kubischen und biqua- 
dratischen Reste. Als wir diese vom Jahre 1805 an zu durchforschen an- 
fingen, ergaben sich zwar ausser den allerersten von selbst sich darbietenden 
Elementen einige specielle Sätze, welche sowohl ihrer Einfachheit wegen als 
auch wegen der Schwierigkeit der Beweise höchst hervorragend sind, jedoch 
kamen wir bald zu der Erkenntnis, dass die bisher gebräuchlichen Prinzi- 
pien der Arithmetik zur Begründung einer allgemeinen Theorie keineswegs 
ausreichen, dass vielmehr diese mit Notwendigkeit erforderte, das Gebiet 
der höheren Arithmetik gewissermassen unendlichvielmal zu 
vergrössern; wie dieses zu verstehen sei, wird im Verlaufe dieser Unter- 
suchungen auf das Deutlichste zu Tage treten. Sobald wir einmal dieses 
neue Feld beschritten, eröffnete sich sogleich ein Zugang zur Kenntnis 
der einfachsten, die ganze Theorie erschöpfenden Sätze auf inductivem 
Wege; dagegen lagen die Beweise derselben so tief versteckt, dass sie erst 
nach vielen vergeblichen Versuchen endlich ans Licht gezogen werden konnten. 

Indem wir jetzt zur Veröffentlichung dieser Studien schreiten, beginnen 
wir mit der Theorie der biquadratischen Reste, und zwar werden wir in 
dieser ersten Abhandlung diejenigen Untersuchungen darlegen, 
welche sich noch ohne eine solche Erweiterung des Feldes der 
Arithmetik vollständig erledigen lassen, die aber zu jener gewisser- 
massen den Weg bahnen und zugleich für die Theorie der Kreisteilung einige 
neue Erweiterungen liefern. 
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2. 

Den Begriff des biquadratischen Restes haben wir im Artikel 115 
der „Arithmetischen Untersuchungen“ (vgl. oben S. 79) eingeführt: Es wird 
nämlich eine ganze, positive oder negative Zahl « biquadratischer Rest der 
ganzen Zahl p genannt, wenn a nach dem Modul p einem Biquadrate con- 
gruent werden kann, und ebenso biguadratischer Nichtrest, wenn eine solche 
Congruenz nicht besteht. In allen folgenden Untersuchungen, wo 
nicht ausdrücklich das Gegenteil hervorgehoben wird, werden wir an- 
nehmen, dass der Modul 9» eine (ungerade positive) Primzahl und a 
durch p nicht teilbar sei, da alle übrigen Fälle auf diesen sehr leicht 
zurückgeführt werden können. 


. 
°% 

Offenbar wird jeder biquadratische Rest der Zahl p auch quadratischer 
Rest und somit jeder quadratische Nichtrest auch biquadratischer Nichtrest 
derselben sein. Diesen Satz kann man auch umkehren, so oft p eine Prim- 
zahl von der Form 4n +3 ist. Denn wenn in diesem Falle a quadratischer 
Rest von p ist, so setze man a=b2 (mod. p), wo db entweder quadratischer 
Rest oder Nichtrest von » sein wird. Im ersteren Falle setzen wir D= c2, 
so dass a=c# ist, d. h. es wird « biquadratischer Rest von » sein; im 
letzteren Falle wird —D quadratischer Rest von » werden (da —1 Nicht- 
rest jeder Primzahl von der Form 4” +3 ist), und wenn man —b=e 
setzt, so wird wie vorher a=c* und a biquadratischer Rest von p sein. 
Zugleich sieht man leicht, dass es andere Lösungen der Congruenz +=a 
(mod. p) ausser den beiden &—=c und &—=—c in diesem Falle nicht giebt. 

Da diese auf der Hand liegenden Sätze die ganze Theorie der biqua- 
dratischen Reste für Primzahlmoduln von der Form 4n-+3 erschöpfen, 
so werden wir solche Moduln von unserer Untersuchung gänzlich 


ausschliessen oder diese auf Primzahlmoduln von der Form 4n +1 be- 
schränken. 


4. 


Ist also p eine Primzahl von der Form 4n -+ 1, so darf man den 
Satz des vorigen Artikels nicht umkehren; denn es können quadratische 
Reste existieren, welche nicht zugleich biquadratische Reste sind, und zwar 
ist dies der Fall, sooft ein quadratischer Rest dem Quadrate eines quadra- 
tischen Nichtrestes congruent ist. Denn setzt man a= b?, wo b quadra- 
tischer Nichtrest von p ist, so würde, wenn die Congruenz =«a durch 
einen Wert z= ec befriedigt werden könnte, =? oder das Product 
(ce? —b)(c?+b) durch p teilbar sein, wonach » entweder in dem Factor 
c—b oder in dem andern ce? -+Db aufgehen müsste, d. h. es würde ent- 
weder +D oder —b quadratischer Rest von p sein und somit müssten beide 
(da — 1 quadratischer Rest ist) quadratische Reste von p Sein, was im 
Widerspruch steht mit unserer Voraussetzung. 
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Es würden somit sämtliche durch p nicht teilbare ganze Zahlen in drei 
Klassen verteilt werden können, von denen die erste die biquadratischen 
Reste, die zweite diejenigen biquadratischen Nichtreste, welche zugleich 
quadratische Reste sind, die dritte die quadratischen Nichtreste enthielte. 
Offenbar genügt es, einer solchen Einteilung in Klassen nur die Zahlen 
1,2, 3, ..., 2— 1 zu unterwerfen, von denen die eine Hälfte zur dritten 
Klasse gehören, die andere Hälfte aber sich auf die erste und zweite Klasse 
verteilen würde. 

5. 

Indessen ist es besser, vier Klassen festzusetzen, deren 
Natur in Folgendem besteht: 

Es sei A der Complex aller zwischen 1 und 9—1 (einschliesslich) 
gelegenen biquadratischen Reste und e ein nach Belieben gewählter 
quadratischer Nichtrest von p. Es sei ferner B der Complex aller kleinsten 
positiven aus den Producten eA nach dem Modul » sich ergebenden Reste 
und ebenso C, D respective der Complex der kleinsten positiven aus den 
Producten e2A, e?A nach dem Modul » entstehenden Reste. Dann sieht 
man leicht, dass die einzelnen Zahlen B unter einander verschieden sind, 
ebenso die einzelnen Zahlen C sowie die einzelnen Zahlen D, dass aber 
die Null unter allen diesen Zahlen nicht vorkommen kann. Ferner ist 
klar, dass alle in A und C enthaltenen Zahlen quadratische Reste von 9, 
alle in 5 und D enthaltenen aber quadratische Nichtreste von p sind, so 
dass sicher die Complexe A, C keine Zahl mit dem Complex B oder D 
gemeinschaftlich haben können. Es kann aber auch weder A mit CO noch 
B mit D irgend eine Zahl gemeinschaftlich haben. Denn nehmen wir an, 

I. dass irgend eine Zahl aus A z. B. a auch in C vorkomme, wo sie 
aus dem ihr congruenten Producte e?«’‘, in welchem a’ eine Zahl aus dem 
Complexe A ist, hervorgegangen sein möge, setzen wir ferner «= at, 
«=a’* und nehmen wir eine ganze Zahl © so an, dass O«=1 wird, so 
ist ea'*= at und daher, wenn man mit ®* multipliciert: 


e = 0494, 


d. h. e? ist biquadratischer Rest und daher e quadratischer Rest, was der 
Voraussetzung widerspricht. 

IH. Nimmt man ebenso an, dass irgend eine Zahl den Complexen Z, D 
gemeinschaftlich und aus den Producten ea, e’a’ hervorgegangen sei, wo 
a, a’ Zahlen aus dem Complexe A sind, so würde aus der Congruenz 
ea=ze’« folgen: a=e?a', und somit würde man eine Zahl haben, welche, 
aus dem Producte e?a’ entstanden, zu C und zugleich zu A gehören 
würde, was, wie wir soeben bewiesen haben, unmöglich ist. 

Ferner beweist man leicht, dass alle zwischen 1 und 9 —1 incl. 
liegenden quadratischen Reste von » notwendig entweder in A oder in C 
und alle quadratischen Nichtreste von p zwischen jenen Grenzen notwendig 
entweder in B oder in D vorkommen müssen. Denn 

Gauss, 33 
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I. Jeder derartige quadratisehe Rest, welcher zugleich biquadratischer 
Rest von p ist, findet sich nach Voraussetzung in A. 

II. Der quadratische Rest ) (welcher kleiner als p ist), welcher zugleich 
biquadratischer Nichtrest ist, werde = g? gesetzt, wo g quadratischer Nicht- 
rest sein wird. Man nehme eine ganze Zahl y derart an, dass ey=g wird, 
so wird y quadratischer Rest von 9 sein, den wir =%? setzen wollen. 


Dann ist: 


Da nun der kleinste Rest von k* in A vorkommt, so muss A, welches ja 
aus dem Producte jener Zahl und e? entsteht, notwendig in C enthalten sein. 

III. Bezeichnet % einen zwischen den Grenzen 1 und p—1 liegenden 
quadratischen Nichtrest von », und ermittelt man zwischen denselben Grenzen 
eine ganze Zahl g derart, dass man eg=h hat, so wird g quadratischer Rest 
und somit entweder in A oder in C' enthalten sein; in dem ersteren Falle 
findet sich offenbar % unter den Zahlen DZ, im letzteren aber unter den 
Zahlen D. 

Aus allem diesen folgt, dass sämtliche Zahlen 1, 2,3,...,p—1 
sich auf die vier Reihen A, B, 0, D so verteilen, dass jede von 
ihnen in einer einzigen von diesen vorkommt, so dass jede 
einzelne Reihe 4(»—1) Zahlen enthalten muss. Bei dieser Klassifi- 
kation enthalten die Klassen A und C die in ihnen vorkommenden Zahlen 
wesentlich, während die Unterscheidung der Klassen B und D insofern 
willkürlich ist, als sie von der Wahl der Zahl e, welche selbst immer zur 
Klasse B zu rechnen ist, abhängt; es werden somit, wenn man an ihrer 
Stelle eine andere Zahl aus der Klasse D wählt, die Klassen 5 und D mit 
einander vertauscht. 


6. 


Da — 1 quadratischer Rest von p ist, so setze man —1=f? (mod. p), 
so dass die vier Wurzeln der Congruenz «=1 sein werden: 1,, — 1, — f. 
Wenn daher a biquadratischer Rest von p ist, etwa a=u*, so werden die 
vier Wurzeln der Congruenz «= a sein: a, fa, —a, — fa, und man sieht 
leicht, dass diese unter einander incongruent sind. Hieraus geht hervor, 
dass, wenn man die kleinsten positiven Reste der Biquadrate 1, 16, 81, 
256, ..., (p — 1)* sammelt, je vier immer gleich sein werden, so dass man 
4(p— 1) verschiedene biquadratische Reste hat, welche den Complex 4A 
bilden. Sammelt man die kleinsten Reste der Biquadrate nur bis zu 
(3p» — 3)*, so wird jeder einzelne nur zweimal vorhanden sein. 


u 


Das Product zweier biquadratischen Reste ist offenbar ein biquadratischer 
Rest, oder aus der Multiplikation zweier Zahlen der Klasse A entsteht immer 
ein Product, dessen kleinster positiver Rest zu derselben Klasse gehört. 
Ebenso werden die Producte aus einer Zahl aus B und einer Zahl aus D 
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oder aus einer Zahl aus C und einer Zahl aus C ihre kleinsten positiven 
Reste in A haben. 

Zur Klasse B aber gehören die Reste der Producte A-B und C-D, 
zur Klasse C die Reste der Producte A-C, B-B und D.D, endlich zur 
Klasse D die Reste der Producte A-D und B-C. 

Die Beweise sind so klar, dass es genügt, einen anzuführen. Es seien 


Zahlen aus A bezeichnen. Dann ist eaa’ biquadratischer Rest, d. h. der 
kleinste Rest dieser Zahl gehört zu A; mithin wird, da das Product cd=e-eta«’ 
ist, der kleinste Rest desselben in B enthalten sein. 

Zu gleicher Zeit kann man leicht entscheiden, zu welcher Klasse 
ein Product aus mehreren Factoren zu rechnen sei. Legt man 
nämlich der Klasse A, B, C, D respective den Character 0,1, 2,3 bei, 
so wird der Character des Products entweder dem Aggregate der Charactere 
der einzelnen Factoren oder dem kleinsten Reste desselben nach dem Mo- 
dul 4 gleich sein. 


8. 


Es erschien der Mühe wert, diese elementaren Sätze ohne Zuhülfenahme 
der Theorie der Potenzreste zu entwickeln; benützt man aber diese, so kann 
man alles noch viel leichter beweisen. 

Es sei g eine primitive Wurzel für den Modul », d. h. eine Zahl von 
solcher Beschaffenheit, dass in der Reihe der Potenzen 9, 92, 9°,... keine 
der Potenz 9°" vorhergehende der Einheit nach dem Modul » congruent 
wird. Dann werden die kleinsten positiven Reste der Zahlen 1, 9, 92, 9°,..., 
g’”2,_von der Reihenfolge abgesehen, mit den Zahlen 1, 2, 3,...,p—1 
übereinstimmen und sich in folgender Weise in vier Klassen verteilen: Es 
werden gehören: 


zu | die kleinsten Reste der Zahlen 
A 1,0, 9°, gl... 9 
B 9,0 Ba 
C tes 9°, u, 0 ...; e, 
D Ba ae 


Hieraus ergeben sich sämtliche vorhergehenden Sätze ohne Weiteres. 

Übrigens kann man ebenso, wie wir hier die Zahlen 1,2,3,...,p—1 
in vier Klassen geteilt haben, deren Complexe wir mit A, B, C, D be- 
zeichnen, jede beliebige durch 9 nicht teilbare ganze Zahl je nach ihrem 
kleinsten Reste nach dem Modul p irgend einer von diesen Klassen zuzählen. 


9. 


Bezeichnen wir mit f den kleinsten Rest der Potenz g*?”" nach dem 
. I (m— . 5 a 
Modul p, so wird offenbar, da ?=gPFP=_—1 wird (Arithm. Unters. 


29% 
15787 
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Artikel 62, vgl. oben S. 42), der Buchstabe f hier dieselbe Bedeutung haben, 
wie im Artikel 6. Die Potenz ee in welcher A eine ganze positive 
Zahl bezeichnet, wird also nach dem Modul » der Zahl 1, f, —1, —f 
congruent sein, je nachdem A respective von der Form Am, 4m +1, Am +2, 
4m +3 ist, oder je nachdem der kleinste Rest von g* in 4: B, 0:2 
respective vorkommt. Hieraus erhalten wir ein sehr einfaches Kriterium, 
um zu entscheiden, zu welcher Klasse eine gegebene durch p nicht teilbare 
Zahl h zu rechnen sei; es wird nämlich % zu A, B, C oder D gehören, je 
nachdem die Potenz A?" nach dem Modul » der Zahl 1, f, —1, —f 
congruent wird. 

Als Corollar folgt hieraus, dass — 1 stets zur Klasse A gehört, so- 
oft p von der Form 82-1, dagegen zur Klasse C, sooft p von der 
Form 8%» +3 ist. Ein von der Theorie der Potenzreste unabhängiger 
Beweis dieses Satzes lässt sich leicht nach dem, was wir im Artikel 115, II 
der „Arithmetischen Untersuchungen“ (vgl. oben S. 79) dargelegt haben, 
führen. 


10. 


Da sämtliche primitiven Wurzeln für den Modul » sich ergeben aus 
den Resten der Potenzen on, wenn man für A sämtliche zu 9—1 prime 
Zahlen nimmt, so sieht man leicht, dass jene unter die Complexe B und 
D gleichmässig verteilt sein werden, wenn die Basis g stets in B enthalten 
ist. Wenn wir nun an Stelle der Zahl g eine andere primitive Wurzel aus 
dem Complexe B nehmen, so wird die Klassifikation dieselbe bleiben; wenn 
aber eine primitive Wurzel aus dem Complexe D als Basis genommen wird, 
so werden sich die Klassen B und D gegenseitig vertauschen. 

Wenn die Klasseneinteilung nach dem im vorigen Artikel 
angegebenen Kriterium vorgenommen wird, so wird die Unter- 
scheidung zwischen den Klassen B und D davon abhängen, 
welche Wurzel der Congruenz = —1(mod.p) wir als characte- 
ristische Zahl fannehmen. 


11. 

Damit wir die subtileren Untersuchungen, zu denen wir uns jetzt 
wenden, um so leichter durch Beispiele erläutern können, lassen wir hier 
eine Construction der Klassen für alle Moduln unter 100 folgen. Für jeden 
einzelnen haben wir die kleinste primitive Wurzel gewählt. 


n==5 
venf-2 
And 
B|\2 
I | 4 
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| p=17 

| g=3,f=13 
1.,4,.23,,16 
3.38.5502, 14 
Br 9,0 
3 


yvauym 


2— 29 


g=2,fel2 
| A 16,20, 2% 
| ne 

2 
8, 10,1% 15, 1 


> 
DD ei SD 
) Ne) 
= w > 
SD DD 
In m or 


2 
DS 
DD 
| 


p=31 
9=2,f=3l 


| 1. 2%, 9, 10, 19, 16,00, 88 a4 
2, 14, 15, 18, 20, 24, 29, 31, 32 


a ) 
2.441. 20,08.090 9 > 


A 
B 
C 3 
25 ee 85: ı,. 1 225 


Q 
I 
! 


4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40 
5.14: 18.17.10, 22.2, 20,035 
0.5.8 0, 30,2, 39, 23, 36.50 
2.7. 18.12.13 082, 0.108 


p=953 
g=2 f=30 
A: 1, 10, 18, 18, 16, .24,.28, 96,42, 21 5 41,2 
Bi 25.3, 19, 20. 26,'90,"01, 02, 80, a0, 41, 29, 10 
en 2: 677, 8: 11,17,:25, 99, 00, 0.00, 4,9, 
D| 5 8 18 14 1821, 22, 28, 27, 88, 34, 50, ol 
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p=6l 
2, 9,142, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58 
2 2 0,18, 23, 24, 26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51,53, 55 
0 3 4 5,14, 19,27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60 
”,:© 0 1011,17 21, 28, 29, 31, 35, 37, 88, 43, 54, 59 

»r=18 
u 2 4089,16, 18 32,86, 30, 44,58, 01, 64, 65, 6971.79 
DB| 5 7,10, 14, 17, 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 58, 96, 59, 63, 66, 68 
0 5 6, 12,19, 28, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70 
D| 11, 19, 15, 21, 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 58, 60, 62 

p= 8) 

0-3, f=34 
me 1, 2.48, 11,16, 22, 25,32, 39,44, 45, 50, 57, 64, 67, 73, 78, 81, 85, 87,88 
B| 3, 6, 7,12, 14,23, 24, 28, 33, 41,43, 46, 48, 96, 61, 65, 66, 75, 77, 82, 83, 86 
25, 9,10, 17, 18, 20, 21, 34, 36, 40, 42, 47,49, 53, 55, 68, 69, 71, 72, 79, 80, 84 
D| 13, 15, 19, 26, 27, 29, 30, 31, 35, 37, 88, öl, 52, 54, 58, 59, 60, 62, 63, 70, 74,76 
p=9 

151 6, 9,16,22, 24,38, 35, 36, 43, 47, 50, 54, 61, 62, 64, 73, 75, 81, 88, 91, 93, 96 
15, 15,14, 17,19, 20, 21, 23,29, 30, 41, 45, 82, 56, 67, 68, 74, 76, 77,78, 80, 83, 84, 92 
02% 9, 811,19,18, 25,27, 31,32, 44, 48, 49, 53, 65, 66, 70, 72, 79, 85, 86, 89, 94, 95 
22. 1,10,15,2 


6, 28, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 46, 51, 55, 57, 58, 59, 60, 63, 69, 71, 82, 87, 90, 


19 


de 


Da die Zahl 2 quadratischer Rest aller Primzahlen von der Form 8% +1, j 
dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen von der Form 8n +5 ist, ; 
so wird für Primzahlmoduln von der ersteren Form 2 in der Klasse A oder F 
C, für Primzahlmoduln von der letzteren Form aber in der Klasse B oder 
D vorkommen. Da der Unterschied zwischen den Klassen B und D kein 4 
wesentlicher ist, da er nur von der Wahl der Zahl f abhängt, so lassen ® 
wir die Moduln von der Form 8n +5 für den Augenblick bei Seite. Unter- 
werfen wir aber die Moduln von der Form 8%» +1 einer inductiven Unter- 
suchung, so finden wir, dass 2 zu A gehört für p = 73, 89, 113, 233, 257, 281, 

337, 388,..., dass dagegen 2 zu O gehört für p = 17, 41,97, 137,198, 
241, 313, 401, 409, 433, 449, 457, . 

Da Bene für einen ahnen von der Form 82 +1 die Zahl — 1 
biquadratischer Rest ist, so wird offenbar —2 stets mit +2 zugleich 
zu derselben Klasse gerechnet werden müssen. 
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18. 

Wenn man die Beispiele des vorigen Artikels mit einander vergleicht, 
so scheint sich wenigstens auf den ersten Blick kein einfaches Kriterium 
darzubieten, nach welehem man die Moduln der ersten Art von denen der 
letzteren Art unterscheiden könnte. Nichtsdestoweniger giebt es zwei der- 
artige durch Eleganz und Einfachheit ausgezeichnete Kriterien, 
zu deren einem die folgenden Betrachtungen führen. 

Der Modul p lässt sich als Primzahl von der Form 8rn +1, und zwar 
nur auf eine einzige Weise, auf die Form a? + 25? bringen (Arithmetische 
Untersuchungen, Artikel 182, II, vgl. oben S. 151); wir setzen dabei voraus, 
dass die Wurzeln a, d positiv genommen werden. Offenbar wird a ungerade, 
b aber gerade sein; wir setzen aber b= 92 c, so dass c ungerade ist. Wir 
bemerken nun, 

I. dass, wenn man p=a?(mod.c) hat, p quadratischer Rest von c und 
somit auch von den einzelnen Primfaetoren ist, in welche c zerfällt; umge- 
kehrt werden also dem Fundamentaltheorem zufolge diese einzelnen Prim- 
factoren quadratische Reste von p sein, und daher wird auch das Product 
aus jenen c quadratischer Rest von p, und somit b? ebenso wie — b? bi- 
quadratischer Rest sein. 

II. Demnach muss — 25? zu derselben Klasse gehören, in welcher 
die Zahl 2 vorkommt; somit wird offenbar, da a? = — 20? ist, 2 entweder 
in der Klasse A oder in der Klasse (' vorkommen, je nachdem a entweder 
quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von p ist. 

II. Wir nehmen nun an, dass a in seine Primfactoren zerlegt sei, 
von denen diejenigen, welche entweder von der Form 8m +1 oder von der 
Form 8m +7 sind, mit a, «, @”,...., diejenigen aber, welche entweder 
von der Form 8m +3 oder von der Form 8m +5 sind, mit ß, P), Be 
bezeichnet sein mögen; die Anzahl der letzteren sei gleich p. Da nun 
p=2b? (mod. a) ist, so wird » quadratischer Rest derjenigen Primfactoren 
von a sein, deren quadratischer Rest 2 ist, d. h. der Pactören aa, 0 
dagegen quadratischer Nichtrest derjenigen Factoren, deren quadratischer 
Nichtrest 2 ist, d. h. der Factoren ß, $', ß”,.... Demnach werden umge- 
kehrt dem Fundamentaltheorem zufolge die einzelnen a, a’, @’, ... qua- 
dratische Reste von p, die einzelnen ß, ß’, ß'’, ... aber quadratische Nicht- 
reste von p sein. Hieraus schliessen wir also, dass das Product a qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je nachdem „. gerade oder un- 
gerade ist. 

IV. Man bestätigt aber leicht, dass das Product aller o, a'.a’,... vonder 
Form 8m -+-1 oder 83m +7 wird und dass dasselbe gilt von dem Producte 
aller ß, ß', ß”,...., wenn die Anzahl dieser gerade ist, so dass in diesem 
Falle notwendig auch das Product a von der Form 8m 1 oder 8m +7 
werden muss, dass dagegen das Product aller ß, ß’, B", ..., sooft die 
Anzahl derselben ungerade ist, von der Form 8m + 5 oder 8m +5 wird 
und daher in diesem Falle auch dasselbe von dem Producte « gilt, 
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Aus allem diesen ergiebt sich daher der elegante Satz: 

Sooft a von der Form Sm +1 oder 8m -+ 7 ist, ist die Zahl 2 
in dem Complexe A enthalten; sooft dagegen a von der Form 
- 8m +3 oder 8m +5 ist, findet sich dieZahl2 in dem Complexe (©. 

Dies wird durch die im vorigen Artikel aufgezählten Beispiele bestätigt. 
Die erste Art der Moduln wird nämlich in folgender Weise zerlegt: 


73= 1+2.36, 89=81+2-4, 113=81-+2:.16, 2333-2935 +24, 
257=225+2.16, 2831=81+2-100, 337—49 2.144, 353995 +2.64; 


die zweite Art aber folgendermassen : 


7= 9424 4= 942.16, 7— 25+2-36, 1397= 942.64, 
193=121+2.36, 241=169-+2-36, 313—= 25--2-.144, 401= 942.196, 
409—121 + 2- 144, 433=361-+ 2-36, 4499—4412-4, 45716912144, 


14. 

Da die Zerlegung der Zahl p in ein einfaches und in ein doppeltes 
Quadrat einen so ausgezeichneten Zusammenhang mit der Klassifikation der 
Zahl 2 verrät, so dürfte es der Mühe wert sein zu untersuchen, ob die Zer- 
legung in zwei Quadrate, die sich bekanntlich ebenfalls für die Zahl p aus- 
führen lässt, vielleicht einen ähnlichen Erfolg verspricht. Man sieht daher 
hier die Zerlegungen der Zahlen 9», für welche 2 gehört zu den Klassen 


A | C 


I+ 64 E16 
25+ 64 253+ 16 
49 + 64 81+ 16 
169 + 64 121 + 16 
1 + 256 49 + 144 
25 + 256 225 + 16 
81 + 256 169 + 144 
289 + 64 1 + 400 
I + 400 
289 + 144 
49 + 400 
441 =)- 16 


Vor Allem bemerken wir, dass von den beiden Quadraten, in welche 
p ıerlegt wird, das eine, welches wir gleich a? setzen, ungerade, das andere, 
welches wir gleich b? setzen, gerade sein muss. Da a? von der Form 8$n +1 
wird, so werden offenbar ungerademal geraden Werten von b Werte von » 
von der Form 8%» +5 entsprechen, die von unserer Untersuchung vorläufig 
ausgeschlossen sind, da für sie die Zahl 2 in der Klasse B oder D ent- 
halten sein würde. Für Werte von p aber, welche von der Form $n--1 
sind, muss b gerademal gerade sein, und wenn man unserm Inductionsschluss, 
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>} 


welchen das angegebene Schema vor Augen stellt, Glauben schenken darf, 
so wird die Zahl 2 zur Klasse A zu rechnen sein für alle Moduln, 
für welche b von der Form 8n, zur Klasse Ü dagegen für alle 
Moduln, für welche 5b von der Form 8n—+4 ist. Dieser Satz er- 
fordert aber eine viel tiefere Untersuchung als derjenige, welchen 
wir im vorigen Kapitel gefunden haben, und dem Beweise desselben müssen 
mehrere vorbereitende Erörterungen vorausgeschickt werden, die sich auf 
die Reihenfolge, in welcher die Zahlen der Complexe A, B, CO, D einander 
folgen, beziehen. 
15. 

Wir bezeichnen die Anzahl der Zahlen aus dem Complexe A, auf welche 
unmittelbar eine Zahl aus dem Complexe A, B, C, D folgt, respective mit 
(00), (01), (02), (03); ebenso die Anzahl der Zahlen aus dem Complexe B, 
auf welche unmittelbar eine Zahl aus dem Complexe A, B,C, D folgt, 
respective mit (10), (11), (12), (13); und analog gebe es im Complexe © 
respective (20), (21), (22), (23) Zahlen, im Complexe D aber (30), (31), 
(32), (33) Zahlen, auf welche eine Zahl aus dem Complexe A, B, C, D folgt. 
Wir stellen uns die Aufgabe, diese sechzehn Anzahlen a priori 
zu bestimmen. Damit der Leser die allgemeinen Schlüsse um so bequemer 
mit den Beispielen vergleichen könne, hielten wir es für gut, die numerischen 
Werte der Glieder des Schemas ($) 


(00), (01), (02), (03) 

(10), (11), (12), (13) 

(20), (21), (22), (23) 

(30), (31), 82), (83) 
für die einzelnen Moduln, für welche wir oben im Artikel 11 die Klassen- 
einteilung angegeben haben, hierherzusetzen. 


p=5 »=13 %=l1 or 29 


0, 1, 0, 010, 1, 2, 00, 2, 1; 0 2, 3, 0, 2 
0: 9:0. E31 1 0, 142, a 12 
0.0; 0500 1,0 0 el 
0:0610,:.1,017,. 1276 20 122,847 
pa Yı Dei p=53 p—6l 

2.1.0240. 498222390.2 4, 2.2.6 
224114 22 2,4.42.25 10 9,.,6,:8 
2228,21, 2.24] A,, 48 
241,212, 2,2,114.2914]9.0,0,:32 
met pP=8)9 = 9 

8,094,:2 18,80, 2:.2,,0,72°8 

6,.2:9, 9:98.49, D1:64:8, 9,59 

A Br rt Ne 

2,8, 9:0 4,8, 918.087 109,0 
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Da sich die Moduln von der Form 8%» +1 und 8» +5 in verschiedener 
Weise verhalten, müssen wir beide gesondert behandeln; wir beginnen mit 
den esteren. 


16. 


Das Zeichen (00) giebt an, auf wieviel verschiedene Arten die Gleichung 
@--1=a befriedigt werden kann, wobei «, a’ unbestimmt Zahlen aus dem 
Complexe A bezeichnen. Da für einen Modul von der Form 8%” +1, wie 
wir ihn hier voraussetzen, a’ und 9 — a’ zu demselben Complexe gehören, 
so werden wir kürzer sagen, (00) drücke die Anzahl der verschiedenen 
Arten, der Gleichung 1+a-+ a’ —=p zu genügen, aus. Offenbar kann auch 
die Congruenz 1+a+«==0 (mod. p) die Stelle dieser Gleichung vertreten. 

Ebenso giebt an: 


(01) die Anzahl der Lösungen der Congruenz 1+a+ß=0 (mod. p) 
(02) die Anzahl der Lösungen der Congruenz I+a-+y=0 
(03) die Anzahl der Lösungen der Congruenz 1a +ö=0 
(11) die Anzahl der Lösungen der Congruenz 1+ß-+ß=0 
u. 8. W., 


wenn man unbestimmt mit ß und ß’ Zahlen aus dem Complexe B, mit y 
Zahlen aus dem Complexe CO, mit ö Zahlen aus dem Complexe D bezeichnet, 
Hieraus ergeben sich sogleich die folgenden sechs Gleichungen: 


(01)=(10), (02)=(20), (03)=(30), 12)=(21), (13)=(31), (23) (32). 
Aus jeder gegebenen Lösung der Congruenz 1+a-+ß=0 ergiebt 


sich eine Lösung der Congruenz 1+5-+-d=0, wenn man für 8 diejenige 
Zahl zwischen den Grenzen 1 und 9—1 nimmt, für welche ßö=1 ist 
(welche offenbar aus dem Complexe D sein wird), und für ö’ den kleinsten 
positiven Rest des Productes ad (welcher ebenfalls aus dem Complexe D 
sein wird); ebenso kommt man offenbar von einer gegebenen Lösung der 
Congruenz 1+°+0=0 zu einer Lösung der: Congruenz 1+a+ß=0 
zurück, wenn man ß so annimmt, dass ßö=1 wird, und zugleich «= ßd’ 
setzt. Hieraus schliessen wir, dass beide Congruenzen gleichviel Lösungen 
besitzen, oder dass (01) = (33) ist. 

Auf analoge Weise erhalten wir aus der Congruenz 1+a-+7=0 die 
folgende: Y-+y’" +1=0, wenn wir y’ aus dem Complexe C’ so annehnıen, dass 
wY=1 und y’ aus demselben Complexe dem Producte ay’ congruent wird. 
Hieraus schliessen wir leicht, dass diese beiden Congruenzen eine gleiche 
Anzahl von Lösungen besitzen, oder dass (02) = (22) ist. 

Ebenso leiten wir aus der Congruenz 1+a+ö=0 die folgende her: 
B+Pß+1=0, indem wir ß,ß' so annehmen, dass BE=1 und Ba=ß’ wird, 
und somit ist (03) = (11). 

Endlich leiten wir aus der Congruenz 1+ß+Y7=0 auf analoge Weise 
sowohl die Congruenz &+1-+-ß’=0 als auch die Congruenz Y+d+1=0 
her und schliessen hieraus, dass (12) = (13) = (23) sei, 


E 
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Wir haben daher zwischen unsern sechzehn unbekannten Grössen elf 
Gleichungen erhalten, so dass dieselben auf fünf reduciert werden und das 
Schema (5) sich folgendermassen darstellen lässt: 


I 
, Lu mm 
k, m, k, m 
l, m, m, i 


Man kann aber leicht drei neue Bedingungsgleichungen hinzufügen. 

Da nämlich auf jede Zahl des Complexes A, die letzte 9 — 1 ausgenommen, 
eine Zahl aus irgend einem der Complexe A, B, CO oder D folgen muss, 
so haben wir: 

(00) + (01) + (02) + (08) = in — 1, 
und ebenso: 

(10) + 1) + (12) + (13) = 2n 

(20) + (21) + (22) + (23) = 2n 

(30) + (31) + (32) + (83) = 2. 


In den soeben eingeführten Zeichen liefern die drei ersten Gleichungen: 


hti+rk+l=2n —1 
i+1-+ 2m = in 
km=n. 


Die vierte Gleichung wird mit der zweiten identisch. Mit Hülfe dieser 
Gleichungen kann man drei Unbekannten eliminieren, wonach sämtliche 
sechzehn Unbekannte bereits auf zwei reduciert sind. 


12, 
Um aber die vollständige Bestimmung zu erhalten, wollen wir die 
Anzahl der Lösungen der Congruenz 


1+@+ß+7=0 (mod. p), 


wo a, ß, y unbestimmt Zahlen aus den Complexen A, B, C bezeichnen, 
ermitteln. Offenbar ist der Wert a@=p-—.1 nicht zulässig, da nicht 
ß-+Y=0 werden kann; substituiert man also für « der Reihe nach die 
übrigen Werte, so werden sich A, i, k, 2 respective zu A, B, C, D gehörige 
Werte von 1+ «ergeben. Für jeden gegebenen zu A gehörigen Wert von 
l-+-a aber, z. B. für I+a=o°, wird die Congruenz ® + +y=0 
ebenso viele Lösungen besitzen, als die Congruenz 1+ + yY=0 (indem 
man nämlich B=a°ß‘, y=a°y' setzt), d.h. (12)=m Lösungen. Ebenso 
wird für jeden gegebenen zu B gehörigen Wert von «+1, etwa für l+a 
=ß°, die Congruenz BP +ß-+7=0 ebenso viele Lösungen haben, wie die 
Congruenz 1+«@+ß=0 (indem man nämlich B=ß%%, y=Bß°P’ setzt), 
d.h. (01)=i Lösungen. Analog wird für jeden gegebenen zu Ü gehörigen 
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Wert von 1+o, etwa für Ita=}°, die Congruenz Y-+ß+y=0 auf 
ebenso viele verschiedene Arten gelöst werden können, wie die Congruenz 
1+ö6+a'=0 (indem man nämlich B=y°5, y= ya’ setzt), d. h. die Anzahl 
der Lösungen wird (05) =/ sein. Endlich wird für jeden gegebenen zu 
D gehörigen Wert von 1+a, z.B. für 1+a=6°, die Congruenz +ß+y=0 
ebenso viele Lösungen besitzen, wie die Congruenz 1I+Y-+0=0 (indem 
man B=6°%Y, y=6°0 setzt), d.h. (23) —=m Lösungen. Sammelt man also 
alle diese Lösungen, so ergiebt sich, dass die Congruenz 1Ha+ß-+y=0 


hm + 2 + kl + Im 


verschiedene Lösungen besitzt. 

In ganz analoger Weise aber leiten wir her, dass, wenn für ß der 
Reihe nach die einzelnen Zahlen des Complexes B gesetzt werden, die 
Summe 1-++-Bß respective (10), (11), (12), (13) oder ;, Z, m, m zu A, B, 0, D 
gehörige Werte erhält, und dass für jeden gegebenen zu diesen Damnlerei 
gehörigen Wert von 1+ß die Congruenz 1+ß+a+y=0 respective 
(02), (31), (20), (13) oder %, m, k, m verschiedene Lösungen besitzt, so 
dass die Anzahl aller Lösungen gleich 

ik + Im + km + m? 
wird. 
Zu demselben Werte werden wir geführt, wenn wir die Entwicklung 


auf die Betrachtung der Werte der Summe 1-+y gründen. 


18. 
Aus diesem zwiefachen Ausdrucke für dieselbe Anzahl erhalten wir die 


Gleichung: 
0=hm+ + kl — ik — km — m’, 


und hieraus, indem wir % mit Hülfe der Gleichung Rh = 2m — k— 1 elimi- 
nieren: 

0=(k—- m? + +Kkhl— ik — k—m. 
Die beiden letzten Gleichungen des Artikels 16 liefern aber k=}(l-+i), 
und setzt man diesen Wert ein, so geht ö?-+ kl — ik — k2 in 4(2— i)2 und 
daher die vorstehende Gleichung, nachdem sie mit 4 multiplieiert worden, 


in die folgende über: 
0= 4(k — m)? + (1— i)? — 4m. 
Hieraus folgt, da 4m = 2(k + m) — 2(k — m) = 2n — 2(k — m) ist: 
2n=4(k — m)? + 2(k— m) + (1 — 2, 
oder: 
Sn +1=[4(k— m) +1 +4(ll— 2. 
Setzt man daher: 
4k— m) +l=a 1—&i=b, 
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so erhält man; 
P= 0 +b8. 

Bekanntlich aber lässt sich p nur auf eine einzige Art in zwei Quadrate 
zerlegen, von denen das eine ungerade für «?, das andere gerade für Db? 
genommen werden muss, so dass a? und b? vollkommen bestimmte Zahlen 
sind. Aber auch a selbst wird eine ganz bestimmte Zahl sein; denn die 
Wurzel des Quadrats muss positiv oder negativ genommen werden, je nach- 
dem die positive Wurzel von der Form 4M +1 oder 4M +3 ist. Über 
die Bestimmung des Vorzeichens von b werden wir sogleich sprechen. 

Combiniert man nun diese neuen Gleichungen mit den drei letzten 
Gleichungen des Artikels 16, so werden die fünf Zahlen 7, ©, %, 2, m durch 
a, b und » vollständig in folgender Weise bestimmt: 

Sh = 4n — 3a —95 
G =4An+ a— b—1 
& =An+ a—|1 
8% =4n+ a+b—1 
Sm=4n— a-|. 

Wenn man an Stelle von » lieber den Modul p einführen will, so kann 
das Schema ($), nachdem die einzelnen Glieder zur Vermeidung von Brüchen 
mit 16 multiplieiert sind, folgendermassen dargestellt werden: 


p—6ba— 11 p+2a—4b—-3 | p+2a—3 | p+2%a-+4—3 

p+2%a— 4—3 | p+2a+4b—3 | p—2a+1|p—2a+1 

p+2a— 3 |p—2a+1 p+2a—3|p—2a+]1 

p-+2a-+ Ban. 3: p—2a+1jp+2a—4b —3. 
19. 


Es bleibt nur noch übrig zu zeigen, wie man das der Zahl b 
beizulegende Vorzeichen bestimmen kann. Schon oben, Artikel 10, 
haben wir bemerkt, dass der Unterschied zwischen den Complexen B und 
D an sich kein wesentlicher ist, sondern von der Wahl der Zahl f abhängt, 
für welche die eine oder die andere Wurzel der Congruenz 2 =— 1 genommen 
werden muss, und dass dieselben sich gegenseitig vertauschen, wenn statt 
der einen die andere Wurzel genommen wird. Da nun der Anblick des 
eben angegebenen Schemas lehrt, dass eine ähnliche Vertauschung mit einer 
Änderung des Zeichens von b zusammenhängt, so kann man voraussehen, 
dass ein Zusammenhang zwischen dem Zeichen von b und der Zahl f be- 
stehen muss. Um diesen kennen zu lernen, bemerken wir vor allen Dingen, 
dass, wenn man mit p eine ganze nicht negative Zahl bezeichnet 
und für 2 alle Zahlen 1,2,3,....,2—1 nimmt, nach dem Modul» 
entweder %*=0 oder %&"=—1 wird, je nachdem x entweder 
durch p—1 nicht teilbar oder teilbar ist. Der letztere Teil des 
Satzes geht daraus hervor, dass man für jeden durch 9 —1 teilbaren Wert 
von » 2"=1 hat; den ersteren Teil aber beweisen wir folgendermassen, Be- 
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zeichnet g eine primitive Wurzel, so werden sämtliche 2 mit den kleinsten 
Resten sämtlicher 9’, wenn man für y alle Zahlen 0, 1, 2, 3,...,9—2 
nimmt, übereinstimmen, und es wird daher %"=%gP” sein. Es ist aber: 
{p-1) 
5 "AR 
I — 


und daher: 
(1) V_ı1=0. 
Hieraus folgt aber, da für einen durch 9— 1 nicht teilbaren Wert von 
p 9" nicht congruent 1 oder g"—1 durch p nicht teilbar sein kann, dass 
= 0 ist. 
Wenn man nun die Potenz (z* + 1)3? =D nach dem Binomialtheorem 
entwickelt, so wird nach dem vorausgeschickten Hülfssatze: 


>(e +1)? D= __2 (mod. p). 


Die kleinsten Reste aller z* stellen aber sämtliche Zahlen A dar, wobei jede 
viermal vorkommt; daher haben wir unter den kleinsten Resten von +1 


4(00) zu A 
4(01) zu B 
4(02) zu C 
4(03) zu D 
gehörige, und vier werden gleich O sein (nämlich für #=p — 1). Hieraus 


leiten wir mit Rücksicht auf die Kriterien der Complexe A, B, C, D die 
Congruenz her: 
3(#4+ 1779 = 4(00) + 4f- (01) — 4(02) — 4f- (03), 
und daher: 
— 2=4(00) + 4f- (01) — 4(02) — 4f- (03), 
oder, indem wir für (00), (01), ... ihre im vorigen Artikel gefundenen Werte 
substituieren: 
—2= —2 —2 — Hf. 

Hieraus schliessen wir demnach, dass stets a +bf=0 oder, indem 

wir mit f multiplicieren, 


werden muss, und diese Congruenz dient, wenn die Zahl f bereits gewählt 
ist, zur Bestimmurg des Zeichens von b oder, wenn das Zeichen von 5 
anderweitig vorgeschrieben ist, zur Bestimmung der Zahl f. 


20. 


Nachdem wir unsere Aufgabe für Moduln von der Form 82 -+1 voll- 
ständig gelöst haben, schreiten wir zu dem andern Falle, wo p von 
der Form 8% +5 ist; diesen werden wir um so kürzer erledigen können, 
da sämtliche Schlüsse nur wenig von den vorstehenden verschieden sind. 
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Da für einen solehen Modul —1 zur Klasse C gehört, so sind die 
Complemente der Zahlen der Complexe A, B, C, D zur Summe p respective 
in den Klassen C, D, A, B enthalten. Hieraus folgt leicht, 


dass das Zeichen: | die Anzahl der Lösungen der Congruenz bezeichnet: 

(00) 1-ba+y= 

(01) 1+a+65=0 
(02) 1+a+d=0 
(03) 1+a+-ß=0 
(10) I+ß+y=0 
(11) 1+B+6=0 
(12) ee 
(13) 1+B+PB=0 
(20) 1+Y+Yz=0 
(21) 1+Y+5=0 
(22) 1+Y+ız=0 
(25) 1+y+3=0 
(30) 1+°+7=0 
(31) ee a) 
(32) 1+6+2=0 
(33) 1+6+ß=0, 


woraus man sogleich die sechs Gleichungen erhält: 
(00) = (22), (01) = (32), (03) = (12), (10) = (23), (11)=(33), (21)=(30). 


Multipliciert man die Congruenz 1+a+y=0 mit der Zahl y’ aus 
dem Complex C, welche so gewählt ist, dass yy'=1 wird, und nimmt man 
für y’ den kleinsten Rest des Products ay’, welcher offenbar auch zum 
Complex C zu rechnen ist, so entsteht die Congruenz Y+y'"+1=0, 
woraus wir schliessen: (00) = (20). 

Auf ganz analoge Weise erhält man die Gleichungen: 


(01)= (13), (0) = 81), 10)= (11) = (21). 


Mit Hülfe dieser elf Gleichungen können wir unsere sechzehn Unbekannten 
auf fünf reducieren und das Schema ($) in folgender Form darstellen: 


ES 
m, mb i 
h, m, hl, m 
m. L Mm. 
Ferner erhalten wir die Gleichungen: 
(00) + (01) + (0) + (d)=2n +1 
(1) + AND +) + I) =eM-+T 
(20) + (21) + (22) + (23) = 2n 
(80) + (81) + (32) + 83) =2n -+1, 
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oder, indem wir die oben eingeführten Bezeichnungen anwenden, die drei 
folgenden: 
hi +k-l1=m-+]1 
(D 2m-ti +! =Mn+l 
hm =-n 
mit deren Hülfe somit unsere Unbekannten bereits auf zwei reduciert werden 
können. 

Die ‘übrigen Gleichungen leiten wir aus der Betrachtung der Anzahl 
der Lösungen der Congruenz 1+a«+ß-+7y=0 (indem wir auch hier mit 
a,ß, y unbestimmt Zahlen aus den Complexen A, B, C respective bezeichnen) 
her. Erwägt man nämlich erstens, dass 1 + «a respective h, , k, 2 zu A,B,C, D 
gehörige Zahlen liefert, und dass man für jeden gegebenen Wert von « in 
diesen vier Fällen respective m, /,i, m Lösungen erhält, so ist die Anzahl 


aller Lösungen gleich 
hm + il + ik + Im. 


Zweitens wird, da l1-+-ß m, m, I,i zu A, B, C, D gehörige Zahlen darstellt und 
für jeden gegebenen Wert von ß in diesen vier Fällen respective R, m, h, m 
Lösungen existieren, die Anzahl aller Lösungen gleich 


hm + m? + hl-+ im 
sein, woraus wir die Gleichung erhalten: 
0= m? + hl + im — il — ik — Im, 


welche mit Hülfe der aus (I) abgeleiteten Gleichung k = 2m — h übergeht 
in die folgende: 
0= m? + hl + li — il — im — Im. 
Nun erhalten wir aus den Gleichungen (I) auch 7” +:=1-+- 2A, daher: 


G-l+M+i—) 
V=-1l+M-—-(i—). 


Substituiert man diese Werte in die vorige Gleichung, so ergiebt sich: 
0 = 4m? — 4m — 1 — 8hm + 412 + (de — DE. 


Wenn wir nun hier schliesslich für 4» substituieren: 2(R + m) — 2(h — m) 
oder wegen der letzten Gleichung in (ID) 2» — 2(h — m), so erhalten wir: 


0=4lh— m) — Zn +2(h - m) —- 1+(i—D?, 
und daher: 
8” +5=[4(h— m) +1 +4. — DR. 
Setzt man daher: 
4h— m) +1l=a, ii — 21], 
so wird: 
»—=a?+ b2. 
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Da nun aber auch in diesem Falle p nur auf eine einzige Weise in 
zwei Quadrate, ein gerades und ein ungerades, zerlegt werden kann, so 
werden a? und D? völlig bestimmte Zahlen sein; denn offenbar muss a? dem 
ungeraden, b? dem geraden Quadrate gleichgesetzt werden. Ausserdem ist 
das Vorzeichen von a derart festzusetzen, dass a=1 (mod.4) wird, und 
das Vorzeichen von b so, dass man b=af (mod.p) erhält, wie man durch 
Schlüsse, welche den im vorigen Artikel angewandten vollkommen analog 
sind, leicht beweist. 

Dies vorausgesetzt, werden die fünf Zahlen A, ö, %, Z, m durch a, b und n 
folgendermassen bestimmt: 


8 =Anta—1 
8 —=Anza+2b-+3 
8 —=4An — 3a-+3 
8 =4n+a—2b+3 
Sm—=4n—a-l, 


oder, wenn man die Ausdrücke durch p vorzieht, so verhalten sich die mit 16 
multiplieierten Glieder des Schemas (5) wie folgt: 


P+2a—7T|p+2a+4+1|p—2%a+1 p+2a—4b+1 
»—-2a—3|P— 2a —3 p+2a—4+1| pp +2a+rAb+1 
+20 —-7|p— 2a —3 p+2a—7 2» — Ma — 3 


a3 pt - 41 \prB Hr ip 2003, 


21. 


Nachdem wir unsere Aufgabe gelöst haben, kehren wir zur Hauptunter- 
suchung zurück, indem wir jetzt die vollständige Bestimmung des 
Complexes, zu welchem die Zahl 2 gehört, in Angriff nehmen. 

I. Ist 9 von der Form 8%» +1, so steht bereits fest, dass die Zahl 
2 entweder in dem Complexe A oder in dem Complexe C' vorkommt. Im 
ersteren Falle sieht man leicht, dass auch die Zahlen 4 (»— 1), 4(p +1) 
zu A gehören, während sie im letzteren zu C gehören. Erwägen wir nun, 
dass, wenn « und «+1 benachbarte Zahlen des Complexes A sind, auch 
p—a@—1,p—.a solche Zalılen sind, oder was dasselbe ist, dass von der- 
artigen Zahlen des Complexes A, auf welche eine Zahl aus demselben Com- 
plexe folgt, stets je zwei associiert sind, nämlich « und 9— 1—e, so wird 
die Anzahl solcher Zahlen, d. i. (00), immer gerade sein, falls nicht eine 
sich selbst associierte Zahl existiert, d. h. falls nicht 4 (p — 1) zu A gehört, 
in welchem Falle jene Anzahl ungerade ist. Hieraus schliessen wir, dass 
(00) ungerade ist, sooft 2 zum Complexe A, dagegen gerade, sooft 2 zum 
Complexe © gehört. Wir haben aber: 


16 (00) = a? + 0? — 6a — 11, 


Gauss. 94 
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oder, wenn wir a=49-+1,b=r setzen (vgl. Artikel 14): 
(=? —ıua+r—l. 


Da nun offenbar 9 —g stets gerade ist, so wird (00) ungerade oder 
gerade sein, je nachdem r gerade oder ungerade ist, und daher wird die 
Zahl 2 zum Complexe A oder zum Complexe ( gehören, je nachdem Db ent- 
weder von der Form 8m oder von der Form 8m + 4 ist. Dies ist gerade 
der Satz, den wir im Artikel 14 durch Induction gefunden hatten. 

II. Aber auch den andern Fall, wop von derForm 8% + 5 ist, können 
wir ebenso vollständig erledigen. Die Zahl 2 gehört hier entweder zu B 
oder zu D, und man sieht leicht, dass im ersteren Falle 3(p—1) zu B, 
4(p-+1) zu D, im letzteren Falle aber $4(p— 1) zuD, 3(p+1) uB 
gehört. Man erwäge nun, dass, wenn ß eine solche Zahl aus B ist, auf 
welche eine Zahl aus D folgt, auch die Zahl y—ß—1 aus B und die 
Zahl p—ß aus D sein wird, d. h. dass stets je zwei associierte Zahlen von 
jener Eigenschaft vorhanden sind. Es wird daher die Anzahl jener, d. i. 
(13) gerade, den einen Fall ausgenommen, in welchem eine von ihnen sich 
selbst associiert ist, d. h. wo $4(p—1) zu B, 3(p-+-1) zu D gehört; als- 
dann wird nämlich (13) ungerade sein. Hieraus schliessen wir, dass (13) 
gerade ist, sooft 2 zu D, dagegen ungerade, sooft 2 zu B gehört. Wir 
haben aber: 


16(3)= +0 +2a+4-+1, 
oder, wenn wir a=49 +1, b=4r +2 setzen: 
13)=P?+qg+r+2r +1. 


Es wird daher (13) ungerade sein, wenn r gerade ist; dagegen wird 
(13) gerade sein, wenn r ungerade ist. Hieraus schliessen wir, dass 2 zu 
B gehört, sooft d von der Form 8m -+2, dagegen zu D, sooft b von der 
Form 8m + 6 ist. 


Das Resultat dieser Untersuchungen lässt sich folgendermassen 
aussprechen: 

Die Zahl 2 gehört zu dem Complexe A, B, C oder D, je 
nachdem die Zahl 45 von der Form 4m, 4m +1, 4m +2, oder 
4m + 3 ist. 


22. 


In den ‚„Arithmetischen Untersuchungen“ haben wir die allgemeine 
Theorie der Teilung des Kreises und der Auflösung der Gleichung 
x’ —1=0 dargelegt und unter Anderem gezeigt, dass, wenn u ein Teiler 


ar—1 
der Zahl p — 1 ist, die Function —ı mit Hülfe einer Hülfsgleichung 


b —1 
von der Ordnung px in p. Factoren von der Ordnung an zerlegt werden 


Theorie der biquadratischen Reste. I. Abh. 531 


kann. Ausser der allgemeinen Theorie dieser Auflösung haben wir die 
speciellen Fälle, wo „—=2 oder p=3 ist, in jenem Werke in den 
Artikeln 356—358 gesondert betrachtet und die Hülfsgleichung a priori 
aufzustellen gelehrt, d. h. ohne die Entwicklung des Schemas der kleinsten 
Reste der Potenzen irgend einer primitiven Wurzel für den Modul ». 
Nun werden, auch ohne dass wir darauf hinweisen, aufmerksame Leser 
den engen Zusammenhang des nächsten Falles jener Theorie, d. h. des 
Falles „—=4, mit den hier in den Artikeln 15 bis 20 dargelegten 
Untersuchungen erkennen, mit deren Hülfe auch jener Fall ohne Schwierig- 
keit vollständig erledigt werden kann. Doch sparen wir uns diese Erörterung 
für eine andere Gelegenheit auf, und haben es daher auch vorgezogen, in 
der gegenwärtigen Abhandlung die Untersuchung in rein arithmetischer 
Form ohne irgend welche Rücksichtnahme auf die Theorie der Gleichung 
x«’— 10 durchzuführen. Dagegen wollen wir zum Schlusse noch einige 
andere neue rein arithmetische Sätze, welche mit dem bisher behandelten 
Gegenstande im engsten Zusammenhange stehen, hinzufügen. 


23. 


3 1 ee . . D 

Wenn die Potenz («+ 1)? nach dem Binomialtheorem entwickelt 
wird, so werden in der Entwicklung drei Glieder vorkommen, in denen der 
Exponent von & durch 9 — 1 teilbar ist, nämlich: 


PD PP! und 1, 
wo P den mittleren Coeffiecienten 


39 —1)-4(» —5)-4(pP —5)---4(p +3) 
1 : r 


bezeichnet. Substituiert man also für x der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3,..., 
»—1, so erhält man nach dem Hülfssatze im Artikel 19: 


Le ne 929m 


Erwägt man aber das, was wir im Artikel 19 auseinandergesetzt haben, 
und ferner, dass die Zahlen der Complexe A, B, C, D, zur Potenz mit dem 
Exponenten 4(p—1) erhoben, nach dem Modul p den Zahlen +1, —1, +1, —1 
respective congruent sind, so sieht man leicht, dass 


I (at + 1)? = 4(00) — 4(01) + 4(02) — 4(03) 


und somit nach den am Schlusse der Artikel 18 und 20 angegebenen 
Schematen 


+1 P=_4—2 


wird. Die Vergleichung dieser beiden Werte liefert einen sehr eleganten 
Satz: Man hat nämlich: 
P=2«a (mod. »). 
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Bezeichnet man die vier Producte 


ER A N Dal OR 0 ee m ED 
DI) 3 lLDFB8)-I3(l pH D.... 
#832 19+41809 9) 489 + 9)... .. 


respective mit q, r, s, t, so stellt sich der vorstehende Satz folgender- 
massen dar: 


20= 5 (mod. p). 


Da jeder der Factoren von q sein Complement zu p in £ hat, so ist 
q=t (mod. p), sooft die Anzahl der Factoren gerade ist, d. h. sooft p von 
der Form 8% +1 ist, dagegen g= —t, sooft die Anzahl der Factoren un- 
gerade oder » von der Form 82 +5 ist. Ebenso wird im ersteren Falle 
r=s, im letzteren r=—s. In beiden Fällen ist gr==st, und da man be- 
kanntlich grt=— 1 hat, so wird ar? =—1 und daher gr==+ f (mod. p) 
sein. Verbindet man diese Congruenz mit dem eben gefundenen Satze, so 
erhält man »?=-+2af und daher nach den Artikeln 19 und 20: 


2b=+r: (mod. »).). 


Es ist sehr bemerkenswert, dass die Zerlegung der Zahl » 
durch ganz directe Methoden gefunden werden kann; es wird 
nämlich die Wurzel des ungeraden Quadrats der absolut kleinste Rest von 
Y 
Ip 
4r2 nach dem Modul p» sein. Den Ausdruck 2; : 
gleich 1 wird, kann man für grössere Werte von 9 auch folgendermassen 
darstellen: 


die Wurzel des geraden Quadrats aber der absolut kleinste Rest von 


dessen Wert für p=5 


10 ar) 
2. 3. 4: 5. +4(p—]1) 


Da wir aber überdies wissen, mit welchem Vorzeichen die aus dieser 
Formel hervorgehende Wurzel des ungeraden Quadrats behaftet ist, nämlich 
mit demjenigen, für welches sie von der Form 4m +1 wird, so ist es der 
Beachtung wert, dass ein ähnliches allgemeines Kriterium hinsichtlich des 
Vorzeichens der Wurzel des geraden Quadrats bisher nicht hat gefunden 
werden können. Sollte jemand ein solches finden und es uns mitteilen, so 
würden wir ihm grossen Dank wissen. Inzwischen hielt ich es für gut, die 
Werte der Zahlen «a, b, f, wie sie sich für Werte von p unterhalb 200 aus 


den kleinsten Resten der Ausdrücke pri 4r?, gr ergeben, hier anzufügen. 


*) und ((a =b) = = ( . 


24 
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p a b f 
d +1 + 2 2 
13 —53 — 2 5 
17 +1 — 4 13 
29 + 59 + 2 12 
37 + 1 — 6 31 
41 +5 + 4 9 
53 — 17 — 2 23 
61 +59 — 6 11 
13 — 53 — 8 27 
89 + 9 — 8 34 
97 +.9 + 4 22 
101 + 1 — 10 3 
109 — 59 +10 39 
113 — 7 + 8 15 
137 — 11 + 4 37 
149 — 17 — 10 44 
157 — 11 — 6 129 
175 + 13 + 2 80 
181 + 9 + 10 162 
195 — 7 +12 sl 
197 + 1 — 14 183. 
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Zweite Abhandlung, 
(Commentationes soc. reg.se.Gotting.recentiores. Vol. VII. Gottingae 1832.) 


Ze 


24. 


In der ersten Abhandlung ist das, was zur biquadratischen Klassifikation 
der Zahl + 2 erforderlich ist, vollständig erledigt worden. Wenn wir uns 
nämlich alle durch den Modul p (welcher als Primzahl von der Form 
4n + 1 vorausgesetzt wird) nicht teilbaren Zahlen in vier Klassen 4,,B, 
C, D verteilt denken, je nachdem die einzelnen, auf die Potenz mit dem 
Exponenten 4(p— 1) erhoben, nach dem Modul p den Zahlen + 1, +f 
— 1, —f, wo f eine der beiden Wurzeln der Congruenz ?=—1 (mod. ») 
bezeichnet, congruent werden, so finden wir, dass die Entscheidung 
darüber, welchem Complexe die Zahl +2 zuzurechnen sei, von 
der Zerlegung der Zahl » in zwei Quadrate abhängt, so zwar, 
dass, wenn p=a?+-b? gesetzt wird, wo a? das ungerade, b? das gerade 
Quadrat bezeichnet, und wenn ferner vorausgesetzt wird, dass die Zeichen 
von a, b derart angenommen seien, dass @=1 (mod. 4), b=af (mod. p) 
wird, die Zahl +2 zum Complexe A, B, C, D gehören muss, je nachdem 
36 von der Form 4n, 4n +1, 4n-+2, 4n-+3 respective ist. 

Hieraus ergiebt sich auch unmittelbar die zur Klassifikation der 
Zahl —2 dienende Regel. Da nämlich —1 zur Klasse A für einen 
geraden Wert von 35, zur Klasse C aber für einen ungeraden Wert von 35 
gehört, so wird nach dem Satze des Artikels 7 die Zahl —2 zur Klasse 
A, B, 0, D gehören, je nachdem 35 von der Form 4n, 4n+3, 4n-+2, 
4n + 1 respective ist. 


RE R 
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Diese Sätze lassen sich auch in folgender Weise ausdrücken: 


Es gehört | +2 — 2 
| 
| 


zum Complexe | wenn b nach dem Modul 8 congruent wird: 


A 0 0 
B 2a 6a 
C 4a 4a 
D 6a 2a. 


Man erkennt leicht, dass die Sätze, in dieser Weise ausgesprochen, 
nicht mehr von der Bedingung a = 1 (mod. 4) abhängen, sondern auch noch 
gelten, wenn a=3 (mod. 4) ist, wofern nur die andere Bedingung af=b 
(mod. p) gewahrt bleibt. 

Ebenso leicht sieht man, dass der Inhalt dieser Sätze in eleganter 
Weise ineineeinzige Formelzusammengezogen werden kann, nämlich: 

Werden a und b positiv genommen, SO ist stets: 


pie — „aeg mod. p). 


DD 


5. 

Wir wollen jetzt zusehen, inwieweit die Induction die 
Klassifikation der Zahl 3 ergiebt. Wird die Tafel des Artikels 11 
weiter fortgesetzt (indem immer die kleinste primitive Wurzel genommen 
wird), so zeigt dieselbe, dass + 3 gehört 


zum Complexe 


A für B für C für D für 

p a b 2.0Q b » a b p as, 
131— 3|+ 2| 17 |)+ 1 — see 16. | le 
1091— 3|-+10 9a BE 2 61) + 9, 0 41\+ 5|— 4 
1831)-+ 9|+10 53 Ile 2 A El -+ 10 
193|— 7|—12 891+ 5I— 8 7|+ 9 4108, lol 2. 
99!1—-15|+ 2| 101 |+ 1/+ 101157 — 111 —6 
977 + 9 +14 | 113] — 7I— 8241151 —4 

137 | — 11|— 4 

197|)+ 11—14 

233|+13|+ 8 

957|+ 11— 16 

969|+13| +10 

2381|+ 5I+16 

293)+17|+ 2 


Auf den ersten Blick wenigstens bemerken wir keinen einfachen 
Zusammenhang zwischen den Werten der Zahlen a, b, welchen derselbe 
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Complex entspricht. Wenn wir aber erwägen, dass eine ähnliche Unter- 
scheidung in der Theorie der quadratischen Reste sich hinsichtlich der 
Zahl — 3 nach einer einfacheren Regel bewerkstelligen lässt als hinsichtlich 
der Zahl +3, so erhalten wir die Hoffnung auf einen ebenso glücklichen 
Erfolg in der Theorie der biquadratischen Reste. Wir finden aber, dass 
— 3 gehört zum Complex 


B für C für D für 
[7 


Q 
SS 


+++ 
+1 + 
m» oo 


| 
HwonlHsor m 


115 
157 
149 
175 
235 
257 
281 


re 


Su 89-85 


una) 
Tr 2 
te 
7710 
E16 


| 
a 


[Ber 


TE 


++ ++ | 


[br 


und hierbei springt das Inductionsgesetz unmittelbar in die Augen, Es 
gehört nämlich — 3 zum Complex 


A, sooft b durch 3 teilbar oder D=0 (mod. 3) ist, 
B, sooft a+b durch 3 teilbar oder b= 9a (mod. 3) ist, 
C, sooft @ durch 3 teilbar oder «= 0 (mod. 3) ist, 
D, sooft «—b durch 3 teilbar oder b=a (mod. 3) ist, 


26. 


Ferner finden wir, dass die Zahl #5 zu rechnen ist zum Com- 
plexe 
A für 9= 101, 109, 149, 181, 269 
Berp- 3 I, 9, 3a, 157, 193, 197, 233, 377, 293 
C fürp= 29, 4, 61, 89, 229, 241, 281 
D für p= 37, 58, 113, 13%, 173, 297. 


Betrachten wir die Werte der Zahlen a, b, welche den einzelnen p 
entsprechen, so erkennen wir hier das Gesetz ebenso leicht, wie für die 
Klassifikation der Zahl — 3. Wir kommen nämlich auf den Complex 


4, sooft b=0 (mod. 5) 
BD, softb =a 

C, sooft a=0 

D, sooft b=4a. 
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Es ist augenscheinlich, dass diese Regeln sämtliche Fälle umfassen, da 


ist, da nach Voraussetzung p eine von 5 verschiedene Primzahl ist. 
’ oO 


27. 

Ebenso ergiebt die Induction, wenn man sie auf die Zahlen — 7, — 11, 
+ 15, + 17, — 19, — 23 anwendet und weit genug fortsetzt, die folgenden 
Regeln: 
Für die Zahl —7. 
a=0 oder b=0 (mod. 7) 
b=4a oder b= 54 
b=a oder b=6u 
D | b=2a oder b=3a. 


abs 


Für die Zahl — 11. 
A|b=0, 5a oder 6a (mod. 11) 


B|b=a, 3a oder 4a 
C| a=0 oder b=2a oder 9a 
D|b=7a, 8a oder 10a. 
. Für die Zahl + 13. 

A | b=(0, 4a, 9a (mod. 13) 
B®=6a; lie, 120 
C a=0,Ddbe 34, 190 
Di6=@, 20,18. 

Für die Zahl + 17. 
41/8 —0:;8—=D, a, 100 (mod; 17) 
B|b=2a, 6a, da, 14a 
0|db=5a, 7a, 10a, 124 
Di 5b 9a, 9a, lie, 15a. 

Für die Zahl — 19. 
A| b=0, 2a, da, 14a, 17a (mod. 19) 
b|b=3a, 7a, 11a, 13a, 18a 
ea b=44 9%, 100, 15a 
D|5=.a, 6a, 8a, 12a, 16a, 

Für die Zahl — 23. 
41:00; b=0, 78, ,104,.134,.16@ (mod. 23) 
Bb|b=2a, 3a, 4a, 11a, 15a, 17a 
05 DD 4,.004 9a, 140. 18a, 228 
D\b=6a, 3a, 12a, 19a, 20a, 2la. 
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28. 


Die auf diese Weise durch Induction gefundenen speciellen Sätze finden 
sich bestätigt, wie weit man die Induction auch fortsetzen möge, und lassen 
eine sehr hübsche Form der Kriterien erkennen. Vergleicht man sie aber 
unter einander, um allgemeine Schlüsse daraus abzuleiten, so bieten sich 
sogleich auf den ersten Blick die folgenden Bemerkungen dar. 


Die Kriterien, nach denen entschieden wird, zu welcher Klasse eine 
Primzahl +g (wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
q von der Form 4%» +1 oder von der Form 4%» -+-3 ist) zu rechnen ist, 
hängen von den Formen der Zahlen a, b ab, wenn man dieselbe in Bezug 
auf den Modul q mit einander vergleicht. Nämlich 


I. Ist a=0 (mod. g), so gehört +gq zu einem bestimmten Complexe, 
und zwar ist derselbe A für g=[17, 17, 23 und C für g=3, 11, 13, 19, wo- 
nach sich vermuten lässt, dass der erstere Fall allgemein stattfindet, wenn q von 
der Form 8» # 1, der letztere aber, wenn q von der Form 8” + 3 ist. Übrigens 
sind die Complexe B und D bereits ohne Induction ausgeschlossen für einen 
durch g teilbaren Wert von a, in welchem Falle p=b? (mod. gq) wird, d.h. 
in welchem Falle » quadratischer Rest von g ist und daher dem Fundamen- 
taltheorem zufolge & g quadratischer Rest von p sein muss. 


II. Ist «a durch q nicht teilbar, so hängt das Kriterium von dem Werte 
des Ausdrucks : (mod. g) ab. Dieser Ausdruck besitzt allerdings q verschiedene 


Werte, nämlich die Werte 0, 1,2, 3,...,9— 1; wenn aber q von der Form 
4n + list, so sind die beiden Werte des Ausdrucks V- 1 (mod. g) auszu- 


schliessen, welche offenbar nicht Werte des Ausdrucks - (mod. q) sein können, 
da stets vorausgesetzt wird, dass p = a? + b? eine von g verschiedene Primzahl 
sei. Daher ist die Anzahl der zulässigen Werte des Ausdrucks 2 (mod. q) 


gleich g — 2 fürg= 1 (mod. 4), während sie gleich g bleibt für g=3 (mod.4). 

Nun zerfallen diese Werte in vier Klassen, nämlich so, dass die einen, 
welche unbestimmt mit « zu bezeichnen sind, dem Complexe A, andere 
mit ß zu bezeichnende dem Complexe B, andere, y genannt, dem Complexe O, 
endlich die übrigen, mit ö bezeichnet, dem Complexe D entsprechen, in der 
Weise nämlich, dass +g zum Complexe A, B, C, D zu rechnen ist, je nach- 
dem man b=oa, b=ßa, b=ya, b=öa (mod. g) hat. 

Das Gesetz dieser Verteilung aber scheint ziemlich versteckt zu liegen, 
obwohl sich einige allgemeine Bemerkungen unmittelbar machen lassen. 
Die Anzahl in drei Klassen ist dieselbe, nämlich gleich 4(g —1) oder 
4(q+1), während sie in der einen (und zwar in derjenigen, welche dem 
Complexe mit dem Kriterium «a=0 entspricht) um Eins kleiner ist, so dass 
die Anzahl aller verschiedenen Kriterien hinsichtlich der einzelnen Complexe 
dieselbe ist, nämlich gleich 4(g— 1) oder +(g-+ 1). Ferner bemerken wir, 
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dass O stets in der ersten Klasse (unter a) vorkommt, sowie dass die 
Complemente der Zahlen «a, ß, y, © zu g, nämlich g—a, g—ß, qa—y 
q— 5 respective in der ersten, vierten, dritten, zweiten Klasse enthalten 
sind. Endlich sehen wir, dass die Werte der Ausdrücke ; 7 n, : 
(mod. g) zur ersten, vierten, dritten, zweiten Klasse gehören, wenn das 
Kriterium a=0 dem Complexe A entspricht, dagegen zur dritten, zweiten, 
ersten, vierten Klasse respective, wenn das Kriterium a=0 sich auf den 
Complex C bezieht. Hierauf aber ist so ziemlich alles, was sich durch 
Induction erreichen lässt, beschränkt, wenn wir uns nicht anmassen wollen, 
das, was unten aus natürlichen Quellen abgeleitet werden wird, hier voraus- 


gesehen zu haben. 


29. 


Bevor wir weiter gehen, wollen wir bemerken, dass die Kriterien 
für Primzahlen (positiv genommen, wenn sie von der Form 4» +1, 
negativ, wenn sie von der Form 4» -+-3 sind) zur Entscheidung für 
alle übrigen Zahlen ausreichen, wenn man nur den Satz des 
Artikels 7 und die Kriterien für —1 und +2 zu Hülfe nimmt. So werden 
z. B., wenn man die Kriterien für die Zahl + 3 haben will, die im Artikel 25 
angegebenen auf die Zahl — 3 sich beziehenden Kriterien auch noch gelten 
für +3, wenn 4b eine gerade Zahl ist, dagegen müssen die Complexe A, 
B, C, D mit den Complexen CO, D, A, B vertauscht werden, wenn 35 eine 
ungerade Zahl ist, so dass wir die folgenden Regeln erhalten. 


+3 gehört 
zum Complexe | wenn 


A b==0 (mod. 12) oder gleichzeitig a=0(mod. 3) und b=2 (mod. 4) 
B b=8a oder 10a (mod. 12) 
Ü b=6a(mod. 12) oder gleichzeitiga=0 (mod, 3)und b=0(mod.4) 
D b=2@ oder 4a (mod. 12). 


Ebenso werden die Kriterien für #6 aus der Verbindung der Kriterien 
für F2 und —3 abgeleitet, nämlich: 


+6 gehört 
zum Gomplexe | wenn 
A DL, 2a, 22a (mod. 24) oder gleichzeitig «a =0 (mod. 3 
und b=4@ (mod. 8) 
B b=4a, 6a, 8a (mod. 24) oder gleichzeitig @=0 (mod. 3 
und D=2« (mod. 8) 
Ü b=10a, 12a, 14a (mod. 24) oder gleichzeitig a=0 (mod. 3) 
und 5=0 (mod. 8) 
D b=16a, 18a, 20a (mod. 24) oder gleichzeitig «=0 (mod. 3) 
und b=6«a (mod. 8). 
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— 6 aber gehört 

zum Complexe| wenn 
A b=0, 10a, 14a (mod. 24) oder gleichzeitig «a=0 (mod. 3) 
und b=4a (mod. 8) 
B b=4a, 8a, 18a (mod. 24) oder gleichzeitig «= 0 (mod. 3) 
und b= 64 (mod, 8) 
C b=2a, 12a, 22a (mod. 24) oder gleichzeitig «= 0 (mod. 3) 
. 8) 
D b=6a, 16a, 20@ (mod. 24) oder gleichzeitig «= 0 (mod. 3) 
und b=2a (mod. 8). 


Auf analoge Weise setzen sich die Kriterien für die Zahl +21 aus den 
Kriterien für —3 und — 7, die Kriterien für — 105 aus den Kriterien für 
— 1, —3, +5, —7, u. 8. w, zusammen. 


30. 

So liefert uns also die Induction eine reiche Ernte von speciellen Sätzen, 
welche dem Satze für die Zahl 2 verwandt sind; aber man vermisst ein 
gemeinschaftliches Band, man vermisst strenge Beweise, da die Methode, 
durch welche wir in der ersten Abhandlung die Zahl 2 erledigt haben, eine 
weitere Anwendung nicht gestattet. Es fehlt zwar nicht an verschiedenen 
Methoden, mittelst deren man die Beweise für specielle Fälle erhalten kann, 
besonders diejenigen, welche sich auf die Verteilung der quadratischen 
Reste unter die Complexe A und C beziehen; indessen halten wir uns mit 
diesen nicht auf, da wir eine allgemeine, alle Fälle umfassende Theorie 
wünschen müssen. Nachdem wir schon im Jahre 1805 über diesen Gegen- 
stand nachzudenken begonnen hatten, kamen wir bald zu der Überzeugung, 
dass die natürliche Quelle einer allgemeinen Theorie in einer 
Erweiterung des Feldes der Arithmetik zu suchen sei, wie wir schon 
im Artikel 1 angedeutet haben. 

Während nämlich die höhere Arithmetik in den bisher behandelten 
Fragen es nur mit ganzen reellen Zahlen zu thun hat, erscheinen die auf die 
biquadratischen Reste bezüglichen Sätze nur dann in ihrer ganzen Einfach- 
heit und natürlichen Schönheit, wenn das Feld der Arithmetik auch 
auf die imaginären Zahlen erstreckt wird, so dass ohne Einschränkung 
die Zahlen von der Form a+bi das Object derselben bilden, wo, wie 
gewöhnlich, ö die imaginäre Grösse yY— 1 und a, b unbestimmt alle ganzen 
reellen Zahlen zwischen — » und + & bezeichnen. Derartige Zahlen 
werden wir ganze complexe Zahlen nennen, so zwar, dass die reellen den 
complexen Zahlen nicht gegenübergestellt, sondern als eine besondere Art 
von diesen betrachtet werden. Die gegenwärtige Abhandlung wird 
sowohl die elementare Lehre von den complexen Grössen als 
auch die ersten Anfänge der Theorie der biquadratischen Reste 
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enthalten, deren vollkommene Ausbildung wir uns in einer nachfolgenden 
Fortsetzung zur Aufgabe setzen werden.”) 


31. 


Vor allen Dingen schicken wir einige Benennungen voraus, deren 
Einführung eine grössere Kürze und Durchsichtigkeit ermöglichen wird. 


Das Gebiet der complexen Zahlen «-+bi enthält: 


I. Die reellen Zahlen, in denen d5=0 ist, und unter diesen je nach 
der Beschaffenheit von @ 
1) die Null, 
2) die positiven Zahlen, 
3) die negativen Zahlen; 


II. Die imaginären Zahlen, in denen d von Null verschieden ist. Hier 
werden wiederum unterschieden 


1) imaginäre Zahlen ohne reellen Teil, d.h. solche, in denen «= 0 ist, 
2) imaginäre Zahlen mit reellem Teil, d. h. solche, in denen weder 
b noch a gleich Null ist. 


Die ersteren kann man, wenn man will, reine imaginäre Zahlen, die 
andern gemischte imaginäre Zahlen nennen. 


In dieser Theorie benutzen wir vier Einheiten: +1, —|1, 
+6, —i, welche einfach die positive, die negative, die positiv imaginäre, 
die negativ imaginäre Einheit heissen sollen. 

Die drei Producte aus irgend einer complexen Zahl in eine der Zahlen 
— 1, +i, —i, werden wir die jener associierten Zahlen nennen. Mit 
Ausnahme der Null (welche sich selbst associiert ist) sind also stets je vier 
verschiedene Zahlen einander associiert. 


Dagegen nennen wir diejenige Zahl, welche aus einer complexen Zahl 
durch Vertauschung von ö mit —ö hervorgeht, die zu ihr conjugierte Zahl. 
Unter den imaginären Zahlen sind also stets je zwei verschiedene 
conjugiert, während die reellen Zahlen sich selbst conjugiert sind, wofern 
man diese Benennung auf diese Zahlen ausdehnen will. 


Das Product aus einer complexen Zahl und der zu ihr con- 
jugierten Zahl nennen wir die Norm einer jeden von beiden. Für eine 
reelle Zahl ist daher ihr Quadrat als Norm zu betrachten. 


*) Nur nebenbei wollen wir hier wenigstens noch bemerken, dass eine derartige 
Erweiterung des Feldes der Theorie der biquadratischen Reste besonders angepasst 
ist. Die Theorie der kubischen Reste muss in ähnlicher Weise auf die Betrachtung 
der Zahlen von der Form a+bh, wo h eine imaginäre Wurzel der Gleichung 
»®—1—0, etwa = —1+ V}.i ist, gegründet werden, und ebenso erfordert die 
Theorie der Reste der höheren Potenzen die Einführung anderer imaginärer Grössen. 
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Allgemein hat man je acht mit einander im Zusammenhang stehende 
Zahlen, nämlich: 
a+bi| a—bi 
—b+a| —b—ai 
— a—b| —a+bi 
b— «ai b+ai; 


hierbei sehen wir zwei Quaternionen von associierten Zahlen und vier Paare 
von conjugierten Zahlen, und die gemeinschaftliche Norm aller ist a? -+- b2, 
Die acht Zahlen reducieren sich aber auf vier verschiedene, wenn entweder 
a=-b oder eine der beiden Zahlen a, b gleich O ist. 

Aus den angegebenen Definitionen ergiebt sich sogleich Folgendes: 

Dem Producte zweier complexen Zahlen ist das Product aus 
den zu ihnen conjugierten Zahlen conjugiert. 

Dasselbe gilt von dem Producte mehrerer Factoren sowie auch von den 
Quotienten. 

Die Norm des Products aus zwei complexen Zahlen ist gleich 
dem Product der Normen jener Zahlen. 

Dieser Satz erstreckt sich auch auf Producte aus beliebig vielen Faetoren 
und auf Quotienten. 

Die Norm jeder complexen Zahl (mit Ausnahme der Null, was wir 
von hier ab meistens stillschweigend hinzudenken) ist eine positive Zahl. 

Ferner steht nichts im Wege, unsere Definitionen auf gebrochene oder 
selbst irrationale Werte von a, b auszudehnen; aber @-+ bi soll nurdann 
eine ganze complexe Zahl genannt werden, wenn jede der beiden 
Zahlen a,b ganz, und nur dann eine rationale Zahl, wenn jede der beiden 
Zahlen a, b rational ist. 


32. 
Der Algorithmus der arithmetischen Operationen bezüglich der com- 
plexen Zahlen ist allgemein bekannt; die Division wird durch Einführung 
der Norm auf die Multiplikation zurückgeführt, da man hat: 


anbi. y; c—dh ac+bd be-ad. 
un 2 + ezraTt ara" 


Die Ausziehung der Quadratwurzel geschieht mit Hülfe der Formel: 
IE SRORERSERR, REN 
EIER CE a@+b?-+a a@+b? —a 
vorn (Fre —) 


wenn db eine positive Zahl, oder mit Hülfe der Formel: 


nn 'y area ern 
ya +-b== y' a iy 3 ; 
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wenn b eine negative Zahl ist. Welchen Nutzen die Transformation der 
complexen Grösse «+ bi in r (cos +isin ) für die Erleichterung der 
Rechnung bietet, damit brauchen wir uns hier nicht aufzuhalten. 


33. 


Eine ganze complexe Zahl, welche sich in zwei von den Einheiten 
verschiedene*) Faetoren zerlegen lässt, nennen wir eine zusammengesetzte 
complexe Zahl; dagegen heisst eine Zahl, welche eine solche Zerlegung 
nicht zulässt, eine complexe Primzahl, Hieraus geht sogleich hervor, 
dass jede zusammengesetzte reelle Zahl auch eine zusammengesetzte com- 
plexe Zahl ist. Dagegen kann eine reelle Primzahl eine zusammen- 
gesetze complexe Zahl sein, und zwar wird dies gelten von der Zahl 
2 und allen reellen positiven Primzahlen von der Form 4» +1 (mit Aus- 
nahme der Zahl 1), da man diese bekanntlich in zwei positive Quadrate 
zerlegen kann; z.B. wird 2 = (1+91—),5= (I+M) (1 — 2%), B= 
8+29)8 — 23), Y=(1+M) (1 —%) u. Ss w. 

Dagegen sind die positiven reellen Primzahlen von der 
Form 4n-+3 stets auch complexe Primzahlen. Denn wenn eine 
solche Zahl g=(a+bi) (a-+-ßi) wäre, so würde auch g= (a — bi) (a — Bi) 
und daher = (a?-+b2)(a?-+-ß?) sein; nun kann aber g? nur auf eine 
einzige Weise in positive Factoren, welche grösser als l sind, zerlegt werden, 
nämlich in gg, so dass g=a?+b?—= a?+ß? sein müsste. Dies ist aber 
absurd, da die Summe zweier Quadrate nicht von der Form 42 +3 sein 
kann. 

Bei den negativen reellen Zahlen gelten offenbar dieselben Benennun- 
gen wie bei den positiven und dasselbe gilt von den reinen imaginären 
Zahlen. 

Es bleibt daher nur übrig zu zeigen, wie man beiden gemisch- 
ten imaginären Zahlen die zusammengesetzten von den primen 
Zahlen unterscheiden kann, und dies geschieht durch den folgenden 
Satz. 


Satz. Jede ganze gemischte imaginäre Zahl a+bi ist 
entweder eine complexe Primzahl oder eine zusammengesetzte 
Zahl, je nachdem ihre Norm entweder eine reelle Primzahl oder 
eine zusammengesetzte Zahl ist. 

Beweis. I. Da die Norm einer zusammengesetzten complexen Zahl 
stets eine zusammengesetzte Zahl ist, so muss offenbar eine complexe Zahl, 
deren Norm eine reelle Primzahl ist, notwendig eine complexe Primzahl 
sein. Dies ist der erste Teil des Satzes. 


II. Ist aber die Norm a? -+ b? eine zusammengesetzte Zahl, so sei 9 


®) oder, was dasselbe ist, in solche. Factoren, deren Normen grösser als die 
Einheit sind. 
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eine reelle positive Primzahl, welche in jener aufgeht. Nun sind zwei 
Fälle zu unterscheiden, 

1. Ist p von der Form 4n-H-3, so kann bekanntlich a? + D? durch p 
nur teilbar sein, wenn » gleichzeitig in a und b aufgeht, so dass also 
a + bi eine zusammengesetzte Zahl sein wird. 

2. Ist » nicht von der Form 4» +3, so lässt sie sich sicher in zwei 
Quadrate zerlegen; wir setzen daher y—=a?+ß? Da 


(aa + DB) (aa — DB) = a?(a? + 2) — B2(a? + 02) 
und daher durch 9 teilbar ist, so wird sicher p in einem der beiden 
Factoren aa + bB, ax — bB aufgehen, und da ferner 
(aa + dB)? + (aa — aß)? = (aa — bB)? + (ba + aß)? = (a? + 6?) (a? + B?) 

und somit durch p? teilbar ist, so wird offenbar in dem ersteren Falle auch 
ba— aß, in dem letzteren ba-+ aß durch p teilbar sein müssen. Daher ist 
in dem ersteren Falle 

a+ A a ah 

ern » 


’ 


in dem letzteren aber 
Mans up ie ea 
0. — Bi » 2 


eine ganze complexe Zahl. Da somit die gegebene Zahl entweder durch 
«+ ßi oder durch « — ßs teilbar ist und die Norm des Quotienten, nämlich 
a? +- b? a. \ : 

> nach Voraussetzung von der Einheit verschieden ist, so folgt, 
dass @+bi in beiden Fällen eine zusammengesetzte complexe Zahl ist. 
Dies ist der zweite Teil des Satzes. 


34. 

Es wird daher die Gesamtheit der complexen Primzahlen dureh 
folgende vier Arten vollständig erschöpft: 

1. die vier Einheiten 1, +i, —1, —i, die wir jedoch, sobald wir 
von Primzahlen handeln, meistens stillschweigend als ausgeschlossen 
betrachten werden. 

2. die Zahl 1-+H mit den drei zu ihr associierten Zahlen — 1-5, 
—1—,1-—i. 

3). die reellen positiven Primzahlen von der Form 4» +3 mit den drei 
zu ihnen associierten Zahlen. 

4). die complexen Zahlen, deren Normen reelle die Einheit übersteigende 
Primzahlen von der Form 4» +1 sind, und zwar werden einer jeden 
gegebenen Norm dieser Art je acht complexe Primzahlen und nicht mehr 
entsprechen, da eine solche Norm nur auf eine einzige Weise in zwei 
Quadrate zerlegt werden kann. 
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30. 


Ebenso wie die reellen ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen 
und jene wiederum in gerademal gerade und ungerademal gerade zerfallen, 
so bietet sich auch bei den complexen Zahlen ein ebenso wesentlicher Unter- 
schied dar. Sie sind nämlich 

entweder durch 1+ö nicht teilbar, z. B. die Zahlen « + bi, wo 
die eine der Zahlen a, b ungerade, die andere gerade ist, 

oder durch 1-+i aber nicht durch 2 teilbar, wenn jede der 
beiden Zahlen a, b ungerade ist, . 

oder durch 2 teilbar, wenn jede der beiden Zahlen a, b gerade ist. 

Die Zahlen der ersten Klasse können passend ungerade, die der 
zweiten Klasse halbgerade, die der dritten Klasse gerade complexe 
Zahlen genannt werden. 

Das Produet aus mehreren complexen Factoren ist stets ungerade, wenn 
sämtliche Factoren ungerade sind; es ist halbgerade, wenn ein Factor halb- 
gerade, die übrigen ungerade sind; es ist aber gerade, wenn unter den 
Factoren entweder mindestens zwei halbgerade vorkommen oder wenigstens 
einer gerade ist, 

Die Norm jeder ungeraden complexen Zahl ist von der Form 
4n +1; die Norm einer halbgeraden Zahl von der Form 8% -+ 2; 
endlich ist die Norm einer geraden Zahl das Product aus einer 
Zahl von der Form 4"+1 und der Zahl 4 oder einer höheren 
Potenz von 2. 


36. 


Da der Zusammenhang zwischen je vier associierten complexen Zahlen 
dem Zusammenhang zwischen zwei entgegengesetzten reellen Zahlen (d. h. 
zwischen zwei Zahlen, die absolut genommen gleich, aber mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen behaftet sind) analog ist, und von diesen allgemein 
die positive gleichsam als primäre Zahl mit Recht betrachtet zu werden 
pflegt, so entsteht die Frage, ob eine ähnliche Unterscheidung zwischen je 
vier associierten complexen Zahlen festgestellt werden kann und für nützlich 
erachtet werden muss. Um diese Frage zu entscheiden, muss man erwägen, 
dass das Prinzip der Unterscheidung derart beschaffen sein muss, dass das 
Product zweier Zahlen, welche unter den zu ihnen associierten als primäre 
Zahlen gelten, immer eine primäre Zahl unter den zu ihm associierten Zahlen 
wird. Wir überzeugen uns aber bald, dass es ein solches Prinzip überhaupt 
nicht giebt, wofern nicht die Unterscheidung auf ganze Zahlen beschränkt wird; 
ja eine nutzbringende Unterscheidung wird sogar nur auf die ungeraden 
Zahlen beschränkt sein. Für diese aber kann das vorgesteckte Ziel auf 
doppelte Weise erreicht werden, nämlich 

I. Das Product aus zwei Zahlen «a + bi, «+ b’i, welche so beschaffen 
sind, dass a, a’ von der Form 4» +1 und b, b’ gerade sind, wird dieselbe 


Eigenschaft besitzen, so dass also der reelle Teil =1(mod.4) und der 
Gauss, 35 
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imaginäre Teil gerade wird. Und man sieht leicht, dass unter vier 
associierten ungeraden Zahlen nur eine unter jener Form enthalten ist. 

II. Wenn die Zahl «+ bi so beschaffen ist, dass a — 1 und b entweder 
gleichzeitig gerademal gerade oder gleichzeitig ungerademal gerade sind, 
so wird ihr Product mit einer complexen Zahl von derselben Form dieselbe 
Eigenschaft besitzen, und man sieht leicht, dass von je vier associierten 
ungeraden Zahlen nur eine unter jener Form enthalten ist. 


Von diesen beiden ungefähr gleich zweckmässigen Prinzipien werden 
wir das letztere wählen; wir werden nämlich unter vier associierten ungeraden 
complexen Zahlen diejenige als primäre Zahl betrachten, welche nach dem 
Modul 2-+% der positiven Einheit _congruent wird; hierdurch werden wir 
mehrere ausgezeichnete Sätze in grösserer Kürze aussprechen können. So 
sind z. B. die complexen Primzahlen —1+2%, —1—-2%3, +3+2, 
+3—%, +1+4, +1-—4, ... primäre Zahlen, ebenso die reellen 
—3, -—, —11,—19,...., die offenbar immer mit negativem Vorzeichen 
zu versehen sind. Die zu einer ungeraden complexen primären Zahl 
conjugierte Zahl wird ebenfalls primäre Zahl sein. 

Für halbgerade und gerade Zahlen im Allgemeinen würde eine ähnliche 
Unterscheidung allzu willkürlich und zu wenig nützlich sein. Von den 
assocüerten Primzahlen 1+i, 1—i, —1l-+i, —1-—i können wir zwar 
eine vor den übrigen als primäre Zahl auswählen, auf zusammengesetzte 
Zahlen werden wir aber eine solche Unterscheidung nicht ausdehnen. 


37. 


Wenn unter den Factoren einer zusammengesetzten complexen Zahl 
solche vorkommen, welche selbst zusammengesetzt sind, und diese wieder 
in ihre Factoren zerlegt werden, so wird man offenbar schliesslich zu 
Primfaetoren kommen, d. h. jede zusammengesetzte Zahl ist in 
Primfactoren zerlegbar. Finden sich unter diesen welche, die nicht 
primäre Zahlen sind, so substituiere man an deren Stelle das Product aus 
der associierten primären Zahl in ö, —1 oder —i. Aufdiese Weise ergiebt 
sich, dass jede zusammengesetzte complexe Zahl M auf die Form reduciert 
werden kann: 


M—i"A"B°0T..., 


derart, dass A, B, C... von einander verschiedene prime complexe primäre 
Zahlen sind und » = 0, 1, 2 oder 3 ist. Von einer solchen Zerlegung gilt der 
Satz, dass dieselbe nur auf eine einzige Weise möglich ist, ein Satz, der 
bei oberflächlicher Betrachtung allerdings an sich klar erscheinen könnte, 
aber jedenfalls eines Beweises bedarf. Zu diesem bahnt der folgende Satz 
den Weg. 

Satz. Das Product M—= A"BPC!..., in welchem A, B,(, ... 
verschiedene prime complexe primäre Zahlen bezeichnen, kann 
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durch keine primäre complexe Primzahl teilbar sein, die nicht 
unter A, B,C, ... enthalten ist. 

Beweis. Es sei P eine primäre complexe Primzahl, die nicht unter 
A, B, C,... enthalten ist, und es seien p, a,b, c... die Normen der Zahlen 
P, A, B, C... Hieraus folgt leicht, dass die Norm der Zahl M gleich 
a’d®et... ist, so dass diese Zahl durch p teilbar sein müsste, wenn M 
durch » teilbar wäre. Da die einzelnen Normen entweder reelle Primzahlen 
(aus der Reihe 2, 5, 13, 17,...) oder die Quadrate reeller Primzahlen (aus 
der Reihe 9, 49, 121,...) sind, so ist unmittelbar klar, dass jenes nur statt- 
finden kann, wenn » mit irgend einer Norm a,d,c... identisch wird; wir 
nehmen daher y=a«a an. Da aber nach Voraussetzung P und A von ein- 
ander verschiedene primäre complexe Primzahlen sind, so sieht man leicht, dass 
dieses gleichzeitig nur bestehen kann, wenn P und A conjugierte complexe 
Zahlen sind und somit p=a eine ungerade reelle Primzahl (nicht das 
Quadrat einer Primzahl) ist; wir setzen daher A=k+Üd, P=k—ü. 
Hiernach wird (indem wir den Begriff und die Bezeichnung der Congruenz 
auf ganze complexe Zahlen ausdehnen) A = 2% (mod. P), woraus leicht folgt: 


M=2"%B°O!... (mod. P). 

Sobald also M durch ? teilbar angenommen wird, wird auch 

a 
durch ? teilbar und somit auch die Norm dieser Zahl, welche gleich 

Del... 
ist, durch p teilbar sein. Da aber 2 und % durch p sicher nicht teilbar 
sind, so folgt hieraus, dass » mit irgend einer der Zahlen db, c... identisch 
sein muss. Es sei z.B. p=b. Hieraus schliessen wir aber, dass entweder 
B=k+üÜ oder B=k-—Ü, d.h. entweder B=A oder B=P ist, was 
beides der Voraussetzung widerspricht. 

Aus diesem Satze leitet man den andern, dass die Zerlegung in Prim- 

factoren nur auf eine einzige Weise möglich ist, sehr leicht her, und zwar 
durch Schlüsse, die denen, welche wir in den „Arithmetischen Untersuchungen“ 


(Artikel 16, vgl. oben S. 7) benutzt haben, vollkommen analog sind; daher 
würde es überflüssig sein, uns hier damit aufzuhalten. 


38. 


Wir gehen jetzt zu der Congruenz der Zahlen nach complexen 
Modulnüber. Am Eingange dieser Untersuchung ist es aber zweckmässig an- 
zugeben, aufwelche Weise die complexen Zahlen veranschaulicht werden können. 

Ebenso wie jede reelle Grösse durch einen von einem willkürlichen 
Anfangspunkte aus zu nehmenden nnd nach einem willkürlichen als Einheit 
genommenen Segmente abzumessenden Teile einer nach beiden Seiten 
unendlichen geraden Linie ausgedrückt und somit durch den andern End- 


35* 
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punkt desselben dargestellt werden kann derart, dass die Punkte auf der 
einen Seite des Anfangspunktes die positiven, die Punkte auf der andern 
Seite die negativen Grössen repräsentieren, so kann auch jede complexe 
Grösse dargestellt werden durch irgend einen Punkt in einer unendlichen 
Ebene, in welcher eine bestimmte Gerade zur Darstellung der reellen Grössen 
dient, nämlich die complexe Grösse &+iy durch einen Punkt, dessen 
Abseisse gleich x und dessen Ordinate (auf der einen Seite der Abseissen- 
linie positiv, auf der andern negativ genommen) gleich y ist. Auf diese Weise 
kann gesagt werden, dass jede beliebige complexe Grösse den Unterschied 
zwischen der Lage des Punktes, zu dem sie gehört, und der Lage des 
Anfangspunktes messe, wenn die positive Einheit eine willkürliche aber 
bestimmte Abweichung nach einer willkürlichen aber bestimmten Richtung 
hin, die negative Einheit eine ebenso grosse Abweichung nach der entgegen- 
gesetzten Richtung, endlich die imaginären Einheiten ebenso grosse Ab- 
weichungen nach zwei darauf senkrechten nach beiden Seiten gehenden 
Richtungen hin bezeichnen. 

Auf diese Weise wird die Methaphysik der Grössen, welche wir 
imaginäre nennen, in ein ausgezeichnetes Licht gestellt. Wenn der Anfangs- 
punkt mit (0) bezeichnet wird, und die beiden complexen Grössen m, m’ 
sich auf die Punkte M, M' beziehen, deren Lagen in Bezug auf den 
Punkt (0) sie ausdrücken, so wird die Differenz m — m’ nichts anderes 
ausdrücken als die Lage des Punktes M in Bezug auf den Punkt M’; 
andrerseits wird man, wenn das Product mm’ die Lage des Punktes N in 
Bezug auf (0) darstellt, leicht einsehen, dass diese Lage ebenso bestimmt 
wird durch die Lage des Punktes M in Bezug auf (0), wie die Lage des 
Punktes M’ durch die Lage desjenigen Punktes, welchem die positive 
Einheit entspricht, bestimmt wird, so dass man nicht unpassend sagen 
kann, die Lagen der den complexen Grössen mm’, m, m’, 1 entsprechenden 
Punkte bilden eine Proportion. Doch behalten wir uns eine ausführlichere 
Behandlung dieses Gegenstandes für eine andere Gelegenheit vor. Die 
Schwierigkeiten, mit denen man die Theorie der imaginären Grössen 
umgeben geglaubt hat, haben ihren Grund grossenteils in den wenig 
schicklichen Benennungen (sind sie doch sogar von Einigen mit dem miss- 
klingenden Namen unmöglicher Grössen belegt worden). Hätte man, aus- 
gehend von den Vorstellungen, welche Mannigfaltigkeiten von zwei 
Dimensionen (wie sie in grösster Reinheit in den räumlichen Anschauungen 
erblickt werden) darbieten, die positiven Grössen directe, die negativen 
inverse, die imaginären laterale Grössen genannt, so wäre Einfachheit 
anstatt Verwirrung, Klarheit anstatt Dunkelheit die Folge gewesen. 


39. 
Das im vorigen Artikel Vorgetragene bezieht sich auf stetige complexe 
Grössen; in der Arithmetik, welche es nur mit ganzen Zahlen zu thun hat, 
ist das Schema der complexen Zahlen ein System äquidistanter Punkte, 
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welehe auf äquidistanten Geraden so gelegen sind, dass sie die unendliche 
Ebene in unendlich viele Quadrate zerlegen. Alle durch eine gegebene 
complexe Zahl a+bi=m teilbaren Zahlen werden ebenfalls unendlich 
viele Quadrate bilden, deren Seite gleich y® + oder deren Flächeninhalt 
gleich a? + ? ist; die letzteren Quadrate werden gegen die ersteren eine 
geneigte Lage haben, wenn keine der beiden Zahlen a, b gleich Null ist. 
Einer jeden durch den Modul m nicht teilbaren Zahl wird ein Punkt ent- 
sprechen, der entweder innerhalb eines solchen Quadrates oder auf der 
Grenzlinie zweier Quadrate liegt; der letztere Fall aber kann nur stattfinden, 
wenn a,b einen gemeinschaftlichen Teiler haben; ferner ist klar, dass die 
nach dem Modul m congruenten Zahlen in ihren Quadraten congruente 
Lagen einnehmen. Hieraus folgt leicht, dass, wenn man alle innerhalb 
eines bestimmten Quadrats gelegenen Zahlen sowie alle diejenigen, welche 
etwa auf zwei nicht gegenüberliegenden Seiten desselben liegen, sammelt 
und zu diesen endlich die durch m teilbare Zahl hinzurechnet, man ein 
vollständiges System nach dem Modul m incongruenter Reste erhält, d.h. 
dass jede ganze Zahl irgend einem von jenen und nur einem einzigen con- 
gruent sein muss. Es würde auch nicht schwierig sein zu zeigen, dass die 
Anzahl dieser Reste der Norm des Moduls gleich, nämlich gleich a? + b? 
ist. Doch scheint es ratsam, diesen sehr wichtigen Satz auf eine andere 
rein arithmetische Art zu beweisen. 


40. 


Satz. Nach dem gegebenen complexen Modul m=a-+bi, 
dessen Norm a+b?=p ist und für welchen a,b zu einander 
prime Zahlen sind, wird jede beliebige ganze complexe Zahl 
irgend einem Reste aus der Reihe 0,1,2,5,.. ..„p—1 und nicht 
mehreren congruent sein. 

Beweis. I. Sind «, ß ganze Zahlen, für welche «a + ßb=1 wird, so ist: 


i= db — Ba +m(ß + wi). 
Ist daher eine ganze complexe Zahl A -+ Bi gegeben, so hat man: 
A+Bi=4A+ (ab — Ba)B-+m(ßB-+ abi). 


Bezeichnet man daher mit % den kleinsten positiven Rest der Zahl 
A-+ (ab — ßa)B nach dem Modul p und setzt man: 
A-+ (ab — Ba)B=h+kp=h+ m(ak — bki), 
so wird: 
A+Bi=h-+m[ßB + ak + (aB — bk)i] 
oder: 
A+ Bi=h (mod.m). 


Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 
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II. Wenn derselben complexen Zahl zwei reelle Zahlen h, W nach dem 
Modul » congruent sind, so werden sie auch unter einander congruent sein. 
Setzen wir daher ,— W—=m(c + di), so wird: 


(k—N)(a—b)—=p(c+ di) 
und daher: 


(k—MW)a=pe, (kh—h)b= — yd, 
und ferner wegen aa +ß—=1: 
h— W=p(ca—dß), d.h. = (mod. p). 


Mithin können % und %', wofern sie ungleich sind, nicht beide gleich- 
zeitig in dem Complex der Zahlen 0,1, 2, 3, ..., 2— 1 enthalten sein 
Damit ist der zweite Teil des Satzes Ben 


A; 


41. 


Satz. Nach dem complexen Modul m=a -+bi, dessen Norm 
a@+b?=p ist und für welchen a, b nicht prim zu einander sind, 
sondern den grössten gemeinschaftlichen Teiler A (den wir 
positiv voraussetzen) haben, ist jede beliebige complexe Zahl 
einem Reste -+iy von solcher Beschaffenheit congruent, dass 


irgend eine der Zahlen 0,1, 2,3,..., 21 und yirgend eine der 


Zahlen 0,1,2,3,...,A—list, und zwar nur einem einzigen unter 
allen p Resten, welche eine solche Form besitzen. 


Beweis. I. Nimmt man die ganzen Zahlen «a, ß so an, dass aa + P=ı1 
wird, so ist: 
n=ab— Ba-+-m(ß + ai). 


Ist nun A-+ Bi die gegebene complexe Zahl, ist ferner y der kleinste 
positive Rest von z nach dem Modul A und x der kleinste positive Rest 


von A-+ (ab — Be = nach dem Modul 2 5 » und setzt man: 


Bi) 
A+ (ed) ———a+2:n, 


so wird 
? Be 
A+Bi— + WE h+B-Ni- (ab — Ba) 


2 em A ae 


2 
nr A 


-(8_ 2) km-+ EM (B + aö)m, 


d. h. durch m teilbar, oder A+ B=x-+ yi (mod. m). Damit ist der 
erste Teil des Satzes boniosen: 
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II. Nehmen wir an, dass nach dem Modul m derselben complexen 
Zahl zwei Zahlen x -+ yi und &°-+ y’i congruent seien, so werden dieselben 
auch unter einander nach dem Modul m congruent sein. Um so mehr 
also werden sie nach dem Modul A congruent und daher y=y (mod. A) 
sein. Wenn man nun annimmt, dass jede der beiden Zahlen y, y'. unter 
den Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., A—1 enthalten sei, so muss notwendig y=y’ sein. 
Auf diese Weise aber wird auch 2=x’ (mod. m), d.h. &— x durch m teil- 
— eine ganze durch u teilbare Zahl sein, oder 


bar und daher 


es ist: 


[47 
SEar) 


s b : i ; 
Hieraus aber folgt, da zu einander prime Zahlen sind, nach dem 


A 


R : x — i 
zweiten Teile des vorhergehenden Satzes, dass A auch durch die Norm 


der Zahl ne d. h. durch die Zahl 5 und somit auch &— «x durch 


A 
z teilbar ist. Daher wird, wenn man annimmt, dass auch jede der beiden 


Zahlen x, x’ in dem Complex der Zahlen 0, 1,203, 05 —1 enthalten 


sei, notwendig «= oder die Reste # + yi, «+ y'i werden identisch sein. 
Damit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen. 

Übrigens ist unmittelbar klar, dass hierher auch der Fall zu rechnen 
ist, wo der Modul eine reelle Zahl, also b=0 und somit! = + a ist, sowie 
der, wo der Modul eine rein imaginäre Zahl, also «= 0 und somitX!—==+ b 


ist. In beiden Fällen hat man Fer 


42. 


Rechnet man daher alle nach einem gegebenen Modul unter einander 
congruenten complexen Zahlen zu derselben Klasse, incongruente aber zu 
verschiedenen Klassen, so wird es überhaupt p Klassen geben, welche die 
Gesamtheit der ganzen Zahlen erschöpfen, wenn p die Norm des Moduls 
bezeichnet. Der Complex von ebenso vielen aus den einzelnen Klassen ent- 
nommenen Zahlen wird ein vollständiges System incongruenter Reste dar- 
stellen, wie wir es in den Artikeln 40 und 41 bestimmt haben. Und 
zwar war in jenem Systeme die Wahl der die betreffenden Klassen 
gewissermassen repräsentierenden Reste auf das Prinzip gegründet worden, 
dass in jeder Klasse ein solcher Rest 2 + yö genommen werden sollte, für 
welchen y den kleinsten Wert hat‘ und unter allen, in welchen derselbe 
kleinste Wert von y vorkommt, derjenige, für welchen der Wert von y am 
kleinsten ist, mit Ausschluss aber von negativen Werten sowohl für als 
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auch für y. Für andere Zwecke aber wird es zweckmässig sein, sich an- 
derer Prinzipien zu bedienen, und zwar ist insbesondere die Art zu merken, 
wo solche Reste genommen werden, welche durch den Modul dividiert, die 
einfachsten Quotienten darbieten. Offenbar werden, wenn a-+Bßi, «+ Bßfi, 
e'+Bß"i... die Quotienten sind, welche aus der Division congruenter Zahlen 
durch den Modul entstehen, sowohl die Differenzen der Grössen a, «', a", ... 
unter einander als auch die Differenzen zwischen den Grössen BB ch 
ganze Zahlen sein, und es ist klar, dass stets ein Rest existiert, für welchen 
a und ß zwischen den Grenzen 0 und 1, die erstere Grenze eingeschlossen, 
die letztere Grenze ausgeschlossen, liegen; einen solchen Rest werden wir 
einfach den kleinsten Rest nennen. Wenn man lieber will, kann man an 
Stelle jener Grenzen auch die folgenden — Fund +3 (die erstere einge- 
schlossen, die letztere ausgeschlossen) nehmen; einen dieser Beschränkung 
entsprechenden Rest werden wir den absolut kleinsten Rest nennen. 

In Bezug auf diese kleinsten Reste bieten sich folgende Aufgaben dar. 


43. 

Den kleinsten Rest einer gegebenen complexen Zahl A+ Bi 
nach dem Modul a + bi, dessen Norm gleich » ist, findet man folgen- 
dermassen. 

Ist &-+yi der gesuchte kleinste Rest, so wird («+ yi) (a — bi) der 
kleinste Rest des Products (A-+.Bi) (a—bi) nach dem Modul (a + bi) (a— bi), 
d.h. nach dem Modul p sein. Setzt man daher: 


aA+bB=Fp-+f, aB—bA=Gp-+9, 


so dass /, g die kleinsten Reste der Zahlen aA + bB, aB—bA nach dem 
Modul » sind, so ist: 


Ei) 
ANtrav 
oder: 
ge 
ya) a@ — bF. 


Offenbar müssen die kleinsten Reste f, 9 entweder zwischen den Grenzen 
0 und p — 1 oder zwischen den Grenzen — p und + 3p genommen werden, 
je nachdem entweder einfach der kleinste Rest oder der absolut kleinste 
Rest der complexen Zahl verlangt wird. 


44. 


Die Aufstellung des vollständigen Systems der kleinsten 
Reste für einen gegebenen Modul kann auf mehrere Arten ausgeführt 
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werden, Das erste Verfahren geht in der Weise vor, dass zuerst die Grenzen 
bestimmt werden, innerhalb deren die reellen Glieder liegen müssen, und 
sodann für die einzelnen innerhalb dieser Grenzen liegenden Werte die 
Grenzen der imaginären Teile festgestellt werden. Das allgemeine Kriterium 
eines kleinsten Restes &-+ yi für den Modul «+ bi besteht darin, dass 
sowohl au +by=& als auch y—bx=n zwischen den Grenzen 0 und 
a? + b? liegt, wenn es sich einfach um die kleinsten Reste handelt, oder 
zwischen den Grenzen — 4a?+5?2) und + $(a?-+ b?), wenn die absolut 
kleinsten Reste verlangt werden, wobei die zweite Grenze ausgeschlossen 
ist. Specielle Regeln würden die Unterscheidung der Fälle, welche die 
Verschiedenheit der Vorzeichen der Zahlen a, b veranlasst, erfordern, doch 
überheben wir uns hier der Mühe, uns mit der Entwicklung derselben, 
welche keinen Schwierigkeiten unterworfen ist, abzugeben. Es möge ge- 
nügen, die Natur des Verfahrens an einem einzigen Beispiele dargelegt zu 
haben. 

Für den Modul 5-++ 2% müssen die einfach kleinsten Reste x + yö so 
beschaffen sein, dass sowohl 52-+2y=8& als auch y— 2x=n gleich 


irgend einer der Zahlen 0, 1,2, 3,..., 28 ist. Die Gleichung 29x = 55 — 2n 
|< [9 


. 
< 


zeigt, dass die positiven Werte von « nicht grösser als die negativen, 


29° 

vom Vorzeichen abgesehen, nicht grösser als a sein können. Daher 
sind die sämtlichen zulässigen Werte von & die folgenden: — 1, 0, 1, 2, 3, 4. 
Für = — 1 muss 2y gleich irgend einem der Werte 5, 6,7,...,33 und 
5y irgend einem der Werte — 2, —1, 0, 1,..., 26 gleich sein; daher ist 
der kleinste Wert von % gleich +3, der grösste gleich +5. Behandelt 
man ebenso die übrigen Werte von x, so ergiebt sich folgendes Schema 
aller kleinsten Reste: 


% Yy 

— 1:13,45 
ort 3 45 

il lea 46 

N EU 

+3} 2,3,.:4486 

ad 


In ähnlicher Weise müssen für die absolut kleinsten Reste & und n 
irgend einer der Zahlen — 14, — 13, —12, ...., + 14 gleich sein; hier- 
nach kann nicht 29x ausserhalb der Grenzen — 7.14 und + 7.14 liegen, 
und daher muss & irgend einer der Zahlen —3, —2, — 1,0, 1, 2, 3 
gleich sein. Für =—3 wird y=5—52=5&+ 15 irgend einer der 
Zahlen 1, 2, 3, ..., 29 gleich, y=n+22—=n—6 aber irgend einer 
der Zahlen — 20, — 19, —18, ..., +8, Hieraus ergiebt sich für y der 
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einzige Wert +1. DBehandelt man die übrigen Werte von x in derselben 
Weise, so erhält man das Schema sämtlicher absolut kleinsten Reste: 


Bei der Anwendung der zweiten Methode ist es zweck- 
mässig, zwei Fälle zu unterscheiden. 

In dem ersten Falle, in welchem a und 5b keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben, werde aa + ßb=1 gesetzt, und es sei % der kleinste positive 
Rest von ßa— «db nach dem Modul p. Hiernach zeigen die identischen 
Relationen 


a(Ba — ab) = Pßp — b(laa + Pb), ba —ab)= — ap-+ alaa + Pb), 


dass = —b, bk= a (mod.p) ist. Setzt man daher wie oben x + by=E, 
ay—bz=n, so ist n=kt, 6&=—kn (mod.p). Man erhält somit alle Zahlen 
&E+ ni, welche den einfach kleinsten Resten x + yö entsprechen, wenn man 
entweder für & der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, 3,...,2—1 und für n 
die kleinsten positiven Reste der Producte %£ nach dem Modul » oder um- 
gekehrt für n jene Werte und für & die kleinsten Reste der Producte — Am 
nimmt. Aus den einzelnen &+n findet man dann die entsprechenden 
x+-yi nach der Formel: 


tm _ din, and, 
a— bi p p 


+ yi= 


Ferner ist klar, dass n, während & um die Einheit wächst, entweder 
den Zuwachs % oder die Verminderung » — % und daher & + yi 
— kb k+b 
a =“ a > ; 


; w==kbir ak +b 
oder die folgende — n N 
z p \ p 


entweder die Änderung 


erleidet, eine Bemerkung, welche dazu dient, die Aufstellung zu erleichtern. 

Endlich werden, wenn die absolut kleinsten Reste x + yi verlangt 
werden, diese Vorschriften nur insofern sich ändern, als jetzt & der Reihe 
nach die Werte zwischen den Grenzen —4p und +}$p beizulegen sind, 
während für n die absolut kleinsten Reste der Producte k& genommen werden 


x 
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müssen. Es folgt hier das Schema der auf diese Weise erhaltenen kleinsten 
Reste für den Modul 5 + 2%. 


Einfach kleinste Reste. 


tn + Yi tm x + yi em | ar 
0 0 10 + 25 +5 20+21 | +2+% 
1+1% —1+3 11+1% Hi 1+% | +3+3 
2+ 5 +4 EN +2+3 2+26 | +2+6 
3+ 2% +1+& 13 + 1& +1+%& 3+1& | +3+%& 
4 10: +% 14+ +2+% 4+ % | +4+2% 
+ 27% —1+5 15 + 23 a ua) 5+1% | +3+% 
6-+ 1 +8 I +1 +2+3 + u | +4+3& 
Th 3 +1+% 17 + 28& +1+6 THU | +3+6 
8 + 20; +4 13 +16 +2+& 23+13 | +4+&. 
Ir +1+% 19+ & +5+% 
Absolut kleinste Reste. 

en en + x-+ yi Eetm | arg 
— 41—- 6| —2—-% | —4—-1% —% |)+ 5—- 2%| +1 
gruen Near | 1 fl 6 FI 
—-9—- :1 2-1 | —2—- % — il+ 7+ 3| +1+0 
meer en ee re 
—10+ | —2 0 0 +9+ 8&| +1+2% 
9 ge ei 1% FI | r1I0r 4 2 
— 8+ %| —2+ 1 | +2+ % +; |+1+1%| +1+3 
A 
— 6+1&| —2+% | +4+1% +% |+13—-1Ik| +3— 8 
et +14+ &| +2+2%. 


Den zweiten Fall, in welchem a, b nicht prim zu einander sind, kann 
man leicht auf den vorhergehenden Fall zurückführen. Es seiA der grösste 
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a,b, unda=iw,b= ib’. Es bezeichne 
ferner F unbestimmt den kleinsten Rest für den Modul A, insofern derselbe 
als complexe Zahl betrachtet wird, d.h. es stelle F unbestimmt eine solche 
Zahl + yi dar, dass x, y entweder zwischen den Grenzen O0 und A oder 
zwischen den Grenzen — 4 und + X liegen (je nachdem es sich um die 
einfach kleinsten oder absolut kleinsten Reste handelt); endlich bezeichne F’ 
unbestimmt den kleinsten Rest für den Modul «-+-bi. Dann ist 
(@+ bi) F-+ F’ unbestimmt der kleinste Rest für den Modul a+ bi, und 
das vollständige System dieser Reste wird man erhalten, wenn man sämt- 
liche F mit sämtlichen F’ combiniert. 
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46. 


Zwei complexe Zahlen werden zu einander prim genannt, wenn 
sie ausser den Einheiten keine andern gemeinschaftlichen Teiler besitzen; 
sooft aber derartige gemeinschaftliche Teiler vorhanden sind, so werden die- 
jenigen die grössten gemeinschaftlichen. Teiler genannt, deren Norm am 
grössten ist. 


Wenn die Zerlegung zweier gegebenen Zahlen in Prim- 
factoren gegebenist, so wird die Bestimmung des grössten gemeinschaft- 
lichen Teilers auf genau dieselbe Weise ausgeführt, wie bei den reellen 
Zahlen (Arithmetische Untersuchungen, Artikel 18, vgl. oben 8. 8). Zugleich 
geht hieraus hervor, dass sämtliche gemeinschaftlichen Teiler zweier ge- 
gebenen Zahlen auch in dem grössten auf diese Weise gefundenen gemein- 
schaftlichen Teiler derselben aufgehen müssen. Da nun bereits von selbst 
klar ist, dass die drei diesem associierten Zahlen ebenfalls gemeinschaftliche 
Teiler sein werden, so werden stets je vier und nicht mehr grösste gemein- 
schaftliche Teiler genannt werden müssen, und die Norm dieser wird ein 
Vielfaches jedes andern gemeinschaftlichen Teilers sein. 


Wenn die Zerlegung zweier gegebenen Zahlen in einfache 
Factoren nicht gegeben ist, so findet man den grössten gemeinschaft- 
lichen Teiler mit Hülfe eines ähnlichen Algorithmus, wie für reelle Zahlen. 
Es seien m, m’ die beiden gegebenen Zahlen und man bilde durch wieder- 
holte Division die Reihe m’, m’”,... derart, dass m’ der absolut kleinste 
Rest von m nach dem Modul m’, ferner m’’' der absolut kleinste Rest von 


U 


m nach dem Modul m” ist, u. s. f. Bezeichnet man die Normen der 


„ 
5 ; N 
Zahlen m, m’, m”, m’, ... respective mit DD... 0 e gr die 
„ 


Norm des Quotienten und daher nach der Definition des absolut kleinsten 


m 


Restes sicher nicht grösser als $; dasselbe gilt von Fa u.s.w. Mithin 


werden die positiven reellen ganzen Zahlen vP',p",p'”,... eine beständig 
abnehmende Reihe bilden, so dass man notwendig schliesslich zu dem 
Gliede 0 oder, was dasselbe ist, in der Reihe m, m’, m", m"’,... schliesslich 
zu einem Gliede gelangt, welches in dem vorhergehenden ohne Rest aufgeht. 
Es sei dieses Glied m'"*" und es werde gesetzt: 


m =km + m 
m = km' + m" 
m'— km" + m” 
ER DIR DS OEL bis zu 
m” = kPmrtD, 

Durchläuft man diese Reihe von Gleichungen in umgekehrter Ordnung, 
so ergiebt sich, dass m*+" in Jedem einzelnen der vorhergehenden Glieder 
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m®,..., m”, m', m aufgeht. Durchläuft man aber dieselben Gleichungen 
in direeter Reihenfolge, so ist ersichtlich, dass jeder gemeinschaftliche Teiler 
der Zahlen m, m’ auch in jedem der folgenden aufgeht. Der erste Schluss 
lehrt, dass m”*"ein gemeinschaftlicher Teiler der Zahlen m, m’ ist, der 
letzte aber, dass dieser Teiler der grösste ist. 

Sooft übrigens der letzte Rest m”*Pirgend einer der vier Einheiten 1, 
— 1,6, —i gleich wird, so ist dies ein Zeichen dafür, dass m und m’ unter 
einander prim sind. 


47. 
Wenn man die Gleichungen des vorigen Artikels mit Weglassung der 
letzen derart mit einander combiniert, dass m’, m’, m'"",..., m”) 


niert werden, so entsteht eine Gleichung von der Form: 


elimi- 


mrtd — nm + hm’, 


wo h und A’ ganze Zahlen sind und zwar, wenn man sich der in den 
„Arithmetischen Untersuchungen“, Artikel 27 (vgl. oben 8. 12), eingeführten 
Bezeichnung bedienen will: 


ee a N ee ee 
Es AR Wan ee a N a an ne 


wobei die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem » gerade oder 
ungerade ist. Diesen Satz sprechen wir folgendermassen aus: 

Der grösste gemeinschaftliche Teiler zweier complexen 
Zahlen m, m’ lässt sich auf die Form hm + h'm’ bringen, so dass 
h und W ganze Zahlen sind. 

Offenbar nämlich gilt dieses nicht nur von demjenigen grössten ge- 
meinschaftlichen Teiler, zu welchem der Algorithmus des vorigen Artikels 
geführt hat, sondern auch von den drei zu jenem associierten, für welche 
man an Stelle der Coefficienten A, h entweder ö, hi, oder — h, — A, oder 
— hi, — h’i nehmen muss. 

Sobald daher die Zahlen m, m’ zu einander prim sind, kann 
der Gleichung 

1= hm + hm’ 
Genüge geleistet werden. 

Es seien z. B. die Zahlen 31 + 6&=m, 11 —20i= m’ gegeben. Hier 

finden wir: 


RK = ti; mM" —=+11—5 
!—=+1— 1, mM" —+ I—ÄÜi 
k=H+12, mM" — + 1+3% 
"= —1— 2%, RN +i 
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und hieraus: 
a ee 
[k, X, k', k"’])—= +4 — 106, 
und somit: 
mg (6 > Si) m + (4 _— 105) m’, 


sowie ferner: 
1= (5 — &)m + (— 10 — A)m', 


welche Gleichungen man durch wirkliche Ausrechnung leicht bestätigt. 


48. 


Durch das Vorhergehende ist alles, was zur Theorie der Congruenzen 
ersten Grades in der Arithmetik der complexen Zahlen erforderlich ist, vor- 
bereitet worden; da aber jenes nicht wesentlich von demjenigen verschieden 
ist, was für die Arithmetik der reellen Zahlen gilt, und dieses in den 
„Arithmetischen Untersuchungen“ ausführlich dargelegt worden ist, so wird 
es genügen, wenn, wir hier nur die Hauptmomente hinzufügen. 

I. Die Congruenz mt=1 (mod. m’) ist der unbestimmten Gleichung 
mt + m'u = 1 äquivalent, und wenn dieser durch die Werte =h, u=h 
genügt wird, so wird die Lösung jener allgemein dargestellt durch 
t=h(mod. m’). Die Bedingung der Lösbarkeit aber ist die, dass der 
Modul m’ mit dem Coefficienten m keinen gemeinschaftlichen Teiler habe. 

II. Die Lösung der Congruenz a +b==c (mod. M) in dem Falle, wo 
a und M zu einander prim sind, hängt von der Lösung der folgenden ab: 


at=1 (mod. M); 


wird dieser genügt durch {=h, so ist die allgemeine Lösung jener in der 
Formel enthalten: 


III. Die Congruenz ae +b=c (mod. M) in dem Falle, wo a und M 
einen gemeinschaftlichen Teiler X haben, ist der folgenden äquivalent: 


a e—b M 
ee \ mod. —). 


Sobald daher für X der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen «a 
und M genommen wird, reduciert sich die Lösung der gegebenen Gleichung 
auf den vorhergehenden Fall, und es ist klar, dass die zur Lösbarkeit der 
Congruenz erforderliche und hinreichende Bedingung die ist, dass X auch 
in der Differenz c— b aufgeht. 


49. 
Bisher haben wir nur elementare Dinge angeführt, die wir jedoch des 
Zusammenhanges wegen nicht weglassen durften. In den tieferen Unter- 
suchungen ist die Arithmetik der complexen Zahlen der Arithmetik der 


| 
' 


LEE LEE ZOLL EEE LEHE LEELEB UL ZELLE WE SEE DENE EEE REDEN: 
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reellen Zahlen darin ähnlich, dass die Sätze einfacher und eleganter werden, 
wenn man nur solche Moduln, welche Primzahlen sind, zulässt; in Wirklich- 
keit ist die Ausdehnung derselben auf zusammengesetzte Moduln in den 
meisten Fällen mehr weitläufig als schwierig und erfordert mehr Arbeit als 
Kunst. Aus diesem Grunde soll im Folgenden insbesondere von Primzahl- 
moduln die Rede sein. 


50. 
Bezeichnet X eine Function der Unbestimmten « von der Form: 


Aa" + Ba"! + 0x”? +. -+Ma+N, 


wo n eine reelle positive ganze Zahl, A, B, O, ... reelle oder imaginäre 


ganze Zahlen sind, und ist m eine ganze complexe Zahl, so werden wir 
auch hier Wurzel der Congruenz X=0 (mod. m) jede beliebige ganze 
Zahl nennen, welche, für & substituiert, einen durch den Modul m teilbaren 
Wert von X hervorbringt. Lösungen durch Wurzeln, welche nach dem 
Modul congruent sind, werden wir nicht als verschieden betrachten. 

Ist der Modul eine Primzahl, so kann eine solche Congruenz von der 
Ordnung » auch hier nicht mehr als n verschiedene Lösungen besitzen. 
Bezeichnet a jede bestimmte (complexe) ganze Zahl, so kann X mittelst 
Division durch &— a unbestimmt auf die Form X=(x— a)X’+h gebracht 
werden, so dass A eine bestimmte ganze Zahl und X’ eine Function von 
der a — Iten Ordnung mit ganzzahligen Coefficienten wird. Ist nun « eine 
Wurzel der Congruenz X=0 (mod. m), so wird offenbar A durch m teilbar 
sein, oder man wird für jeden Wert von x die Congruenz haben: 
X=(%—a)X’ (mod. m). 

Ebenso reduciert sich, wenn ß eine bestimmte ganze Zahl bezeichnet, 
X’ auf die Form: (e— ß)X"+%, wo X” eine Function n — 2fet Ordnung 
der Congruenz X=0 sei, so muss sieauch der Congruenz (B — aX=( ge- 
nügen, sowie der folgenden X=0, wofern die Wurzeln a, ß incongruent sind, 
woraus wir schliessen, dass auch W durch m teilbar oder unbestimmt 
X= (x — a) (0 — B)X" (mod. m) sein muss. 

In analoger Weise erhalten wir, wenn eine dritte den ersteren 
incongruente Wurzel y hinzutritt, X= (« — a) («— B) (@ — „X, 80 das 
X" eine Function n — 3ter Ordnung mit ganzzahligen Coefficienten ist. 
Auf dieselbe Weise kann man weiter fortgehen, und zugleich ist klar, dass 
der Coefficient des höchsten Gliedes in den einzelnen Funetionen gleich A 
ist, welches wir als durch m nicht teilbar voraussetzen dürfen, da sonst 
die Congruenz X=0 wesentlich zu einer niedrigeren Ordnung gerechnet 
werden müsste. Sind daher » incongruente Wurzeln vorhanden, nämlich 
aß, % -.., v, so haben wir unbestimmt: 


X=Ala — a) (ea — PB) (ea —Y):.. (8 — v) (mod. m); 
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mithin würde die Substitution eines neuen zu jeder der Grössen a, ß, Y, ... , v 
incongruenten Wertes für X sicher einen durch m nicht teilbaren Wert 
liefern, woraus die Richtigkeit unseres Satzes von selbst folgt. 

Übrigens stimmt dieser Beweis im Wesentlichen überein mit demjenigen, 
welchen wir in den „Ariöthmetischen Untersuchungen“ Artikel 43 (vgl. oben 
S. 27) mitgeteilt haben, und dessen einzelnen Momente ebenso für complexe 
Zahlen gelten wir für reelle. 


1. 


Das, was in dem dritten Abschnitte der „Arithmetischen Untersuchungen“ 
in Bezug auf die Reste der Potenzen mitgeteilt ist, gilt grösstenteils mit 
nur geringfügigen Änderungen auch in der Arithmetik dor complexen 
Zahlen; ja sogar die Beweise der Sätze könnten in den meisten Fällen bei- 
behalten werden. Um es aber an nichts fehlen zu lassen, wollen wir die 
Hauptsätze, mit kurzen Beweisen versehen, anführen, wobei man sich stets 
zu denken hat, dass der Modul eine Primzahl ist. 


Satz Bezeichnet %k eine ganze Zahl, welche durch den 
Modul m, dessen Norm gleich p sei, nicht teilbar ist, so ist 
kPT'=1 (mod. m). 

Beweis. Es mögen a, b, c, ... ein vollständiges System incongruenter 
Reste für den Modul m bilden, so jedoch, dass der durch »% teilbare Rest 
weggelassen ist, und daher die Anzahl jener Zahlen, deren Complex wir 
mit CO bezeichnen, gleich py—1 ist. Es sei ferner C’ der Complex der 
Producte ka, kb, ke, ... Von diesen Producten ist nach Voraussetzung 
keins durch m teilbar, daher werden sie einzeln im Complexe C zu sich 
selbst congruente Reste haben, es wird also gesetzt werden können 
ak=a', bk=b', ck=c, ... (mod. m) derart, dass die Zahlen a’, db’, c',... 
im Complexe C vorkommen. Wir bezeichnen den Complex der Zahlen 
@Db.c,...mitC". Es seien ferner PD, 2, P die Prodncie ‘aus’ den 
einzelnen Zahlen der Complexe O, 0’, ©”, oder: 


Pr—=abe... 
P' —= kPrlabe...—kP!p 
P'=uaWbe... 


Da die Zahlen des Complexes C’' der Reihe nach den Zahlen des Com- 
plexes C' congruent sind, so ist P"=P' oder P'=%?”'P. Da man aber 
leicht sieht, dass irgend zwei Zahlen des Complexes C” unter einander 
incongruent und daher alle unter einander verschieden sind, so stimmen 
notwendig die Zahlen des Complexes C’’', nur in veränderter Reihenfolge, 
mit den Zahlen des Complexes C vollständig überein, und daher wird P'=/P. 
Es ist daher (kP”"—1)P eine durch m teilbare Zahl, wonach notwendig, 
da m eine Primzahl ist, welche in den einzelnen Factoren von P nicht auf- 
geht, 3?” — 1 durch m teilbar sein muss. 


ee Eee 
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52. 

Satz. Bezeichnet % wie im vorigen Artikel eine ganze durch 
den Modul m nicht teilbare Zahl und i den kleinsten Ex- 
ponenten (ausser 0), für welchen A=1 (mod. m) ist, so ist £ ein 
Teiler jedes andern Exponenten «, für welchen A"=1 (mod. m) ist. 

Beweis. Wäre i kein Teiler von «, so sei gt das Vielfache von z 
welches nächstgrösser ist als «, und daher gE— u eine ganze positive Zahl 
kleiner als Aus X=1, K*=1 folgt: 0=M"—- M= 1" 1) und 
daher %°*=1, d.h. es giebt eine Potenz von % mit einem kleineren Ex- 
ponenten als #, welche der Einheit congruent ist. Dies widerspricht aber 
der Voraussetzung. 

Als Corollar folgt hieraus, dass i sicher inp--1 aufgeht. 

Derartige Zahlen %, für welche =p—1 ist, werden wir auch hier 
primitive Wurzeln für den Modul m nennen. Dass es solche wirklich 
giebt, werden wir jetzt zeigen. 


53. 
Man zerlege die Zahlp—1 in ihre Primfactoren, so dass 
man hat: 
v—l=ae..., 
wo ab,c,... von einander verschiedene positive reelle Prim- 
zahlen bezeichnen. Es seien ferner A, B, (,... ganze (complexe) 
durch m nicht teilbare Zahlen, welche respective den Con- 
gruenzen 
2-1 p—1 p-1 


ah .> 
nach dem Modul m nicht Genüge leisten; dass es solche giebt, 
ist aus dem Satze des Artikels 50 ersichtlich. Endlich sei A 
nach dem Modul m dem Producte 


rl, Del nl 
Arc... 
congruent. Dann behaupte ich, dass A eine primitive Wurzel ist. 


Beweis. Bezeichnet man mit # den Exponenten der niedrigsten der 
Einheit congruenten Potenz 7%’, so ist, wenn ) keine primitive Wurzel wäre, 


ı. a . 
i ein Teiler von» — 1 oder x ; eine die Einheit übersteigende ganze Zahl. 
Offenbar befinden sich die reellen Primfactoren dieser ganzen Zahl unter den 
=] 
Zahlen a,b, e,... Wir nehmen daher (was erlaubt ist) an, dass ru 


durch a teilbar sei und setzen p— 1=atu. Wegen h'= 1istdaher auch 


h“—=1 oder 
Pal BR... BERND Br 


a 


« a „ß a 7 S 
uk BB el ol, 


Gauss. 
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X — . \ 
Rs ist aber offenbar p Mi eine ganze Zahl und somit 
a 


ehem. p—1 


B Ay a — (BP) avß -_ 1 y 
— =]; 
ebenso auch: 


N ad Me 
c 


ce. | 
u. s. w. Mithin muss sein: 


Da Del 


ee at, 


Man bestimme nun eine positive ganze Zahl A derart, dass 


Pet... = 1 (mod. a) 


wird, was möglich ist, da die Primzahl ain der Zahl 2° c'.... nicht aufgeht, 
und setze AbPet...=1-+ap. Dann wird offenbar: 
2 1 


ge ara —1 —1 
A q == 1; oder, da 1 p = "2 = (1 Hay) — 
a 


q 


=(p- 1 + ist: 


»—1 
aPWwr.A a 


»—1 
und hieraus folgt, da APP = 1 ist, auch A “ =1, was im Wider- 
spruch steht mit der Voraussetzung. Mithin kann die Annahme, dass £ ein 
Teiler von p — 1 sei, nicht bestehen und somit ist notwendig % eine pri- 
mitive Wurzel. 


54. 
Bezeichnet A eine primitive Wurzel für den Modul »%, dessen Norm 
gleich p sei, so werden die Glieder der Reihe 


1,%,R, RB, ..., 7? 


einander incongruent sein, woraus leicht folgt, dass jede ganze durch den 
Modul nicht teilbare Zahl einer von jenen Zahlen congruent sein muss oder 
dass jene Reihe ein vollständiges System incongruenter Reste mit Ausschluss 
der Null darstellt. Der Exponent derjenigen Potenz, welcher eine 
gegebene Zahl congruent ist, kann der Index dieser Zahl genannt 
werden, wenn h als Basis betrachtet wird. Wir geben hier einige 
Beispiele an, wobei wir neben jeden Index den absolut kleinsten Rest ge- 


setzt haben. 


ze 
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Erstes Beispiel. 


m=5+4, p=4, h=1-+% 


Index | Rest Index Rest Index Rest Index Rest Index Rest 
LA | EEE BEER  EREEREE KERREEREER  EEERREN KEERTR DEREN) VEREREEEEEE 
U | 8I—4 16 —2+2%| 24 +%| 32) +1+ ii 
1 | +1+2%| 9|—-3+ ;| 17 )—1-+%)| 25 —3| 33 |+1+3 
2 |+1-— i| 10 ren 18 +4| 26 I+2+%| 34 |+2 
I I +3+ EI HI El TI I HIF EN TI FH Il 35 | —3 
4 —%| 12 I—1— i| 20 |—1 28 | +4 36|+2—% 
5 +3&| 13 )+1—38]| 21 I)—1—%| 29 I+#3— ;| 377 | #1 -% 
LO Ra Ase 21-1 2180 + || 88 — 4 
am Bl) 23 |-3— 3 31 I1—2 + 5 91 — 1-8 


Zweites Beispiel. 


m=T, p=4, h=1-+2%. 


Index Rest Index|: Rest Index) Rest Index Rest Index Rest 
——————————— 
et 1 LO 2 20 +2%| 30 |+2—%| 40 |+3 
1 +1+2%| 11)+1— 38) 21)+3+%| 31 J|-1+%| 4143 —; 
2 3a 2 me 222 lee 322 42|—2—% 
3 |+3—%| 13 |)+2— i| 83 |—3— | 3) +2 —&| 43 | +23 + ii 
4 —3&| 1411 —3+3| 24 | —1 34 |+1-+ ;|| 44 a 
5) —1—3&| 15 |-2— 3%) 531 —1—%| 35 |—1-+3| 45 |-3—% 
6 |—2+%| 16 |—3 26 | +3 +8) 36 + il 46 +1 — ii 
FI 2 N 84 2022 0 Baar A ae 

a 18 |+2+2%| 28 Hal 8 IT3 —& 
I 2 +%| 19 |-2— | 9 I) H1+&) 39 | +2 + | 


55. 


Wir fügen in Bezug auf die primitiven Wurzeln und den Algo- 
rithmus der Indices einige Bemerkungen hinzu, lassen aber die 
Beweise ihrer Leichtigkeit wegen fort. 


I. Nach dem Modul p — 1 congruente Indices entsprechen in einem 
gegebenen System nach dem Modul m congruenten Resten und umgekehrt. 


Il. Reste, welche zu 9— 1 primen Indices entsprechen, sind ebenfalls 
primitive Wurzeln und umgekehrt, 


III. Hat man eine primitive Wurzel % zur Basis genommen und ist Z 
der Index einer andern primitiven Wurzel W und umgekehrt 7 der Index 
von h, wenn A zur Basis genommen wird, so ist #’=1 (mod.p — 1); und 
wenn unter denselben Voraussetzungen die Indices irgend einer andern Zahl 
in diesen beiden Systemen respective « und «’ sind, so ist w= u 
!u=u (mod.p — 1). 


’ 


36* 
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IV. Wenn die Zahlen 1, 1+ und die drei zu ihnen associierten 
(als zu trivial) von den von uns zu betrachtenden Moduln ausgeschlossen 
werden, so bleiben diejenigen Primzahlen übrig, welche wir im Artikel 34 
unter 3. und 4. angeführt haben. Die Normen der letzteren sind reelle 
Primzahlen von der Form 4» + 1, die Normen der ersteren aber Quadrate 
von ungeraden reellen Primzahlen; in beiden Fällen ist daher 9 —1 
durch 4 teilbar. 

V. Bezeichnet man den Index der Zahl —1 mit w, so ist 


aber der Index 0 dem Reste + 1 entspricht, so muss der Index der Zahl 
— 1 notwendig $(p — 1) sein. 

VI. Bezeichnet man ebenso mit « den Index der Zahl ‘, so wird 
u =%(p — 1) (mod. p» — 1) und daher entweder w=4(p—1) oder 
u=%(p—1). Diese Zweideutigkeit hängt aber von der Wahl der primi- 
tiven Wurzeln ab. Ist nämlich für die als Basis genommene primitive 
Wurzel h der Index der Zahl ö gleich 4(» — 1), so wird der Index 2(p — 1) 
werden, wenn h" zur Basis genommen wird, wo p eine positive zup—1 
prime ganze Zahl von der Form 4» + 3, z. B. die Zahl 9 — 2 selbst, bezeichnet 
und umgekehrt. Daher liefert die eine Hälfte der primitiven Wurzeln für 
die Zahl ö den Index 4(» — 1), die andere den Index 2(p — 1), und offen- 
bar wird für jene Grundzahlen —i den Index 3(p — 1), für diese aber den 
Index 4(» — 1) besitzen. 

VII. Ist der Modul eine positive reelle Primzahl von der Form 4» + 3, 
etwa gleich g, und daher 9 = 9°, so werden die Indices aller reellen Zahlen 
durch qg+1 teilbar sein. Denn bezeichnet 2 den Index der reellen Zahl %, 
so ist wegen A!T=1 (mod. g): (a — N)t=0 (mod. g? — 1) und daher 
BET eine ganze Zahl. Ebenso sind die Indices der rein imaginären 
Zahlen wie % durch $(g-+ 1) teilbar. Es ist somit ersichtlich, dass die 
primitiven Wurzeln für solche Moduln nur unter den gemischt imaginären 
Zahlen zu suchen sind. 

VIII. Dagegen können für einen Modul m, welcher eine gemischte 
complexe Primzahl ist (deren Norm somit eine reelle Primzahl von der 
Form 4n-+1 ist), beliebige primitive Wurzeln auch unter den reellen Zahlen 
ausgewählt werden, unter denen man sogar ein vollständiges System 
incongruenter Reste nachweisen kann (Artikel 40). Offenbar aber ist jede 
reelle Zahl, welche für den complexen Modul m primitive Wurzel ist, 
zugleich auch in der Arithmetik der reellen Zahlen eine primitive Wurzel 
für den Modul » und umgekehrt. 


56. 


Obwohl die Theorie der quadratischen Reste und Nichtreste 
in der Arithmetik der complexen Zahlen unter der Theorie der 
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biquadratischen Reste enthalten ist, werden wir doch, bevor wir zu 
dieser übergehen, die Hauptsätze jener hier besonders vortragen; der 
Kürze wegen werden wir aber hier nur über den Hauptfall reden, wo der 
Modul eine complexe (ungerade) Primzahl ist. 

Es sei m ein solcher Modul und p seine Norm. Offenbar kann jede 
ganze (durch m nicht teilbare, wie hier immer hinzuzudenken ist) Zahl 
einem Quadrate nach dem Modul m entweder congruent werden oder nicht, 
je nachdem ihr Index, nachdem irgend eine primitive Wurzel zur Basis 
genommen ist, gerade oder ungerade ist; im ersteren ‚Falle wird jene ganze 
Zahl quadratischer Rest, im letzteren quadratischer Nichtrest von m genannt. 
Hieraus folgt, dass unter den 9—1 Zahlen, welche ein vollständiges 
System incongruenter (durch » nicht teilbarer) Reste darstellen, die eine 
Hälfte zu den quadratischen Resten, die andere Hälfte zu den quadratischen 
Nichtresten gehört. Jeder andern nicht in jenem System vorkommenden 
Zahl aber ist in dieser Hinsicht derselbe Character beizulegen, welchen die 
ihr congruente Zahl des Systems besitzt. 

Ferner folgt ebendaraus, dass das Product aus zwei quadratischen 
Resten ebenso wie das Product aus zwei quadratischen Nichtresten quadra- 
tischer Rest ist, dagegen das Product aus einem quadratischen Reste und 
einem quadratischen Nichtreste ein Nichtrest wird; und allgemein, dass das 
Product aus beliebig vielen Factoren quadratischer Rest oder Nichtrest ist, 
je nachdem die Anzahl der Nichtreste unter jenen Factoren gerade oder 
ungerade ist. 

Um die quadratischen Reste von den quadratischen Nichtresten zu 
unterscheiden, hat man sogleich das folgende allgemeine Kriterium: 

Die durch den Modul nicht teilbare Zahl % ist quadratischer Rest 
oder Nichtrest desselben, je nachdem man entweder KPD =] oder 
KPD — _ 1 (mod. m) hat. 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sogleich daraus, dass, nachdem eine 
beliebige primitive Wurzel zur Basis genommen ist, der Index der Potenz 
75P-D ontweder =0 oder =$(p—1) wird, je nachdem der Index der 
Zahl % gerade oder ungerade ist. 


97. 


Es ist zwar leicht, für einen gegebenen Modul das vollständige System 
ineongruenter Reste in zwei Klassen, nämlich in quadratische Reste und 
Nichtreste, zu teilen, wodurch auch zugleich für alle übrigen Zahlen die 
ihnen zugehörige Klasse bestimmt wird; bei Weitem schwieriger aber 
ist die Frage nach den Kriterien, durch welche man diejenigen 
Moduln, für welche eine gegebene Zahl quadratischer Rest ist, 
von denen, für welche sie Nichtrest ist, unterscheiden kann. 

Was die reellen Einheiten + 1 und —1 betrifft, so sind diese in der 
Arithmetik der complexen Zahlen selbst Quadrate und daher auch quadra- 
tische Reste für jeden Modul. Ebenso leicht folgt aus dem Kriterium des 
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vorigen Paragraphen, dass die Zahl ö (und ebenso — ö) quadratischer Rest 
jedes Moduls ist, dessen Norm » von der Form $% +1, dagegen quadra- 
tischer Nichtrest jedes Moduls, dessen Norm von der Form 82 +5 ist. Da 
es offenbar gleichgiltig ist, ob die Zahl m oder eine der zu ihr assoeiierten 
Zahlen im, — m, — im zum Modul genommen wird, so wird man annehmen 
dürfen, dass der Modul die primäre Zahl (Artikel 36, IH) unter den 
associierten und somit, wenn man den Modul gleich @ -+ bi setzt, a ungerade, 
b gerade sei. Da hiernach immer a =1 (mod. 8), 52 aber entweder = 0 
oder =4 (mod. 8) ist, je nachdem b gerademal gerade oder ungerademal 
gerade ist, so werden offenbar die Zahlen + ö und —i im ersten Falle quadra- 
tische Reste, im zweiten quadratische Nichtreste des Moduls sein. 


08. 

Da die Entscheidung über den Character einer zusammengesetzten Zahl, 
ob sie quadratischer Rest oder Nichtrest ist, von den Characteren der 
Factoren abhängt, so genügt es offenbar, wenn wir die Entwicklun gvon 
Kriterien zur Unterscheidung derjenigen Moduln, für welche 
eine gegebene Zahl % quadratischer Rest ist, von denen, für 
welche sie Nichtrest ist, auf solche Werte von k beschränken, 
welche Primzahlen und überdies unter den zu ihnen asso- 
ciierten Zahlen die primären sind. Bei dieser Untersuchung liefert 
uns die Induction sofort sehr elegante Sätze. 

Beginnen wir mit der Zahl 1+6, so finden wir, dass dieselbe 
quadratischer Rest der Moduln 


Ira, Hr. 5-1, +54, +5 —7 
+7+2%, —5+6..., 


p) 


dagegen quadratischer Nichtrest der folgenden Moduln ist: 


Dada la ih 54% 1 
+7—%, —5—6, —34+8, —3—8, +5+8, +5 — 8, 
+9+4, +9 —&.... 


Wenn wir diese Übersicht, in welche wir von je vier associierten 
Moduln immer den primären aufgenommen haben, aufmerksam betrachten, 
so bemerken wir leicht, dass die Moduln «+ bi in der ersteren Klasse 
sämtlich so beschaffen sind, dass für ie a +b=-+1 (mod. 8), die in der 
letzteren Klasse aber so, das für sie a +b=—3 (mod. 8) ist. Offenbar 
muss dieses Kriterium, wenn wir an Stelle des primären Moduls m den 
associierten — m nehmen, derart abgeändert werden, dass für Moduln der 
ersten Klasse «+ b=—-1, fürModuln der letzten Klasse abera + b=-+ 3 (mod.8) 
ist. Daher wird allgemein, wenn anders uns die Induetion nicht getäuscht 
hat, und wenn a-+bi eine Primzahl bezeichnet, in welcher «a ungerade, 
b gerade ist, 1+- quadratischer Rest oder Nichtrest derselben sein, je 
nachdem a Hd =+1 oder =+3 (mod. 8) ist. 
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Für die Zahl —1-—; gilt dieselbe Regel, wie für 1-+:ö. Betrachtet 
man andererseits 1—; als Product aus —ö und 1-+i, so ist klar, dass 
der Zahl 1—; derselbe Character zukommt, welcher 1-+-ö beizulegen ist, 
wenn D gerademal gerade, dagegen der entgegengesetzte, wenn b ungerade- 
mal gerade ist, woraus leicht folgt, dass 1—i quadratischer Rest der 
Primzahl @ + di ist, wenn a—b=-+1 ist, quadratischer Nichtrest aber, 
wenn a—b=+3 (mod.8) ist, immer unter der Voraussetzung, dass @ 
ungerade, b gerade ist. 

Übrigens kann dieser zweite Satz aus dem ersten auch abgeleitet 
werden mit Hülfe eines allgemeineren Satzes, welchen wir folgender- 
massen aussprechen: 

In der Theorie der quadratischen Reste ist der Character 
der Zahl a+Bßi in Bezug auf den Modul «+ bi derselbe, wie der 
Character der Zahl a—ß in Bezug auf den Modul a— bi. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich daraus, dass beide Moduln die- 
selbe Norm p haben und dass, sooft (a+ pays ?= Non durch a+bi teil- 
bar ist, auch (a — By? — 1 durch a — bi teilbar ist, sooft aber 
(a + 99% :(P-1) 4 1 durch « + bi geteilt werden kann, auch (a — Boy} Bl 
durch a — bi teilbar sein muss. 


59. 

Wir gehen nun weiter zu ungeraden Primzahlen. 

Wir finden, dass die Zahl —1+2% 
quadratischer Rest ist der Moduln: 
34% +14 —5+23, -95—%, — 1-6, +7 —-%, —3 +38, 
+5+&: +5—8, +9+8% ... 
quadratischer Nichtrest aber der Moduln: 
—1—- 4, —3, +3-3, +1+% —1+& +9+% +5 —4, —T, 
+7+3, -5+6, -5—-6 —3—- 6 +9... 

Reduciert man die Moduln der ersten Klasse auf ihre absolut kleinsten 
Reste nach dem Modul —1-+ 2%, so findet man nur die folgenden + 1 und 


— 1, 2ınihd +3 +r9=s—1,  +1- 8=—1, —5+3=-+1, 
RL A, ea a 

Andererseits findet man, dass sämtliche Moduln der letzteren Klasse 
nach dem Modul —1-+ 2% entweder =+6 oder = —; sind. 


Nun sind aber +1 und — 1 selbst quadratische Reste des Moduls 
_1+% und +5 und —; quadratische Nichtreste desselben. Mithin 
ergiebt sich, soweit man der Induction Glauben schenken darf, der 
folgende Satz: 

Die Zahl —1-+ % ist quadratischer Rest oder Nichtrest einer Primzahl 
abi, je nachdem diese quadratischer Rest oder Nichtrest von —1+ 2 
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ist, wofern nämlich «+ bi unter den vier associierten Zahlen die primäre 
oder vielmehr, wenn a ungerade, b gerade ist. 


Ferner folgen aus diesem Satze ohne Weiteres die analogen Sätze 
bezüglich der Zahlen +1 — 2% —1—%, +1+% 


60. 


Stellt man eine ähnliche Induction bezüglich der Zahl — 3 oder +3 
an, so findet man, dass jede der beiden 


quadratischer Rest ist der Moduln: 


+34 43-4 146, 1-6 —7, SE 25, 
—3+8, —3—8, +9 +4, +94, ... 


aber quadratischer Nichtrest der Moduln: 


HH ie 5 5a ar 
+5 HT, HT +54, +5... 


Die ersteren sind nach dem Modul 3 irgend einer von den vier Zahlen 
+1, —1, +, —i, die letzteren aber einer von den vier folgenden 
+1+ö,+1—6 —1-+ö, —1—i congruent. Jene sind selbst quadra- 
tische Reste, diese quadratische Nichtreste von 3. 

Es lehrt daher diese Induction, dass die Primzahl « + bi, immer voraus- 
gesetzt, dass a ungerade, b gerade sei, zur Zahl — 3 (sowie zu +3) die- 
selbe Relation hat, wie diese zu jener, insoweit nämlich die eine quadra- 
tischer Rest oder Nichtrest der andern ist. 


Dehnt man diese Induction auf andere Primzahlen aus, so findet man 
überall dieses höchst elegante Reciprocitätsgesetz bestätigt und gelangt so 
zu dem folgenden Fundamentaltheorem bezüglich der quadratischen 
Reste in der Arithmetik der complexen Zahlen: 


Bezeichnena-+ bi, A+ BiPrimzahlen vonderB eschaffenheit, 
dass a, A ungerade, db, B gerade sind, so wird entweder jede 
der beiden quadratischer Rest oder jede der beiden quadra- 
tischer Nichtrest der andern sein. 

Trotz der grossen Einfachheit des Satzes aber unterliegt sein Beweis 
sehr grossen Schwierigkeiten, mit denen wir uns jedoch hier nicht aufhalten, 
da der Satz selbst nur ein specieller Fall eines allgemeineren Satzes ist, 
welcher die ganze Theorie der biquadratischen Reste in sich enthält. Zu 
dieser wollen wir daher jetzt übergehen. 


61. 


Was im Artikel 2 der früheren Abhandlung über den Begriff des bi- 
quadratischen Restes und Nichtrestes angeführt worden ist, dehnen wir 
auch auf die Arithmetik der complexen Grössen aus und beschränken ebenso 


Theorie der biquadratischen Reste. II. Abh. 569 


wie dort auch hier die Untersuchung auf solche Moduln, welche Primzahlen 
sind; zugleich wird man sich meistens, ohne dass darauf hingewiesen wird, 
hinzudenken müssen, dass der Modul derart angenommen wird, dass er 
unter den associierten Zahlen der primäre, nämlich =1 nach dem Modul 
2 + 2% ist, sowie ferner, dass die Zahlen, um deren Character (insofern sie 
biquadratische Reste oder Nichtreste sind) es sich handelt, durch den 
Modul nicht teilbar sind. 

Für einen gegebenen Modul also könnten die durch ihn nicht teilbaren 
Zahlen in drei Klassen eingeteilt werden, von denen die erste die biquadra- 
tischen Reste, die zweite diejenigen biquadratischen Nichtreste, welche qua- 
dratische Reste sind, die dritte endlich die quadratischen Nichtreste ent- 
hielte. Aber auch hier ist es vorteilhafter, an Stelle der dritten Klasse 
zwei aufzustellen, so dass man im Ganzen vier Klassen hat. 

Hat man irgend eine primitive Wurzel zur Basis genommen, so werden 
die biquadratischen Reste Indices haben, die durch 4 teilbar oder von der 
Form 4» sind; diejenigen Nichtreste, welche quadratische Reste sind, werden 
Indices haben von der Form 4» +2; endlich werden die Indices der qua- 
dratischen Nichtreste zum Teil von der Form 4” +1 zum Teil von der 
Form 4n +3 sein. Auf diese Weise würden allerdings vier Klassen ent- 
stehen; indessen würde der Unterschied zwischen den beiden letzten Klassen 
kein absoluter, sondern von der Wahl der zur Basis genommenen primitiven 
Wurzel abhängig sein; denn man sieht leicht, dass für die eine Hälfte der 
primitiven Wurzeln ein gegebener quadratischer Nichtrest einen Index von 
der Form 4» +1, für die andere Hälfte aber einen Index von der Form 
4n +3 erhält. Um diese Zweideutigkeit zu beseitigen, werden wir an- 
nehmen, dass stets eine solche primitive Wurzel gewählt wird, für welche 
der Index 4(p— 1) zur Zahl + gehört (vgl. Artikel 55, VI). Auf diese 
Weise entsteht eine Klasseneinteilung, die wir kürzer unabhängig von 
den primitiven Wurzeln in folgender Weise darstellen können: 


Die erste Klasse möge diejenigen Zahlen % enthalten, für welche 
Be) wird; diese Zahlen sind die biquadratischen Reste des Moduls. 


Die zweite Klasse möge diejenigen Zahlen enthalten, für welche 
KPD; wird. 


Die dritte Klasse möge diejenigen Zahlen enthalten, für welche 
werd] wird, 

Die vierte Klasse endlich möge diejenigen Zahlen enthalten, für welche 
KPD __; wird, 

Die dritte Klasse wird diejenigen biquadratischen Nichtreste enthalten, 
welche quadratische Reste sind; in die zweite und vierte Klasse teilen sich 
die quadratischen Nichtreste. 

Den Zahlen dieser Klassen werden wir respective den biquadratischen 
Character 0, 1, 2, 3 beilegen. Wenn wir den Character X einer Zahl % nach 
dem Modul m so definieren, dass er der Exponent derjenigen Potenz von ; 
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sein soll, welcher die Zahl AP congruent ist, so sind offenbar die nach 
dem Modul 4 congruenten Charactere als äquivalent zu betrachten. Übrigens 
wird dieser Begriff vorerst auf diejenigen Moduln, welche Primzahlen sind, 
beschränkt; in der Fortsetzung dieser Untersuchungen werden wir zeigen, 
wie er auch zusammengesetzten Moduln angepasst werden kann. 


62. 

Damit wir um so leichter eine ausführliche Induetion hinsichtlich der 
Charactere der Moduln anstellen können, fügen wir hier eine umfangreiche 
Tafel hinzu, mit deren Hülfe der Character einer jeden gegebenen Zahl in 
Bezug auf einen Modul, dessen Norm den Wert 157 nicht übersteigt, mit 
geringer Mühe erhalten wird, wofern man nur auf folgende Bemerkungen 
achtet. 

Da der Character einer zusammengesetzten Zahl gleich (oder nach dem 
Modul 4 congruent) ist dem Aggregat der Charactere der einzelnen Factoren, 
so genügt es, wenn wir für einen gegebenen Modul die Charactere der 
Primzahlen bestimmen können. Da ferner die Charactere der Einheiten 
—1, +ö, —i offenbar den Zahlen 3(p— 1), #(p — 1), &(p — 1) nach dem 
Modul 4 congruent sind, so wird es auch ausreichen, wenn nur die Charactere 
der primären Zahlen unter den associierten dargestellt werden. Da endlich 
die nach dem Modul m congruenten Zahlen denselben Character haben, so 
genügt es, die Charactere solcher Zahlen in die Tafel aufzunehmen, welche 
in dem System der absolut kleinsten Reste enthalten sind. Ausserdem 
beweist man durch eine ähnliche Schlussreihe wie im Artikel 58, dass, wenn 
für den Modul «-+ bi der Character der Zahl A-+ Bi gleich A, für den 
Modul — bi aber X der Character der Zahl A — Bi ist, immer 
A=—NX (mod.4) oder A-+-X’ durch 4 teilbar ist; mithin braucht man nur 
Moduln in die Tafel aufzunehmen, in welchen db entweder gleich O oder 
positiv ist. 

Wenn z. B. der Character der Zahl 11— % in Bezug auf den Modul 
— 5 — 65 gesucht wird, so substituieren wir für diese Zahlen die folgenden 
11 +6, —5-+ 6; sodann bestimmen wir (Artikel 43) den absolut kleinsten 
Rest der Zahl 11-+6 nach dem Modul —5-+6, welcker -_1— &= 
—1>(1-+4) wird. Mithin ist, da für den Modul —5+-.6 der Character 
von —1 gleich 30, der Character der Zahl 1-+ 4 aber nach der Tafel 2 
ist, 32 oder 0 der Character der Zahl 11 + 6£ für den Modul — 5 -+- 6 und 
somit nach der letzten Bemerkung auch der Character der Zahl 11 — & 
für den Modul — 5 — 6. — Ebenso zerlegt man, wenn der Character der 
Zahl —5-+ 65 in Bezug auf den Modul 11 +6 gesucht wird, den absolut 
kleinsten Rest jener 1—5# in die Factoren —i,1+:,3— 2%, denen die 
Charactere 117, 0, 1 entsprechen, so dass der gesuchte Character 118 oder 2 
ist; ebenderselbe Character ist auch der Zahl — 5 — 65 in Bezug auf den 
Modul 11 — 6 beizulegen. 
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Modul | Character | Zahlen 
-5 ) l1+i 
+3+ % ) l+i 
E04 1 -1+% 
3 1+3 
—5)+ % 0 —1—- % 
1 1l+% 
2 —1+2% 
—1+ 0) — 3 
1 1+, —1+% 
2 are mei 
Fort .4 0 1+3 
1 —3 
3 12,71% 
\ —7 0) 1 —3 
l Ir 2 93-2 
2 i#2 
A - 39 
Ba A RP 0 1+,3+%, 3—23,1—%& 
1 8 
—1—- 4, 1+%& 
3 —1+2% 
or 0 0 17, 73,872, 3-3 
] 1—4& 
93 1+% 
3 —1+23, —1—- 2% 
—3+ 8% 0 —1+23,3— 3, 1-—- & 
1 1+.,3+% 
2 —3 
3 1-3, 144, —5+23 
HS, 0 —- Im 
1 5-4, —1+6i 
j B) — 143-4 
| 3 Las 3 
#19 HA 0 — Ur 
1 it - 142,32 
| 2 —3, 144 
} 3 1— 4, —-5+% 
| 11-102 0 Me a) a a a 
1 —3 
2 ae 13 a Va: 9 
3 i+& 1—-% 
a (0) 1 IF 1-32 DE 
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Modul | Character Zahlen 
+ 3+10i 2 _— 3,98 +4 172, 9.2 
8 —1+23,3— 2% 
lee 8% 0 1 Re 
1 ae 9) N Na ae 
2 ia 1m 92 1 
h) — 1123, —3 -1+% 
ll 0 —3 
l 1423-2, 174,155 23 4 
2 Le 20, i-2 
3 Bean ini = 920004 
a Wa 0 i+, = 12,342, 9+% 
] 1-2 -1+% 
2 +23 
3 ar zuli int N ar 
A 0 da he Bu lie le 
1 — 1,232, —9+23 
2 +4,32 
3 1 ee So at hrage 2) 
sr a I De A 077 0 1+, 172, 3.172, 1-4, —7 
1 — 1-3, 5+2,35-% 
2 — 5% -1+6,57 4% 
3 —5+23,5+%& 7— 2. 
63. 


Wir wollen nun versuchen, die gemeinschaftlichen Kriterien 
der Moduln, für welche eine gegebene Primzahl denselben Cha- 
racter hat, durch Induction zu entdecken. Wir setzen stets voraus, 
dass die Moduln unter den associierten Zahlen primär seien, also solche 
Moduln « + bi, für welche entweder a=1, b=0 oder a=3, b=2 (mod.4) ist. 

In Bezug auf die Zahl 1-+:, mit welcher wir den Anfang machen, 
stösst man leichter auf das Inductionsgesetz, wenn man die Moduln der 
ersteren Art (für welche a=1, d=0) von den Moduln der letzteren Art 
(für welche a=3,b=2) trennt. Mit Hülfe der Tafel des vorigen Artikels 
findet man, dass entspricht 


der Character| den Moduln der ersteren Art: 
0 5+4, -—7+8, — 7—8&, -11+& 
1 1—4, —3+8, — 3—8i, 9 +4, —11 
2 5— 4, —T, — 11 —%& 
3 —5, 1+%, +8, I — dl, 9 _—.A:. 
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Wenn wir diese sechzehn Beispiele mit Aufmerksamkeit betrachten, so 
finden wir in allen den Character =4(a — b — 1) (mod. 4). 
Ebenso entspricht 


der Character den Moduln der zweiten Art 


) a9 21,5 Char 0 
1 BER EV 
2 ee 

3 en es oe 


In allen diesen zwanzig Beispielen findet man bei einiger Aufmerksam- 
keit den Character =4(@ — b — 5) (mod. 4). 

Diese beiden Regeln kann man leicht in eine für jede der 
beiden Arten von Moduln geltende zusammenziehen, wenn man 
erwägt, dass 45? für Moduln der ersten Art =0, für Moduln der zweiten 
Art =1 (mod.4) ist. Es ist daher der Character der Zahl 1 +: in Bezug 
auf jeden primen unter den associierten Zahlen primären Modul 
=4(a —b — 1— 52) (mod. A). 

Nebenbei wollen wir hier bemerken, dass, da (b-+- 1)? immer von der 
Form 8» +1 oder 4(25b + 2) gerade ist, jener Character stets gerade oder 
ungerade wird, je nachdem («+5 — 1) gerade oder ungerade ist, was 
mit der für den quadratischen Character im Artikel 58 angegebenen Regel 
übereinstimmt. 

Da 4(a—b— 1), H{a—b-+-3) ganze Zahlen sind, von denen die eine 
gerade, die andere ungerade ist, so wird das Product derselben gerade oder 
4a —b—1)a —b-+3)=0(mod.4) sein. Hiernach kann an Stelle des 
angegebenen Ausdrucks für den biquadratischen Character auch der folgende 
genommen werden: 


dab -Ii-B) No 6 _ Da -bıs)- il rd 


welche Form sich auch dadurch empfiehlt, dass sie nicht auf primäre 
Moduln beschränkt ist, sondern nur voraussetzt, dass « ungerade, b gerade 
sei; denn offenbar wird unter dieser Voraussetzung entweder @ + bi oder 
a— bi unter den associierten Zahlen die primäre sein, und der Wert jener 
Formel ist für beide Moduln derselbe. 


64. 


Gehen wir von der letzten im vorigen Artikel gefundenen Regel aus, 
so sehen wir, dass 


der Character = 


I4(— @+2ab+ b?+]) 
Hl a?+2ab +30? —1). 
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Dies folgt sogleich daraus, dass der Character von © 4(a@ +? —]), 
der Character von — 1 aber (a? + b?— 1)=3b? ist, da a? — 1 immer von 
der Form 8» ist. Offenbar sind diese vier Regeln, obwohl sie bisher nur 
durch Induction erhalten sind, derart mit einander verbunden, dass, sobald 
der Beweis der einen von ihnen erledigt ist, die drei übrigen zugleich mit 
bewiesen sind. Es ist kaum nötig, darauf hinzuweisen, dass auch in diesen 
Regeln nur vorausgesetzt wird, dass a ungerade, b gerade sei. 

Wenn man Formeln anwenden will, welche auf primäre Moduln be- 
schränkt sind, so kann man sich folgender Form bedienen. Es ist 


für die Zahl | der Character = 


a 
a ara 
ee! 


Die einfachsten Formeln ergeben sich, wenn wir, wie wir es im Anfange 
unserer Induction gethan haben, Moduln der ersten und zweiten Art unter- 
scheiden. Es ist nämlich der Character 


der Zahl | für Moduln der ersten Art | für Moduln der zweiten Art 


—1+i| 4—-a-—b-+]) 4(—a—b—3) 

—1—i| 4 a—b-—]) 4( a—b-+3) 

+1l—i +(—a—b+I1) 4—a—b+5). 
65. 


Für die Zahl —1+%, zu welcher wir jetzt übergehen, wollen wir 
ebenfalls die Unterscheidung zwischen denjenigen Moduln a —+ bi, für welche 
a=1,b=0, und denjenigen, für welche a4=3, b=2 ist, machen. Die 
Tafel des Artikels 62 zeigt, dass in Bezug auf jene Zahl 


der Character den Moduln erster Art entspricht 
ER 
1 +1+4, +5—4i, —T, — 3—8 
2 +1—4, +5+8, —7—8, —1l 
3 — 3, +5+4, +9—-%& — 7+83,—11—&. 


Reducieren wir diese einzelnen Moduln auf die absolut kleinsten Reste 
nach dem Modul — 1 + 2, so bemerken wir, dass alle, denen der Character 
0 entspricht, =1, diejenigen, denen der Character 1 entspricht, =i, die- 
jenigen, deren Character 2 ist, =— 1, endlich diejenigen, deren Character 3 
ist, =—; werden. Nun sind aber die Charactere der Zahlen 1, , —1, —i 
für den Modul —1-+% gerade 0, 1, 2, 3 respective; mithin ist in allen 
diesen siebzehn Beispielen der Character der Zahl -—1+%in 
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Bezug auf den Modul erster Art «+ bi mit dem Character dieser 
Zahl in Bezug auf den Modul —1+% identisch. 
Ebenso findet man mit Hülfe der Tafel, dass 


der Character den Moduln zweiter Art entspricht 


232. 509 Trio, 1 Hl © 

Es BE BER 1, HELL a a ee 
a ern | 

A a a a 


Bringt man diese Moduln auf ihre absolut kleinsten Reste nach dem 
Modul —1-+%, so findet man, dass alle, denen respective die Charactere 
0, 1, 2, 3 entsprechen, den Zahlen — 1, —i, + 1, +5 congruent sind; diesen 
Zahlen selbst aber kommen, wenn umgekehrt — 1 + % zum Modul genommen 
wird, die Charactere 2, 3, 0, 1 respective zu. Mithin ist in allen diesen 
neunzehn Beispielen der Character der Zahl —1+% in Bezug 
auf einen Modul der zweiten Art um zwei Einheiten von dem 
Character dieser Zahl in Bezug auf die zum Modul genommene 
Zahl —1+% verschieden. 

Ferner sieht man leicht, dass ganz Ähnliches in Bezug auf die Zahl 
— 1—% stattfinden wird. 


66. 


Für die Zahl —3 unterlassen wir eine Unterscheidung zwischen Moduln 
erster und zweiter Art, da der Erfolg lehrt, dass eine solche hier überflüssig 
ist. Es entspricht daher 


der Character! den Moduln 


) NS ne 1-7 540, 5 1, 1 I 
1 N ee 
7-8 He 
2 37.3 -3+8 —-3-8, 9474, 3410, 3-10 
3 ee. 
TE IL dr 


Bringen wir diese Moduln auf ihre kleinsten Reste nach dem Modul 3, 
so sehen wir, dass diejenigen, welchen der Character 0 entspricht, zum 
Teil =1, zum Tel =—1, diejenigen, deren Character 1 ist, entweder 
=1—i oder =—1--, diejenigen, deren Character 2 ist, entweder=i 
oder =—i, endlich diejenigen, denen der Character 3 zukommt, entweder 
=1+ioder =—1-—; sind. Aus dieser Induction schliessen wir daher, 
dass der Character der Zahl —3 für einen primen unter den associierten 
Zahlen primären Modul identisch ist mit dem Character dieses Moduls, wenn 3 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, — 3 als Modul betrachtet wird. 
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67. 

Stellt man in Bezug auf andere Primzahlen eine ähnliche Induction an, 
so findet man, dass die Zahlen 3+%, —1+6, 7+2i, —5+6i,... ähn- 
liche Sätze liefern, wie derjenige ist, zu welchem wir im Artikel 65 in 
Bezug auf die Zahl —1-+ 2% gelangt sind, dass dagegen die Zahlen 1+ &, 
54, —3+8%&, 548i, IH+Ai,... sich ebenso verhalten, wie die Zahl 
— 3. Die Induction führt also zu einem sehr eleganten Satze, den man, 
nach Analogie der Theorie der quadratischen Reste in der Arithmetik der 
reellen Zahlen, das Fundamentaltheorem der biquadratischen Reste 
nennen kann, nämlich: 


Bezeichnen a-+bi, @+b'i zwei verschiedene, unter den zu 
ihnen associierten Zahlen primäre, d.h. nach dem Modul 2 + 2% 
der Einheit congruente Primzahlen, so ist der biquadratische 
Character der Zahl a+bi in Bezug auf den Modul + bi 
identisch mit dem Character der Zahl a -+b’i in Bezug auf den 
Modul a+bi, wenn entweder jede oder wenigstens eine der 
beiden Zahlen a-+bi, @«+b'i zur ersten Art gehört d.h. nach 
dem Modul 4 der Einheit congruent ist; dagegen werden jene 
Charactere um zwei Einheiten verschieden sein, wenn keine der 
beiden Zahlen a+bi, a’+b’i zur ersten Art gehört, d.h. wenn 
beide nach dem Modul 4 der Zahl 3+ 2: congruent,sind. 


Trotz der grossen Einfachheit dieses Satzes aber gehört doch der Be- 
weis desselben zu den verborgensten Geheimnissen derhöheren 
Arithmetik, so dass er, wenigstens wie jetzt die Sachen liegen, nur 
mittelst der subtilsten Untersuchungen, welche die Grenzen dieser Abhand- 
lung weit überschreiten würden, geführt werden kann. Daher behalten wir 
uns die Veröffentlichung dieses Beweises sowie die Entwicklung des Zu- 
sammenhanges zwischen diesem Satze und denjenigen, welche wir am An- 
fange dieser Abhandlung durch Induction festzustellen begonnen haben, für 
eine dritte Abhandlung vor. Zum Schlusse wollen wir jedoch schon hier 
angeben, was zum Beweise der in den Artikeln 63 und 64 aufgestellten Sätze 
erforderlich ist. 


6 


Wir beginnen mit solchen Primzahlen a+ bi, für welche d=0 ist 
(von der dritten Art des Artikels 34), wo somit (damit die Zahl unter den 
associierten primär sei) a eine reelle negative Primzahl von der Form 
— (49 + 3) sein muss, für welche wir —g schreiben werden. Solcher Art 
sind die Zahlen —3, —7, —11, —19,... Bezeichnet man A den Character 
der Zahl 1 +, wenn jene Zahl zum Modul genommen wird, so muss sein: 


[0 0] 


Pe HET, KTD (mod. q). 


Bekanntlich aber ist 2 quadratischer Rest oder Nichtrest von g, je nachdem 
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q von der Form 8% -+ 7 oder von der Form $n + 3 ist, woraus folgt, dass 
allgemein 
93-1) — 1 at) — ja) (mod. q) 


und somit, wenn man zur Potenz mit dem Exponenten 4(gq-+1) erhebt, 
93-1) — zia+n? (mod. q) 
ist. Daher nimmt die vorhergehende Gleichung die folgende Form an: 
eat) — A@+9) (mod. g), 
und hieraus folgt: 
\=4(@+9)=4(4+1)?—4(q-+ 1) (mod. 4) 
oder, da man 4(g + 1)?=0 (mod. 4) hat: 
A=— 4 +1)=4(@ — 1) (mod. 4). 


Dies ist der Satz des Artikels 63 für den Fall B—0. 


69. 


Bei weitem schwieriger aber lassen sich solche Moduln «+ Di erledigen, 
für welche b nicht gleich Null ist (die Zahlen der vierten Art des 
Artikels 34), und müssen erst mehrere Untersuchungen vorausgeschickt 
werden. Die Norm a’+b?, welche eine reelle Primzahl von der Form 
4n +1 ist, bezeichnen wir mit p. 

Es möge mit $ der Complex aller einfach kleinsten Reste für den 
Modul a+bi=m mit Ausschluss dar Null bezeichnet werden, so dass die 
Anzahl der in $ enthaltenen Zahlen gleich py—1 ist. Es bezeichne ferner 
%-+yi unbestimmt irgend eine Zahl dieses Systems, und man setze 
ag +by=t, ay—bz=n. Es sind daher & und n ganze Zahlen, welche 
zwischen den Grenzen 0 und p, diese Grenzen ausgeschlossen, enthalten 
sind; denn im vorliegenden Falle, wo a und D prim zu einander sind, 
zeigen die Formeln des Artikels 45, nämlich „=, E=— kn (mod. p), 
dass keine der Zahlen &, n gleich O sein kann, wenn nicht die andere 
gleichzeitig verschwindet und somit —=0, y=0 wird, eine Combination, 
die wir bereits ausgeschlossen haben. Das Kriterium dafür also, dass die 
Zahl &-+ yi in $ enthalten sei, besteht darin, dass die vier Zahlen 6, 
P—5,p—n positiv sein müssen. 

Ferner bemerken wir, dass für keine solche Zahl &=n sein kann, 
denn hieraus würde folgen p@a+y)=at+n)+bE—n)—= 2a, was 
absurd ist, da keiner der Factoren 2, a, & durch p teilbar ist. Auf ähnliche 
Weise lehrt die Gleichung p@— y+a+b)=2d-+(a+b)(p—E— N), 
dass &+n nicht gleich p sein kann. Daher erhalten wir hieraus, da 

Gauss. 37 
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E—n, p—&—n entweder positiv oder negativ sein müssen, eine Einteilung 
des Systems $ in vier Complexe C, 0’, C”, C’" und zwar in der Weise, 
dass wir setzen 


in den Complex die Zahlen, für welche 
C gE—n positiv, P—&5—n positiv 
C E—n positiv, P— 5—n negativ 
C &—n negativ, P—&—n negativ 
0% E—n negativ, p—E—n positiv. 


Das Kennzeichen einer Zahl des Complexes C ist also eigentlich ein 
sechsfaches; es müssen nämlich die sechs Zahlen 8 pP —5, 9 — n5—n 
p—E— n positiv sein; offenbar aber enthalten die zweite, fünfte und sechste 
Bedingung schon von selbst die übrigen in sich. Analoges gilt von den 
Complexen C', C”, C"', so dass die vollständigen Kriterien dreifach sind, | 
nämlich | 


für den Complex | müssen positiv sein die Zahlen 


C N Di npTermn 
BR ps i—n&+n-—p 
X p—nn— 5 5+n—p 
ec" 3 nn, 2—:—n 


Ferner wird jeder, auch ohne dass wir darauf hinweisen, einsehen, dass 
bei der geometrischen Darstellung der complexen Zahlen (vgl. Artikel 39) 
die Zahlen des Systems $ innerhalb eines Quadrates enthalten sind, dessen 
Seiten die Punkte verbinden, durch welche die Zahlen 0, a+bi, (1+)(a-+bi), 
i(a + bi) dargestellt werden, und dass die Einteilung des Systems $ der 
Teilung des Quadrats durch seine Diagonalen entspricht. Doch wollten wir 
uns hier lieber rein arithmetischer Schlüsse bedienen, indem wir der Kürze 
halber die Illustration durch eine bildliche Darstellung dem erfahrenen 
Leser überlassen. 


70. 
Wenn die vier complexen Zahlen 


T=c-+ Yi, Y— x" + yii, ve a’ + y"i, Y'— PB yri 
derart mit einander verbunden sind, dass man 


r=m+ü, !"=m+ir=(ll+0)m—r, r"'=m+ü"=im —ür 


x 
Er 
‘ 


hat, und man annimmt, dass die erste r zum Complexe € gehört, so werden 
die übrigen r', r’, r'”’ respective zu den Complexen 0’, 0’, €’ gehören. a 
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Denn setzt man: 


g =ax -+by, 

"ar + by, 

&’ Sen ax PR by”, 

’— ac + by", 
so findet man: 


n=p—t=p— im Be 
nein ren !ep—i'—y" 
en pm, 


woraus sich mit Hülfe der Kriterien für die einzelnen Complexe die Richtig- 
keit des Satzes von selbst ergiebt. Und da wiederum r — m + ir’ ist, so 
sieht man leicht, dass, wenn r zum Complex C’ gehörig vorausgesetzt wird, 
die Zahlen »’, r"', »’” respective zu C”’, C”’, C gehören; gehört jene zu ©”, 
so gehören diese zu C'', C, 0’; gehört endlich jene zu C”’, so gehören 
diese zu C, 0’, 0", 


es folgt hieraus, dass in den einzelnen Complexen 0,0% 
‚ ©" gleichviel Zahlen lien sind, nämlich 4(p — 1). 


71. 


Satz. Werden, unter % eine ganze durch m nicht teilbare 
Zahl verstanden, die einzelnen Zahlen des Complexes C mit %k 
multipliciert und wird, nachdem die einfach kleinsten Reste 
dieser Producte nach on Modul m unter die Complexe (, (', 
C", 0’" verteilt sind, die Anzahl derjenigen, welche un diesen 
einzelnen ale gehören, respective mit c, c', c”, c'”’, be- 
zeichnet, so ist der Character der Zahl k in Bezug auf den 
Modul m congruent c'’+ 2c”’+ 3c”' (mod. 4). 


Beweis. Es seien die e zu C gehörigen kleinsten Reste N 
die ce’ zu C’ gehörigen Reste m -+ia, m+iß, m-+ Y,.M+ö, .. 
ferner die c’ zu CO” gehörigen Reste (I +)m—a”, (1 m 
A+9m—y", 1 +9)m— 0", ..., endlich die ce’ zu 0'" gehörigen Reste 
im — ia’, im — WB", a im — 0", Wir betrachten nun vier 


Producte, nämlich: 


... 


1. das Product aus allen 4(9— 1) den Complex C bildenden Zahlen, 


2. das Product der Producte, welche aus der Multiplikation dieser 
einzelnen Zahlen mit % entstehen, 

. das Product aus den kleinsten Resten dieser Producte, nämlich 
aus den Zahlen ©, 8,1, &,..., m ti, m+iß,... 

. das Product aus allen c+c-+c”’+c” Zahlen a, ß, y, 

a’, Pr, Y, Ö, Dr a, Br, 8 


„oo. 


37* 
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Bezeichnet man diese vier Producte der Reihe nach mit P, P', P", P"', 
so ist offenbar: 
I(n— DEN ser "ge 
P_ewlp. pepr, PIZzPperste tt (mod.m) 


und somit: N RE 
DAFT = DU RRTIT  (aod.m): 

Man sieht aber leicht, dass die Zahlen «',ß’,y',d,...,a”,ß",y",0",..., 
a’, ß””,y’”, 8", ... sämtlich zum Complexe C gehören und sowohl unter 
sich als auch von den Zahlen «a, ß, y,ö,... verschieden sind, ebenso wie 
diese selbst unter einander verschieden sind. Daher müssen alle diese 
Zahlen zusammengenommen und abgesehen von der Reihenfolge vollständig 
identisch sein mit allen den Complex C bildenden Zahlen, woraus folgt 
P= P'' und daher: 


Ilm 7) 7 Un 
Per (moin). 


Schliesslich ergiebt sich hieraus, da die einzelnen Factoren des Products P 
durch m nicht teilbar sind, 


1 ERS BR} 7) nm 
MORD ER 2 (amddl 90), 


so dass + 2c’-+ 3c”' der Character der Zahl A in Bezug auf den Modul m ist. 


72. 

Um das allgemeine Theorem des vorigen Artikels auf die Zahl 1-+. 
anwenden zu können, müssen wir den Complex C wiederum in zwei kleinere 
Complexe G und @’ teilen und zwar werden wir zum Complex @ diejenigen 
Zahlen &+ yi rechnen, für welehe ac+by=5 kleiner ist als 3p, zum 
Complexe G’ aber diejenigen, für welche & grösser als 3» ist; die Anzahl 
der in den Complexen G und G’ enthaltenen Zahlen werden wir mit g und g’ 
bezeichnen, so dass 9 + =4(p—.]) ist. 

Das vollständige Kriterium der zum Complexe G gehörigen Zahlen ist 
somit, dass die drei Zahlen „5 —n,P2 — 25 positiv sind; denn die dritte 
Bedingung für den Complex C, nach welcher p—&—n positiv sein soll, 
ist bereits implieite unter jenen enthalten, dp —E — n= (—n)+ (— 2%) 
ist. Ebenso besteht das vollständige Kriterium der zu @’ gehörigen Zahlen 
in positiven Werten der drei Zahlen „pP —5— n, 23 —P. 

Hieraus folgt leicht, dass das Product einer jeden Zahl des Complexes @ 
mit der Zahl 1+i zum Complex C’’ gehört. Denn setzt man: 


De Yi (1 +)= + yi und ax + by= Er ay — be’ — .Ä 
N 


so findet man: 
ern n-i-n 2D--1=-2 78 


d. h. das Kriterium für die dem Complex @ zugehörige Zahl & + ye ist 
identisch mit dem Kriterium für die zum Complex C’’ gehörige Zahl «+ yi. 


Theorie der biquadratischen Reste. II. Abh. 581 


Auf ganz ähnliche Weise zeigt man, dass das Product einer jeden 
Zahl des Complexes @ mit 1+: zum Complex C’’ gehört. 

Es ist daher, wenn wir im vorigen Artikel % den Wert 1-+- beilegen, 
c=(, c=(0, d'=g, c"”=g, und somit wird der Character der Zahl 1+:: 
Sg +2g=%$p—1)+g. Und da die Charactere der Zahlen ©, —1 
respective 4+(p— 1), 3(p— 1) sind, so werden die Charactere der Zahlen 
— 1+i, —1-i, 1—i respective 2p —1)+9, 9, 4p—1)+g sein. 
Somit handelt es sich nur noch um die Ermittlung der Zahl g. 


73. 


Die Auseinandersetzungen in den Artikeln 69 bis 72 sind eigentlich 
unabhängig von der Voraussetzung, dass m eine primäre Zahl sei; von nun 
an wollen wir aber wenigstens annehmen, dass « ungerade, b gerade sei, 
und ausserdem dass a, b und «—b positive Zahlen seien. Vor allen 
Dingen müssen wir die Grenzen der Werte von x in dem Complexe @ fest- 
stellen. 

Setzt man: 


ay—be=n, (a+b)e—(a—b)y=L p— ax — 2y=%, 


so besteht das Kriterium der zum Complexe @ gehörigen Zahlen x + yi in 
den drei Bedingungen, dass n, &, 9 positive Zahlen seien. Da 
pe=(a—b)n+al, p(a— 2x)=ad+2bn wird, so müssen offenbar x 
und 24 — x positive Zahlen, oder es muss x irgend einer der Zahlen 
1, 2,3, ..., 4(@— 1) gleich sein. Da ferner (a—5)9= 25 +p(a— b— 2x) 
ist, so ist klar, dass, sobald x kleiner als 3(@ — b) ist, die zweite Bedingung 
(nach welcher & positiv sein soll) bereits die dritte (dass 9 positiv sein 
muss) in sich schliesst, dass dagegen, sooft x grösser als 3(@ — b) ist, die 
zweite Bedingung bereits unter der dritten enthalten ist. Mithin hat man 
nur für die folgenden Werte von x, nämlich 1, 2, 3, ..., 3s@a —b—I), 
dafür zu sorgen, dass n und & positiv werden, oder dass y grösser als 


u ; RR ; 
nn. sei. Für einen gegebenen derartigen Wert 


b 
— und kleiner als 


von x giebt es daher Zahlen + „%i im Ganzen 


(a+b)x bx 

Ken 
wenn wir uns der eckigen Klammern in derselben Bedeutung bedienen, in 
welcher wir sie anderswo vorübergehend gebraucht haben [Vgl. „Neuer 
Beweis eines arithm. Satzes“, Art. 4 (oben 8. 459) und „Neue Beweise und 
Erweit. des Fumdamentalsatzes i. d. Lehre v. d. quadr. Resten“, Neuer 
Algorithmus u. s. w. Artikel 3 (oben S. 507)]. Dagegen genügt es für die 
folgenden Werte von x: $3(a—b-+1), 3(a—b+3), ...., 3(a— 1), wenn 
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n und d positive Werte erhalten, oder wenn % grösser als ie und kleiner 


—2 
u oder 3b-+ 


derartigen Wert von x Zahlen «+ yi im Ganzen: 


a? — 2ax bx 
1 ENTER REIN) SEEN 1 
[#+ 2 | be 


Hieraus schliessen wir daher, dass die Anzahl der Zahlen des Com- 
plexes @ ist: 


22er] 


wo im ersten Gliede die Summation über alle ganzen Werte von x von 1 
bis 3a(a—b—1), im zweiten von J(a—b+1) bis $(a—1), im dritten von | 
1 bis $3(@ — 1) auszudehnen ist. 

Wenn wir uns des Buchstabens $ in derselben Bedeutung bedienen, 
wie am angeführten Orte (vgl. oben S. 507), nämlich, dass 


U 2u 3U ru 
RC a a ee 
sein solle, wo Z, « irgend welche positive Zahlen bezeichnen und ?’ die 


Zahl [3] bedeutet, so ist jenes erste Glied gleich g(«—b, a-+b), das 
dritte gleich — »(a, b), das zweite aber wird gleich 


a? — 2ax 
el 
Es ist aber, wenn wir die Glieder in umgekehrter Reihenfolge schreiben: 
@— 2a] [ea 3a da (db — 1)a 
25) -alrlal-al+r Hl | 
| (25, a) ER +(b, Q). f 


Daher nimmt unsere Formel die folgende Form an: 


a? — 2au . N SER 
97 wird; mithin giebt es für einen gegebenen 


als 


9=pla—b, a+b) +e(2b, a) — y(a, b)—o(d, a) +42. 
Wir betrachten zuerst das Glied p(a—b, a+b), welches sich sogleich 
verwandelt in g(a—b, 2) +1+2+3+-.-+3(a —b—1) oder in 
(a —b, 3) +!(a— 1). 


Ferner haben wir, da nach dem allgemeinen Satze p(t, u) -+g(u, ?) 
= [32]. [3w] wird, sobald ? und « zu einander prime positive ganze Zahlen j 
sind: 


(a —b, 2) = Ida —b—1)— gli, a—b) 
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und daher: 
e(a—b, a+b)= }(a? + 2ab — 3b? — 4b — 1) — y(2b, a—b). 


Ordnen wir die Glieder von @(25, a—b) in folgender Weise an: 
a—b 3(a — b) 5(a—b)| (b—1)(a—b) 
"a |+| ob A re 277 
a—b %(a—b) "3(a—b) 3b(a — b) 
a U a en nn 


so wird die zweite Reihe offenbar gleich 


ed, a—b)=glb, a—-1—-2—3—..—Id=eb, )—3(0?+ 2); 


die erste Reihe aber stellen wir nach Umkehrung der Reihenfolge der 
Glieder so dar: 


und dieser Ausdruck verwandelt sich, da, wenn Z eine ganze, « eine 
gebrochene Zahl bezeichnet, allgemein E —u]=t-1—[w]) ist, in 
folgenden: 


se n-[]-18]-[a]--- [832% 
— 2a —4—b)— g(%,a)-+e(b, a). 


Hiernach wird: 


9(25, a—b)= 2%p(b, a) — $(2, a) +4b(a—3—b) 
und somit: 


o(a—b, a+b)=e(2, a) — 2e(b, +3 — +2 —]). 


Substituiert man diesen Wert in die oben für g angegebene Formel 
und setzt überdies p(a, b)+o(b, a)=4b(a— 1), so erhält man: 


g9= (2, a) — 2b, a) +4 — ab+? +4 —1). 


74. 


Durch ganz ähnliche Schlüsse erledigt sich der Fall, wo zwar a, Db 
positiv bleiben, aber @— b negativ oder b — a positiv ist. Die Gleichungen 
p(a — 2x) = 2bn + ad, p(b — a + 2x) = 26% + (b— a)d zeigen, dass 30a — x 
und 2-+3(b— a) positiv und somit x irgend einer der Zahlen —3(b—a—]1), 
—3(b—a—3), —4b—a—5), ...,„ +3(@—1) gleich sein muss. 
Ferner folgt aus der Gleichung p« +(b—a)n=al, dass für negative 
Werte von x die Bedingung, nach welcher n positiv sein soll, bereits unter 
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der Bedingung, nach welcher & positiv sein soll, enthalten ist, dass aber 
das Gegenteil stattfindet, sobald x ein positiver Wert beigelegt wird. 
Hiernach müssen die Werte von y für einen bestimmten negativen Wert 


(a+b)& » — 2ax 
[97 RS 


von & zwischen 7 und > für einen gegebenen positiven Wert 


von x aber zwischen . und no enthalten sein; offenbar sind für 
x=( diese Grenzen 0 und 5 mit Ausschluss des Wertes y=® selbst. 
Hieraus folgt: 


--2 +29] -2] 2%], 


wo in dem ersten Gliede die Summation über alle negativen Werte von « 
von —1 an bis —3(b—a— 1), im zweiten über alle Werte von & von 
—3(d—a—1) an bis 3(a— 1), im dritten über alle positiven Werte von 
x von +1 an bis zu 3(a— 1) zu erstrecken ist. Auf diese Weise ergiebt 
sich aus der ersten Summation —9(b—a, b-+.a), aus der zweiten ebenso 
wie im vorigen Artikel 45?-+o(25, a)—»(b, a), endlich aus der dritten 
— o(a, b), oder man hat: 


gs=—-b —ab +a)+g(2, a) — ?(b, a) — Pla, b) + 402. 
Auf ganz ähnliche Weise wie im vorigen Artikel entwickelt man nun: 


eb— ab +a=e(lb—a, 2) —-t(B—- a)? —1) 
= $(36? — 2ab — a? — 4b +1) — g(2,b — a), 


sowie: 
2(2b, b— a)= (2b, a) — 2p(b,a) +40(b—1— a) 
und daher: 


db — a,b +a)=2p(b,a) — 2 (2b, a) + 4(d? — @ — 2b +1) 
und schliesslich: 
9 = 2? (2b, a) — 2p(b, a) + 3(a? — 2ab +? +46 — 1). 


Es ist daher bewiesen, dass für g dieselbe Formel gilt, mag «a — b 
positiv oder negativ sein, wofern nur a, b positiv sind! 


75. 
Um eine weitere Reduction zu erlangen, setzen wir: 


»-[3]+ ]+-[2]+ + [] 
M— 3] " & + 22 ui fe: + 2 ie [es 


a+ b 2a +b 3a+b aba +b 
v5. |+[ + Prl+-+[ PT, | 


BEN STERN 
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Da man leicht sieht, dass allgemein [“] + [a + 3] = [2w] ist, welche 
reelle Grösse auch immer « bezeichnen möge, so wird Z+ N=el(b, a), 
und da offenbar Z+ M=o(2b, a) ist, so wird: 


e(2b,«)—e(b,)=M—N. 


Ferner ist klar, dass das Aggregat des ersten Gliedes der Reihe N und des 
; 5 b—1)a 

vorletzten Gliedes der Reihe M, nämlich E “ | Ai ‘ 5) | =4(a—]) 

wird, ünd dass dieselbe Summe von dem zweiten Gliede der Reihe N und 

dem vorvorletzten der Reihe M gebildet wird u. s. w. Da nun auch das 

letzte Glied der Reihe M gleich 3 (a — 1) ist, das letzte Glied der Reihe N 


+2 \ 
aber gleich ]=-:@=9 ist, wo das obere oder untere Vorzeichen 


gilt, je nachdem a von der Form 4n +1 oder 4n — 1 ist, so folgt: 


M+N=4la— D)b+zlazrl), 
und somit: 


Demnach geht die für g in den Artikeln 73 und 74 gefundene Formel 
in die folgende über: 


= +((a + by? — 1) +2n —4N, 


wenn man aF1=4n setzt, wo n eine ganze Zahl ist. Da man aber hieraus 
1 = 16n? — San -+ a? erhält, so kann diese Formel auch folgendermassen 
dargestellt werden: 


g=s(-®+2ab+B+1)+ 4(3(a +1D)n—n? — N). 


Da nun g der Character der Zahl —1—i für den Modul a + bi ist, 
so wird demnach dieser Character = 4(— a? + 2ab + db? +1) (mod. 4), und 
dieses ist gerade der oben (Artikel 64) durch Induction gefundene Satz, 
und hieraus ergeben sich unmittelbar die Sätze bezüglich der Charactere 
der Zahlen 1+i, 1—i, —1l-+i. Mithin sind diese vier Sätze für den- 
jenigen Fall, in welchem a, b positiv sind, nunmehr in aller Strenge be- 
wiesen. 


76. 


Ist 5 negativ, während a positiv bleibt, so setze man b=—b’, so dass 
b’ positiv wird. Da nun bewiesen worden ist, dass für den Modul a + bi 
der Character der Zahl —1—; congruent 4(—a?-+2ab’ + b"?-+1) 
(mod. 4) ist, so wird der Character der Zahl —1-+i für den Modul a—b'i 
nach dem im Artikel 62 angeführten Satze =4 (a? — 2ab’— b’?— 1) sein, 
d. h. der Character der Zahll —1-+; für den Modul a +bi ist 
= 4(a? + 2ab — b?— 1); dies aber ist gerade der im Artikel 64 angegebene 
Satz, woraus sich die drei übrigen auf die Charactere der Zahlen 1-+i, 
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1—i, —1-—i bezüglichen von selbst ergeben. Mithin sind diese Sätze 
auch für den Fall, wo b negativ ist, bewiesen, d. h. für alle Fälle, in denen 
a positiv ist. 

Ist endlich a negativ, so setze man a=—«a, b=—b'. Da nun 
nach dem bereits Bewiesenen der Character der Zahl 1 + hinsichtlich des 
Moduls «+ bi ist: =4(— a? + 2a’b'— 36’? +1) (mod.4) und es gleich- 
gültig ist, ob wir die Zahl «+ b’i oder die entgegengesetzte —a’— di als 
Modul haben, so ist der Character der Zahl 1 + in Bezug auf den Modul 
a+-bi offenbar =4(— a? + 2ab — 3b? + 1) (mod. 4), und Ähnliches gilt 
von den Characteren der Zahlen 1—i, —1+i, —1-—i. 

Hieraus folgt daher, dass der Beweis der Sätze über die Charactere der 
Zahlen 1+i, 1—i, —1l-+i, —1-—6 (Artikel 63 und 64) keiner Be- 
schränkung mehr unterliegt. 


Einige Untersuchungen 


aus dem 


handsehriftlichen Nachlasse von Gauss. 


Die Lehre von den Resten. 


I. 
Lösung der Congruenz X”—1=0. 


237.*) 


Im dritten Kapitel haben wir gezeigt, dass die Congruenz a"’=1, 
wenn eine Primzahl » zum. Modul genommen wird, p Wurzeln besitzt, 
falls u» der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen » und » —1 ist, 
und dass diese Wurzeln mit den Wurzeln der Congruenz «"=1 völlig 
übereinstimmen. Daher genügt es, denjenigen Fall zu betrachten, wo % 
ein aliquoter Teil von p—1 ist. Dass man aber die Lösung nicht nur 
dieser Congruenz x"=1, sondern auch jeder andern für beliebige Moduln 
aus der Lösung für Moduln, welche Primzahlen sind, ableiten könne, 
ist bereits vorübergehend gezeigt worden und wird unten (im achten - 
Kapitel) weitläufiger gelehrt werden. 


238. 


Aber auch hier braucht man noch nicht stehen zu bleiben; denn in 
demselben Kapitel haben wir dargelegt, dass die Lösung der Congruenz 
x’=1 von der Auflösung ähnlicher Congruenzen «’=1, «’=1,.... abhängt, 
woa,b, .... Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind und n das 
Product aus diesen Zahlen ist. Sind nämlich A, B, ... respective irgend 
welche Wurzeln der Congruenzen a’ =1, 2=1,..., so ist das Product 
aus diesen AB... eine der Wurzeln der Congruenz «"=1. Wir werden 
daher unsere Untersuchungen auf die Lösung der Congruenz «"= 1 (mod.p) 
beschränken, wo p eine Primzahl, » eine Primzahl oder die Potenz einer 
Primzahl und zugleich ein aliquoter Teil der Zahl p —1 ist. 


*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers, 


Nachgelassene Untersuchungen. [Art. 239—243] 


239. 


Ferner ist aus dem dritten Kapitel bekannt, dass es unter den Wurzeln 
der Congruenz «"=1 stets solche giebt, durch deren Potenzen alle übrigen 
dargestellt werden können. So werden, wenn r eine derartige Wurzel 
bezeichnet (wir nannten sie oben eine primitive Wurzel, wenn n—=p—1 
war, und diesen Ausdruck wollen wir hier obwohl in weiterer Bedeutung 
beibehalten), sämtliche Wurzeln der gegebenen Congruenz sein: 


in. 

Wir werden also alle unsere Bemühungen darauf richten müssen, der- 
artige Wurzeln zu ermitteln, da, wenn diese gefunden sind, die übrigen von 
selbst sich ergeben. Der Kürze halber bezeichnen wir irgend eine Potenz 
von r durch ihren in Klammern eingeschlossenen Exponenten, so dass (0) 
die Einheit, (1) irgend eine primitive Wurzel der Congruenz x” =1, (2) das 
Quadrat von (1) u. s. w. bedeutet und daher die Reihe (0), (1), (2), (3), .- ., 
(n — 1) alle Wurzeln umfasst. Uebrigens ist bekanntlich (%) immer eine 
solche primitive Wurzel, sooft % zu » prim ist, d. h. in unserem Falle (wo 
n eine Potenz der Primzahl Z etwa gleich ? ist), sooft t in % nicht aufgeht. 
Offenbar aber sind die Bezeichnungen (1), (2), ... an sich unbestimmt, so- 
bald aber (1) irgend ein bestimmter Wert beigelegt wird, werden auch alle 
übrigen bestimmt werden. 


240. 


Da wir uns vorgenommen haben, vor allem die primitiven Wurzeln zu 
suchen, so müssen wir diese zunächst von den übrigen separieren. Dies 
geschieht, wenn wir aus der Reihe (0), (1), (2), ..., (a — 1) alle Glieder 
weglassen, in denen % durch i teilbar ist; wenn aber n eine Primzahl oder 
y= 0 ist, so wird nur das eine (0) wegzulassen sein. Bevor wir aber zur 
Untersuchung der übrigen fortschreiten, empfehlen wir dem Leser sehr, sich 
einige Beispiele zu bilden, damit er alles, was ohne diese vielleicht als zu 
allgemein gehalten erscheinen möchte, in concreto vor sich habe. Wir 
fügen zwar hier ein Beispiel hinzu, doch wird es darum nicht überflüssig 
sein, andere auf eigene Hand zu berechnen. 


It p=29, n=7, so sind die sieben Wurzeln der Congruenz = =]1 
(mod. 29): 1, 7, 16, 20, 23, 24, 25. Da n eine Primzahl ist, so werden alle 
diese Wurzeln ausser 1 primitive Wurzeln sein; setzt man also 7= (1), so 
werden die Zeichen 

(0), (1), 2), 8) &, ©), (6) 


respective folgende Bedeutung haben: 


1,7%. 20, 28 98,.16,'25, 


Übrigens wird man sich erinnern, dass die Zeichen (») und (0), (n+1) und (1), 
u.s.w. und allgemein (a) und (b) äquivalent sind, wenn @ = b (mod. ») ist. 
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241. 


Um aber unsern Zweck zu erreichen, müssen wir noch in anderer Weise 
verfahren. Wir behalten nämlich nur diejenigen Glieder (%) bei, in den k 


t—1 
durch © nicht teilbar ist und deren Anzahl gleich r n=X ist; alle 


diese Zahlen aber (oder die ihnen nach dem Modul n congruenten) lassen 
sich durch die aufeinanderfolgenden Potenzen irgend einer Zahl darstellen, 

Ist diese gleich p, so werden alle primitiven Wurzeln der Congruenz 
x" =1 folgendermassen bezeichnet werden: 


0), (P 9, (P}); ) 


Durch diesen Kunstgriff aber erreichen wir, dass sämtliche nicht primi- 
tiven Wurzeln vollständig ausgeschlossen werden; die Gründe und Vorteile 
hiervon wird man unten deutlicher erkennen. In unserm Beispiel können 
wir also p=3 setzen; dann werden sich die primitiven Wurzeln der Con- 
gruenz «’=]1 so anordnen: 


(1), 8), 89, (89), (8%, (39) 
oder: (1), (8), (2), (6), (4), &) 
Und diese Sind: (,: ,24,:20..:25, 28, 10, 


242. 


Damit der Leser wisse, wohin die folgenden Untersuchungen abzielen, 
wollen wir den Satz angeben, dessen Beweis und Erläuterung wir uns vor- 
genommen haben. 

Wenn die Zahl A (welche gleich !!.2—1 ist) die einfachen 
Factoren a,b,c,d,... hat und A=a’bel.... ist, so hängt die 
Lösung der Congruenz @"—1=0 von derLösung vona+ß+--- 
niedrigeren Congruenzen ab, von denen a vom Grade a, ß vom 
Grade d, y vom Grade c, u. s. w. sind. 

So hängt in unserm Beispiel die Lösung der Congruenz «’=1 von 
einer Congruenz zweiten Grades und von einer andern dritten Grades ab, 
und man sieht allgemein, dass niemals der Grad dieser Congruenzen von 
dem Modul » abhängt. Um aber zum Beweise dieses Satzes zu gelangen, 
müssen wir einige den Zusammenhang der Congruenzen und ihrer Wurzeln 
betreffende Sätze vorausschicken, obwohl diese Untersuchungen eigentlich 
erst im achten Kapitel weiter zu verfolgen sind. 


243. 
Satz. Wenn die Congruenz 
&" + Aa”! + Ba”? -4....+ N=0 (nach einem Primzahlmodul) 
so beschaffen ist, dass nach Ausführung des Productes aus den 


m Factoren @—r, 2—r,2—r”’, e—r",..., wodurch dasselbe 
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zur at + be"? ..--+m werden möge, A=a, B=b, O=e.... 
nach dem Modulp ist, so werden die Grössen», 7’, r’,... Wurzeln 
der gegebenen Congruenz sein, und zwar wird dieselbe keine 
andern Wurzeln haben. 


Beweis. I. Es ist stets 


gg” a Ar! a Be"? ee g EB az" er Da? Een. (mod.p). 
Die rechte Seite der Congruenz wird aber =0, wenn man z=r, i=[r), 
x—=r",... setzt; daher wird für diese Werte von x die linke Seite =0 (mod.p). 
Dies ist der erste Teil des Satzes. 

II. Wenn aber noch ein anderer Wert p, welcher keiner der Zahlen 
r,r',r",... congruent ist, der gegebenen Congruenz genügte, so würde sein: 


0 0" + Am! ir BR EN 0" a ie A 0"? RR 
= NENNE IE. 


Da aber keiner der Factoren p—r, p—r,p—r",---=0 ist, so müsste 
das Product aus allen der Null congruent werden, was absurd ist. Daher 
giebt es ausser den Wurzeln r, v’, ... keine andern Wurzeln. Dies ist der 
zweite Teil des Satzes. 


244. 


U 


Aufgabe. Es seien r, r', r"', ... unbekannte Grössen, deren 
Anzahl gleich m sei, und es sei die Summe derselben gleich a, 
die Summe ihrer Quadrate gleich ß, die Summe der Kuben 
gleich y u. s. w., die Summe ihrer mten Potenzen gleich u; es 
sollen aber nicht diese Zahlen selbst (deren Anzahl ebenfalls 
gleich m ist) gegeben sein, sondernandere, «,ß’, y', ..., welche 
ihnen einzeln nach dem Modul p, der eine Primzahl und grösser 
als m sei, congruent sind. Dann soll man die Congruenz 
mten Grades finden, deren Wurzeln s, r', r", ... sind. 


Auflösung. Man betrachte r, »’, r", ... als Wurzeln einer Gleichung 
Pl ia A er Be”? Rs 073 Er 


und bestimme ihre Coefficienten A, B, C,... (indem man nur die Congruenz 
an Stelle der Gleichung anwendet) nach der bekannten Methode, indem 
man nämlich setzt: 


— AZua 

—2B =ZPß-+ Aa’ 

— 30 =Yy-+ Aß’-+ Ba’ 
—4D = + Ay’ + BB’-+ (u 


mNzw+ AN + .-- 


= NE 9 
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Diese Coefficienten können aber nicht unbestimmt sein, weil alle Zahlen 
1, 2, 3,...,n<<p sind. Dann behaupte ich, dass die Congruenz 


gg ee Ar! -+- Bam—2 RE N=ß0 
die gesuchte ist. 


Beweis. Nimmt man an, dass die Gleichung, deren Wurzeln 1, 
"", ... sind, die folgende sei: 


gm 2 a -H ba"? te 0, 
so wird: 


—4d=ö6+ary +bB + ca 


Offenbar aber wird hiernach 
a=A,0=B, c=0, „.. (mod. »), 


und daher werden nach dem vorhergehenden Artikel die Zahlen RR 
welche Wurzeln der Gleichung 


a an" ae bar? de: 
sind, zugleich Wurzeln der Congruenz 


Pe u 
sein. 


Wir überlassen es dem Leser, sich Beispiele zu bilden. 


245. 

Wir kehren zu unsrer Aufgabe zurück. Unter Beibehaltung der in dem 
Artikel 242 und den vorhergehenden Artikeln angewandten Bezeichnungen, 
wollen wir zeigen, dass, wenn A das Product aus irgend welchen Factoren 
ef9 ... ist, die primitiven Wurzeln der Congruenz «”=1, deren Anzahl 
gleich A ist, so in eKlassen geteilt werden können, dass die Aggregate der 
zu derselben Klasse gerechneten Wurzeln durch eine Congruenz vom 
even Grade gegeben werden, dass ferner, wenn man diese als bekannt vor- 
aussetzt, jede Klasse weiter so in fOrdnungen geteilt werden kann, dass die 
Aggregate jeder Ordnung durch eine Congruenz ften Grades gegeben werden, 
und diese Ordnungen lassen sich wiederum teilen u. s. w., bis man zu den 
einzelnen Wurzeln gelangt. 


246. 


Definition. Den Complex aller in einer solchen Form (p"+*) (Ar- 
tikel 241) enthaltenen Glieder werden wir eine vollständige Periode oder 


Ve 1a 2 
Gauss. 38 
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einfach eine Periode nennen. Es bezeichnet aber e irgend einen Teiler der 


N 
Zahl A, « irgend eine gegebene Zahl, % alle ganzen Zahlen von O bis > 1, 


und der Kürze wegen werden wir eine solche Periode mit (e*«) bezeichnen. 
So bilden in unserm Beispiele die Glieder 
(1), (2), (4) die Periode (2*0) 
(3), (6), ©) » (2*1) 
aber (1), (6) die folgende (3 *0) 
(3), (4) D @*1) 
(2), 8) D (8*2). 


Wenn nun alle Glieder auf irgend welche Weise in Perioden 
verteilt werden und die einzelnen Perioden wiederum in 
kleinere Perioden u. s. f., so behaupten wir, dass man das 
erreichen wird, was im vorigen Artikel versprochen wurde. 

Bevor wir aber diese Auseinandersetzung selbst in Angriff nehmen, 
werden wir zeigen, dass der Bildung einer solchen Periode, obgleich dieselbe 
von den in gewisser Weise willkürlichen beiden Grössen r, p abhängt, doch 
keine Zweideutigkeit anhaftet, oder dass, wie auch diese Grössen gewählt 
sein mögen, doch stets dieselben Glieder in dieselbe Periode kommen 
(wofern nämlich vorgeschrieben ist, wieviel Glieder eine Periode enthalten soll). 

Das Kriterium, dass zwei Glieder A, B in derselben Periode vor- 
kommen, ergiebt sich daraus, dass jedes von ihnen in der Form 

ke-+a 2 nke-+a Man Kerr 5 A a 
(0°) enthalten, oder dass Azsr Ben: (mod. p) ist. Hierbei 
ist aber r eine primitive Wurzel der Congruenz «"=1 (mod.p), p dagegen 
eine primitive Wurzel der Congruenz 2"=1 (mod.n); vergleiche oben. 

Es muss bewiesen werden, dass, wenn an Stelle der Zahlen r, p andere, 
etwa s, so, gewählt werden, alsdann A und B in ähnlichen Formen 

sle+ß ole+ß : 
s 8 enthalten sind. 

Es sei s®"=r (mod. p), ©" = p(mod.») und m= °° (mod. »), was möglich 
ist, da r, p primitive Wurzeln sind; m ist prim zu n, p zu A (Kapitel III). 
Nach den gehörigen Substitutionen erhält man: 


2 ghke+pa+E 0 gPh’e+pa+t 
A=s Rs WE DW: 


247. 

Satz. Das Product aus zwei gleichartigen Perioden kann 
unabhängig von der Zahl p durch Addition gleichartiger 
Perioden und gegebener Zahlen gebildet werden. 

(Wir nennen gleichartige Perioden solche, welche gleichviel Glieder 
enthalten, oder in denen die Zahl e dieselbe ist). 

Beispiel. Ist n—=717, so wird das Product aus den Perioden (1) + (6) 
und (2)+(5) (wegen (a)-()=(a+b)) gleich (8) + (6)+ (8) + (11), 
oder es besteht aus den Perioden (3)-+ (4) und (1) + (6). 
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\ N : 
Beweis. Es sei et und die gegebenen Perioden seien (e* a) und 
(e*ß) oder die Aggregate 


ea 
an a en: 


Das Product PQ wird aus f? Gliedern bestehen. Diese aber sind 
folgendermassen anzuordnen. Man bilde fReihen, deren jede aus f Gliedern 
besteht. Die erste umfasst das Product aus P und (o?), die zweite das 
Product aus P und (oP+®), u.s.w. In der ersten Reihe nimmt den ersten 
Platz ein das Product, welches aus dem Gliede (p*), den zweiten dasjenige, 
welches aus (p’**) hervorgeht, und so die übrigen der Reihe nach weiter ; 
in der zweiten Reihe aber werde der erste Platz dem aus dem Gliede (0: 
entstehenden Producte, der zweite dem aus (p“*?°) entstehenden Producte U.S.W., 
der letzte endlich dem aus (p‘) hervorgehenden Producte zugewiesen; die 
dritte Reihe möge mit dem aus dem Gliede (p“*?*) entstehenden Gliede 
beginnen u. s. w., und auf das Product aus dem letzten Gliede möge folgen 
das Product aus dem ersten, zweiten, u. s. w. Gliede; oder wenn die auf- 
einanderfolgenden Glieder der Periode P mit 1,2,3,...,2 und diejenigen 
der Periode Q mit I, II, II,..., Z bezeichnet werden, so entstehen folgende 
Teile von PQ: 

1er I+3-. I+4-I-+.... CR 
- I +3- U +4: I + 
3-11 +4-HI+ 


Sodann sammle man sämtliche Glieder, welche in den einzelnen Reihen 
dieselbe Stelle einnehmen, zu f Ordnungen; dann behaupte ich: 
1. Wenn irgend ein Glied =1 ist, so sind sämtliche übrigen Glieder 
derselben Ordnung ebenfalls = 1. 
2. Jede Ordnung, in welcher kein Glied =1 ist, bildet eine Periode, 
Haben wir dies bewiesen, so haben wir offenbar unser Ziel erreicht. 
Die allgemeine Form einer solchen Ordnung ist: 


a-+-ke t e +(k+ ß-+2e r/Tye Eee 
(o +k + pP), (ortatDeL oB+ like +(k ale uk: (neh De or 95, 


“-+(k—1)e %-+-(k+-f-1)e 


denn es kann für p auch p geschrieben werden, weil ef—=X 
und ey (mod. ») ist, und ebenso in Bezug auf die vorhergehenden. Setzt 
man op" 4 5P=p* (mod. n), was erlaubt ist, wenn nicht etwa Va 
durch » teilbar ist”), so lässt sich die Ordnung auch so darstellen: 


(p*), er) ko), Ye (UN 


*) Der Satz muss-ein wenig anders ausgedrückt werden, wenn n allgemein eine 
Potenz einer Primzahl bezeichnet; ist aber n eine Primzahl, so ist nichts zu ändern, 


38” 
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und dies ist offenbar die Periode (ex x); ist dagegen rer p® durch n 
teilbar, so werden alle Glieder der Ordnung = (0) d. h. =1 sein. 

Anmerkung. Dieser Beweis zeigt zugleich ein sehr leichtes Verfahren, 
das Product zu entwickeln. Einen anderen werden wir unten geben, der 
zwar diesen Vorzug nicht besitzt, aber seiner Einfachheit wegen nicht gering 
zu achten sein dürfte. 


248. 
Sämtliche kleineren Perioden, welche eine grössere Periode bilden, 
nennen wir ein Periodensystem. So werden die Perioden 


(efx a), (efxf+ a), (f*2f+ a), ...., (efr(e—Nf+a), 


aus denen die Periode (/*.«) zusammengesetzt ist, mit diesem Namen be- 
zeichnet werden. Vorschriftsmässig angeordnet wird es sein, wenn die 
nach dem Sternchen * stehenden Zahlen, wie hier a, f+o, 2f+o,..., in 
arithmetischer Progression (deren Differenz f ist) fortschreiten; gleichartig 
endlich werden die Systeme sein, wenn sowohl die kleineren als auch die 
grösseren Perioden gleichartig sind. 

Satz. Wenn die Perioden zweier gleichartigen vorschrifts- 
mässig angeordneten Systeme mit einander multipliciert wer- 
den, nämlich die erste mit derersten, die zweite mit der zweiten, 
die dritte mit der dritten, u. s. w., so lässt sich die Summe aller 
Producte aus der grösseren Periode gleichartigen Perioden 
und gegebenen Zahlen zusammensetzen. 


Beweis. Es seien die Systeme: 


(ef* a), (efxa+f), (efxat N), .... 
(ef B), (rB HN), (Fr +M 


Die Producte aus den einzelnen Perioden des ersten Systems und den 
entsprechenden Perioden des zweiten Systems bestehen nach dem vorigen 
Artikel aus ganzen Zahlen und gleichartigen Perioden. Geringe Aufmerk- 
samkeit auf die Entstehung dieser Perioden aber zeigt, dass, wenn 
(ef*a)-(efxß) aus der ganzen Zahl N und den Perioden (ef* A), (ef*B), 
(ef*C), ... besteht, alsdann das Product 


(efxa-+f)-(efxß-+f) aus N und den Perioden (efx A-+f), (ef*B-+-f), 
Be 

(ef*a-+2f)- (ef*ß-+-2f) aus N und den Perioden (ef* A+ 2f), (ef* B+-2f), 
(ef*C-+2f), ... 


und allgemein 


(efxa-+uf)- (ef*B-+yf) aus N und den Perioden (efx A+»f), (ef* B+uf), 
(efrC+uf). 


” r Sa 7 
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besteht. Hieraus geht unmittelbar hervor, dass die Summe aller Perioden 
gleich 
NAD: 
ist, w. z. b. w. 
Auch dieser Beweis giebt ein Verfahren an die Hand, jene Summe zu 
finden. 


249. 


Es ist leicht, diesen Satz noch zu verallgemeinern, nämlich dahin, dass, 
wenn man beliebig viele vorschriftsmässig angeordnete gleichartige Systeme 
hat und aus den ersten, zweiten, u. s. w. Perioden Producte gebildet werden, 
die Summe aller dieser Producte aus Zahlen und grösseren Perioden besteht. 
Wenn alle diese Systeme als gleich vorausgesetzt werden, so wird die 
Summe irgend welcher Potenzen sämtlicher Perioden aus Zahlen und der 
grösseren Periode gleichartigen Perioden bestehen. Schon hieraus ist das Ziel 
dieser Untersuchung ersichtlich. Es sei A=efgh...; man zerlege sämtliche 
eigentlichen Wurzeln in e Perioden A, A’, A’, ..., jede von diesen wiederum 
nm BB, .8B",.,,, jede einzelne: von. diesen in. 9:0, 0,60, 
Nun ist die Summe aller Perioden gegeben, dieselbe ist nämlich = —1. 
Nach dem, was wir eben auseinandergesetzt haben, sind aber auch 


(N? + AP HAND HAN + 
HAAN HAN He: 
U. S. W. 


gegeben. Demnach lässt sich hieraus nach Artikel 244 eine Congruenz 
eten Grades finden, deren Wurzeln A, A’, A”, .... sind. Werden nun diese 
als bekannt vorausgesetzt, so zerlege man jede Periode in kleinere, nämlich 


A inB, B: Biss... 
Abm BP, „Beige, . 


A" in Br, Be Be). HaUR 
INS. Wu 


Dann ist also B+ B’+ B’'+-..-=A gegeben. Nun bestehen aber 


(BP + (BJ? + (BP +. 
(BY + BY +: 
U. 8. W. 


aus Einheiten und den Perioden A, A’, 4”,... Daher werden B, B', B”,... 
gegeben durch eine Congruenz ften Grades, aus der sie gefunden werden 
können; und auf ähnliche Weise können die Perioden, aus denen A’, A”, ... 
bestehen, gefunden werden. Es wird aber jeder hiernach einsehen, dass 
auf ganz analoge Weise jede Periode in kleinere zerlegt werden kann, bis 
man zu den Wurzeln selbst gelangt. 
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250. 


Bei der Anwendung dieser Regeln aber tritt eine Schwierigkeit auf, die 
wir beseitigen müssen. Da nämlich jede Congruenz mehrere Wurzeln hat, 
müssen wir zusehen, welches Zeichen einer jeden beizulegen ist, um sie von 
einander richtig unterscheiden zu können. Da die Bedeutung der Perioden 
von den Zahlen r, p abhängt, die nach Belieben angenommen werden 
können, so muss notwendig auch jener Bedeutung etwas Willkürliches an- 
haften. Die Zahl p allerdings muss gleich von Anfang an festgestellt 
werden. Das Wesen unserer Methode beruht hauptsächlich darauf, dass wir 
aus grösseren Perioden kleinere ableiten. Dies lässt sich aber ohne die ge- 
hörige Anordnung der Perioden, eine Anordnung, die wir durch die Be- 
zeichnungen erhalten haben, nicht ausführen. Daher müssen wir suchen, 
alle Perioden, sobald sie gefunden sind, durch die ihnen zukommenden 
Zeichen von einander zu unterscheiden. 


Es sei die Periode A mit (e*.«a) bezeichnet und in die f Perioden 
B, C, D,.... zerlegt, die wir bestimmen sollen. Offenbar wird eine jede 
in einer solchen Form wie (ef*%e-+-«a) enthalten sein; ich behaupte aber, 
dass für irgend eine derselben B die Zahl % willkürlich angenommen und 
daraus die Reihenfolge der übrigen abgeleitet werden kann. 


Es sei R irgend eine primitive Wurzel der Congruenz @"=1, und es 

: essen OR 

bestehe B aus den Gliedern AP+ R’ + .::; es sei ferner ne oo 
(mod.n) und es werde, da der Wert von r willkürlich ist (wofern nur A 
das Zeichen (e*a) erhält, was offenbar von selbst der Fall ist), r= .R” 


(mod. p) gesetzt. Dann ist somit das erste Glied von B:r?”* und B 
kann mit (ef*ke-+-.«) bezeichnet werden. Hätten wir an Stelle von A" das 
Glied AR’ betrachtet, so würden wir einen anderen Wert von r erhalten 
haben; man sieht aber leicht, dass für irgend eine Wurzel p die Wurzel r 


A 
ef verschiedene Werte haben kann. 


251. 


Wir wollen nun sehen, wie man aus der Bestimmung einer Periode 
die übrigen durch ihre Zeichen unterscheiden kann. Zu diesem Zwecke aber 
muss man eine andere Methode, um die übrigen Wurzeln zu finden, suchen; 
denn insoweit die übrigen, wıe A selbst, Wurzeln irgend einer Congruenz 
sind, ist keine Reihenfolge unter ihnen ersichtlich. Nehmen wir an, dass A 
mit (ef*0) bezeichnet sei, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass 


A? vonder Form M + N(ef*0) +0Olef*x1) + P(efx2) + -- 
4A? von der Form M’ + N’ (efx0) +0’ (efx1) + P’(efx2) +--- 


A’! von der Form M*-+ N*(efx0) + O*(efx 1) + P*(ef+Q +: -- 


Lösung der Congruenz "—1=0. 
ist. Hierzu tritt die Congruenz: 
(fr) + (ef) + (ed +. + lefref -Y=—1. 


Man hat also ef—1 lineare Congruenzen und ebenso viele unbekannte 
Grössen, die somit durch Elimination bestimmt werden können. 


Anmerkung. Es kann der Fall eintreten, wo die unbekannten 


iR ö 
Grössen durch Ausdrücke von der Art wie w» gegeben werden; wie man 


aber dieser Schwierigkeit abhelfen kann, werden wir später zeigen. Hier 
wollen wir uns nicht damit aufhalten, da dieser Fall nur sehr selten vor- 
kommen kann. 


252. 


Dies möge im Allgemeinen über die Auflösung der reinen Congruenzen 
genügen. Vorübergehend wird später noch manches über sie gesagt werden; 
besonders lässt sich vieles aus der Auflösung der reinen Gleichungen 
hierauf anwenden, worauf wir an der gehörigen Stelle aufmerksam zu machen 
nicht versäumen werden. Wir fügen noch ein Beispiel hinzu, durch dessen 
Vergleichung mit den gegebenen Regeln den minder Geübten alles klarer 
werden wird. 

Es si n—=31, p=311 oder es seien die Wurzeln der Congruenz 
23 —1==0 (mod.311) zu suchen. Man hat zuerst eine primitive Wurzel 
der Congruenz y% — 1==0 (mod. 31) zu suchen; eine solche ist y„=3. Wir 
setzen daher p— 3 und zerlegen sämtliche primitiven Wurzeln der gegebenen 
Congruenz zunächst in fünf Perioden, nämlich: 


BI DEN FEIERN ED 
(5*1)=( 3) + (16) + (13) + (28) + (15) + (18) 
GY)-LN+AN+LH+RN+ (N) + (23) 
53) A) +) + &H+LN+AN)+LlN 
5+)= (N) +A@I+A)+AN+LD+ AN). 


Nach den erforderlichen Rechnungen findet man die Summe der Perioden 
=], der Quadrate =25, der Kuben =26, der Biquadrate = 249, der 


fünften Potenzen = 564, 
Demnach sind die Perioden die Wurzeln der Congruenz: 


5 + at — 1203 — 21? +2 +90. 
Ferner aber findet man: 
(5*+0% = 6+ 2(5*0)+ * + x + 2(5*3)+ (5*4) 


(5+0=12 +15(5*0)+ 45*1)-H 36*9+ 6(6*3)+ 6(5*4) 
(5 * 0)!= 90 + 60(5 *0) + 2805 * 1) -# 2605 *2) + 49(5 +3) + 38(5 #4), 
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und hieraus durch Elimination: 


sSB+N)= 3(65*0)— (5*0)?— 33(5 * 0)? — 24(5*0) + 15 
958*2)=— 2(5*0) — (5*0)3+22(5*0)2+31(5*0) 
9(9*3)= (8 # 0)%* — 2(5 * 0)® + 11(5 * 0)? — 12(5 « 0) — 20 
5(5*4)=— 2(5* 0)? + 4(5 * 0)3, 


Eine Wurzel der gefundenen Congruenz ist aber =17; setzt man daher 
(5*0)=17, so wird: 


(5+1)=18, (5*+)=%3, (5+3)=9, (5*+4)=67. 


Nun zerlege man die einzelnen gefundenen Perioden wiederum in je 
drei, nämlich: 


(5 *0) in (15 *0), (15 * 5), (15 * 10) oder in (1)+(30), (26)-- (5), (25)-+- (6) 
(5*1) in (15*1), (15* 6), (15 * 11) oder in (3)+ (28), (16) -+-(15), (13)-+-(18) 
UL .:8, WW. 


Nimmt man an, dass die Perioden, in welche 


(5 *0) zerlegt ist, Wurzeln der Congruenz #®-+ Ax? +-Bxz +0 =0 seien, 


(5 © 1) e)) ” n N b2] x Ir 4a? "r B'x AIR C' = 0 ” 
(*2) » 2) » » 2) rd rBarto=0 D) 
u. 8. W., 
so ist: 
A=-(5*0, B=- 00) 4063) 0=-2-6*4) 
A=-0*]), B = 0*1)20*, 0=-92 6x0) 
u. 8. W. u. 8. w. u. S. w. 


Daher sind 


(15*0), (15*5), (15 * 10) Wurzeln der Congruenz &°— 17%?+1082— 69=0 


(15*1), (15*6), (15*11) 2 x>-1282°— 61%— 19=0 
(15 +2), (15*7), (15* 12) - x+ 480°2— 31&%+126=0 
(15*3), (15*8), (15* 13) “ x>— 910°— 370+ 46=0 
(15*4), (15x 9), (15 * 14) & — 612°+ 196 — Y=0. 


Hier aber hat man: 


(15 + 0) — 3(15x0)=(15*1) 
(15* 1) — 3(15*1)= (15 * 2) 


USW 
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Setzt man daher eine der Wurzeln der ersten Congruenz, etwa 10, gleich 
(15x* 0), so erhält man hieraus: 


(LI O)— 10, 15+5)=- 16 0#10) 125 
(9#* 1) = er. (19*0)= 90)... Gar lh)ee 96 
(5+2)=—1ol, (15+DdD= 19 (Br) =— 236 
(a*3)=— 29 (l5+9)= 28, ..(19* 19) 102 
(15*+4)=— 112, (15*Y) = 98, (15+1)= 81. 


Nimmt man endlich die Glieder, welche diese einzelnen Perioden bilden, 
so sind: 


(1), (30) Wurzeln der Congruenz x? — (15*0)e+1=0 
nn ee 
u. S, w. 


Die Wurzeln der ersten Congruenz sind 126 und 195; diese werden somit 
primitive Wurzeln der Congruenz z?!==1 sein, und aus ihnen können die 
übrigen ohne Mühe abgeleitet werden. 


Die Lehre von den Resten. 


— 4 — 


II. 


Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen. 


330.n) 

Was wir in den vorhergehenden Abschnitten über die Congruenzen mit- 
geteilt haben, betrifft nur die einfachsten Fälle und ist meistens durch 
specielle Methoden gefunden worden. In diesem Abschnitte wollen wir ver- 
suchen, die Theorie der Congruenzen, soweit dies wenigstens zur Zeit mög- 
lich ist, auf höhere Prinzipien zurückzuführen, ungefähr in ähnlicher Weise, 
wie man die Theorie der Gleichungen betrachtet, mit welcher, wie wir schon 
oft hervorgehoben haben, eine hervorragende Analogie besteht. Da nun alle 
algebraischen Congruenzen mit nur einer Unbekannten auf die Form 


x=0, 
wo X eine algebraische, keine Brüche enthaltende Function der Unbekannten 


«© ist, zurückgeführt werden können, so werden insbesondere derartige Func- 
tionen zu betrachten sein. 


831. 
Wenn P, Q Functionen der Unbestimmten x von der Form 


A+Bre+Cua? + De’ +: 

H+Jxe +Ka? + Le? + 
(und solche sollen im Folgenden stets unter der einfachen Bezeichnung 
von Functionen verstanden werden) und in jeder von ihnen die Coefficienten 
gleichhoher Potenzen von x nach irgend welchem Modul congruent sind, 
so sollen die Functionen nach diesem Modul congruent genannt 
werden, Offenbar aber werden congruente Functionen, wenn für die Un- 
bestimmte gleiche oder congruente Werte genommen werden, congruente 
Werte erhalten. Was wir in den Abschnitten I und II von den Zahlen be- 
wiesen haben, gilt in den meisten Fällen auch von den Functionen. Ist 


*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers und die nachfolgenden Bemerkungen. 


EEE ni a u 
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z.B. P=P', Q=0, R=R), ..., so ist offenbar auch P-Q+R+-- 
=pP+ Q+R-+-;P-Qa=P—-(; PX=P'Q0; PQR---=P'WR... 

Die Beweise sind sehr leicht und lassen sich in analoger Weise führen, 
wie im ersten Abschnitt. 


Ri. Ä 
Ist PQ=R, so werden wir die Function @ durch 5 mit beigesetztem 


Modul bezeichnen und werden sagen, Q sei der Quotient, wenn A durch P 
nach diesem Modul geteilt wird. Offenbar aber können an Stelle von Q sämt- 
liche dieser Function congruente Functionen genommen werden, die wir alle 
als einen einzigen Wert betrachten werden. Weiter unten aber werden wir 
zeigen, in welchen Fällen ein solcher Quotient mehrere (d. h. incongruente) 
Werte erhalten kann. 


332. 


Wenn der Modul eine Primzahl ist und der Divisor Q nur ein einziges 
Glied, Hx", enthält, dessen Coeffieient 7 durch den Modul nicht teilbar ist, 
d. h. wofern 7 nicht =0 ist, so kann der Quotient nicht mehrere Werte 
besitzen. Denn wenn QA=P und QB=P wäre, so würd Q)(A— B)=0 
sein. Ist nun 

9=---+He+Jdat!+..., 


so dass H durch p nicht teilbar ist, und 


A BaeTo ee Mes 


’ 


so dass Z durch p nicht teilbar ist (eine solche Form wird aber 
A— B haben, da wir annehmen, dass A nicht = B ist), so würde 
Q(A— B)= HLa"*'+..-=0 sein, was absurd ist, da ZZ nicht = 0 ist. 

Man kann nun leicht Regeln angeben, um die Function P durch ®, 
wofern dies möglich ist, zu teilen. Ist 


PzEa’ + Hat’... + Ka“ 

Q=zma + nat gt? +, 
so dass sich a, k, m, t durch den Modul nicht teilen lassen, so muss sein 
a nicht <pg, x nicht <r. Die Division lässt sich aber auf ähnliche Weise 


ausführen wie in der elementaren Arithmetik, wofern man nur immer für 
den Quotienten eine ganze Zahl nimmt; der Quotient wird nämlich immer 


$ r : 
die Form a haben, was nach dem Modul bestimmt werden muss. Wenn 


nun, nachdem «+ a» — a— r-+ ] Glieder gefunden sind, ein Rest bleibt, 
welcher von der Form 


Ve a Be Kae Er Or 


sein wird, und nicht alle Coeffieienten A, B, C,...=0 sind, so lässt sich 
P durch © nicht teilen. 


604 Nachgelassene Untersuchungen. [Art. 333—835] 


Übrigens ist klar, dass die Division auch mit den Gliedern, welche die 
meisten Dimensionen haben, %x”, tx”, hätte begonnen werden können; die 
Rechnung wird erleichtert, wenn Q auf die Form gebracht wird: 

ma’(l + ge + ra? +"), 
wonach, wenn mv=1 gesetzt wird, 
PP... oP:a® 
Q 1l+ ge 
ist; hierauf kann aber die Division nach den gewöhnlichen Methoden aus- 
geführt werden. 


399. 


Satz. Ist c=a eine Wurzel der Congruenz &=0, so lässt sich 
&£ durch <—anach dem Modul der Congruenz teilen. 

Beweis. Denn wenn sich £ nicht teilen liesse, so würde & = (2— a)? +b 
sein, so dass db durch den Modul nicht geteilt werden könnte. Setzt man 
nun 2=a, so wird &=0 nach Voraussetzung, daher («— a) +b=0; 
dann ist aber auch («—a)® =0 und somit notwendig b=0. 


334. 
Aufgabe. Wenn zwei Functionen gegeben sind, so soll man 
ihren gemeinschaftlichen Teiler (von der höchsten Dimension) 
nach einem gegebenen Modul finden. 


Auflösung. Die Functionen seien A und B. Es besitze A ebensoviele 
oder mehr Dimensionen als B. Man dividiere A durch B; geht die Division 
auf, so ist B der gesuchte gemeinschaftliche Teiler. Bleibt ein Rest (, so 
wird dieser von niedrigerer Dimension sein als B. Es sei also: 


A=aB+(, B=bC+D (C=ZeD-+E --., 


so dass A, B, 0, D,...,a, b, c,... Functionen sind und die Dimensionen 
der Functionen A, B, C, D, ... eine abnehmende Reihe bilden. Wenn 
nun schliesslich irgend eine Division aufgeht, z. B. D=dE ist, so wird 
der letzte Divisor der gesuchte gemeinschaftliche Teiler sein; geht aber 
keine auf, so wird man schliesslich zu einem Rest kommen, welcher keine 
Dimension besitzt, d. h. zu einer Zahl; in diesem Falle aber haben die 
Functionen A, B keinen gemeinschaftlichen Teiler. 

Beweis. Wenn der Divisor E die vorhergehende Function ohne Rest 
teilt, so wird sie, wie leicht ersichtlich, alle vorhergehenden teilen; somit 
wird E ein gemeinschaftlicher Teiler von A, B sein. Dies ist der erste 
Teil des Satzes. Gäbe es aber einen Divisor von höherer Dimension, etwa 
E’, so würde dieser wegen ÖO=A—-aB auch C und aus ähnlichem Grunde 
auch D u. s. w. und somit Z teilen, d. h. eine Function von höherer 
Dimension würde in einer Function von niedrigerer Dimension aufgehen. 
Dies ist aber absurd, und daher die zweite Behauptung erwiesen. 


ERSTE ST DEZE TEE TEE TERELLSZEHTZERL ELLE ETETT 
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Hieraus geht auch hervor, dass man, wenn es einen gemeinschaftlichen 
Divisor von irgend einer Dimension giebt, nicht zu einem Rest von keiner 
Dimension gelangen kann, denn sonst würde eine Function von keiner 
Dimension durch eine Function von irgend einer Dimension geteilt werden, 
was absurd ist. 

339. 

Satz Wenn A und B nach dem Modul p unter einander prime 
Functionen sind und A von der aten. B von der ßten Dimension 
ist, so lassen sich Functionen ?, @ von Dimensionen, welche 
bezüglich <ß, <a sind, derart finden, dass 

PA+0QBZ=1 (mod. p) 
ist. 

Beweis. Denn in diesem Falle ist: 

A=aB+(C, BZbC+D,...., K=kL+M 


derart, dass die Dimensionen der Functionen A, B, 0, D,..., K,Z,M 
beständig abnehmen und M von keiner Dimension ist. Bildet man nun die 
Reihen: 


er u in 
a ee 
derart, dass 
«=ba+1, "=Ecad+a ""=Zda’+d,... 
vzdo+l,Vt' zb" El" +Hd,... 
ist, so wird, wie leicht ersichtlich 
A-—-aB=+0, dDA— «B=Z—D, WA— d"BZ+E... 
sein, und schliesslich: 
eV A — aM B=HEM. 
1 ; x en 
Ist nun Zy m wird, wenn man P= ud“ ) 0e— na” setzt 
PA+QB=Z1. 
Ferner aber ist klar, dass 


die Dimension von B-- der Dimension von a = der Dimension von A 
ı 
” PP) „) C Hr ) ”) ») b 22. „ br) b 


| 


die Dimension von Z + der Dimension von % = der Dimension von K 

ist. Mithin ist: 

Dimension von Z-+ Summe der Dimensionen vona,b,c..., k—= Dimension von A. 
Offenbar aber ist die Dimension von a” und somit auch die 

Dimension von Q—= Summe der Dimensionen von a,b,c,...d.h.=a— Dimension Z. 


Mithin: 
Dimension von P=ß— Dimension von L. W.z.b. w. 


s 


606 Nachgelassene Untersuchungen. [Art. 336—339] 


386. 
Hieraus aber folgt, dass, wenn M der gemeinschaftliche Teiler höchster 
Dimension von den Functionen A, B ist, stets gesetzt werden kann: 


APr Dom 


Beispiele für den vorstehenden Satz lasse ich der Kürze wegen fort, 
doch mögen es die Leser nicht unterlassen, sich durch solche eine gewisse 
Fertigkeit in der Behandlung derartiger Aufgaben zu verschaffen. Übrigens 
verlohnt es sich darauf hinzuweisen, dass der vorstehende Satz auch von 
absolut genommenen Functionen gilt, sofern deren Coefficienten rationale 
Zahlen sind. Dies geht aus der Art des Beweises von selbst hervor. Doch 
können wir uns damit nicht aufhalten. Ähnliches wird der Leser, auch 
ohne darauf hingewiesen zu werden, im Folgenden bemerken. 

Wenn A weder mit B noch mit C einen gemeinschaftlichen Teiler von 
irgend einer Dimension hat, so wird sie auch mit dem Producte BC keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben. Denn ist 


PA+0QBZ=1, so wird PAC+ QBC=C sein. 


Wenn nun A mit BC einen gemeinschaftlichen Teiler M hätte, so würde 
derselbe im Widerspruche mit der Voraussetzung auch in C aufgehen. 
Hiernach wird allgemein, wenn die Function A zu den Functionen B, (, 
D, ... prim ist, dieselbe auch zu ihrem Producte prim sein. 

Wenn A, B, C, D, ... keinen allen gemeinschaftlichen Teiler haben, 


so kann 
PA+QB-+-RC+SD+..- =1 
gemacht werden. 


Ist M der Divisor höchster Dimension von A und B, M’ der von M und 
C, M" der von M’ und D, u. s. w., so ist offenbar das letzte Glied dieser 
Reihe von keiner Dimension (nach Voraussetzung). Daher kann man setzen: 


aA+bB=M, mM-+cC=zM, mMM+dD=M',... 


und führt man die Substitutionen aus, so ergiebt sich die Richtigkeit des 
Satzes, 
337. 

Satz. Sind die Functionen A, B, CO, .... nach dem Modul p 
zu einander prim (haben also keine zwei vonihnen einen gemein- 
schaftlichen Teiler) und ist die Function M nach demselben 
Modul durch jede einzelne teilbar, so ist sie auch durch das 
Product aller teilbar. 

Beweis. Es kann gesetzt werden PA+ QBZ=1, daher ist: 


ur M 


2... 
Da nun C zu AB prim ist, so wird auch M durch ABC und aus ähnlichem 
Grunde durch ABCD u. s. w. teilbar sein. 
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Wenn die Congruenz &E=0 die Wurzeln »=a,2=b,0=c,... hat, so 


lässt sich &£ durch das Product aus (x — a), («—b), (@— ec), ... teilen. 
Denn da a,b,c,... zu einander incongruent vorausgesetzt werden, so sind 
die Funetionen &— a, x —5b,2—c,... prim zu einander, und da & durch 


jede einzelne teilbar ist, so wird sie auch durch das Product aus allen 
teilbar sein. Hieraus geht hervor, dass die Anzahl der Wurzeln die 
Dimension der Congruenz nicht übersteigen kann; dies ist der von uns ver- 
sprochene Beweis dieses Satzes. 

Aber zugleich ersieht man hieraus, dass die Lösung der Congruenzen 
nur einen Teil einer viel höheren Untersuchung bildet, nämlich der Unter- 
suchung über die Zerlegung der Functionen in Factoren. Es ist klar, dass 
die Congruenz &=0 keine reellen Wurzeln hat, wenn & keine Factoren von 
einer Dimension besitzt; aber es hindert nichts, dass 5 in Factoren von 
zwei, drei oder mehr Dimensionen zerlegt werden kann, wonach jener 
gewissermassen imaginäre Wurzeln zugeschrieben werden können. In der 
That hätten wir, wenn wir uns einer ähnlichen Freiheit, wie sie neuere 
Mathematiker sich erlaubt haben, bedienen und derartige imaginäre Grössen 
einführen wollten, alle unsere nachfolgenden Untersuchungen unvergleichlich 
zusammenziehen können; nichtsdestoweniger haben wir es vorgezogen, Alles 
aus den Prinzipien abzuleiten.*) 


339. 


Die Functionen werden nach einem bestimmten Modul prim 
genannt, wenn sie durch keine Functionen niedrigeren Grades nach diesem 
Modul sich teilen lassen, 

So sind z. B. alle Functionen von einer Dimension prim; die Functionen 
von zwei Dimensionen aber sind entweder prim oder aus zwei primen 
Functionen von einer Dimension zusammengesetzt; mithin wird & eine Prim- 
function von zwei Dimensionen sein, wenn die Congruenz &=0 keine reellen 
Wurzeln besitzt. So ist z. B. die Function 22 +x=--1 für den Modul 5 
prim, weil 

2? +2 +1=(& — 2%? — 3 (mod. 5) 


und 3 quadratischer Nichtrest von 5 ist. 

Diese Primfunetionen aber erheischen vor allen unsere 
Aufmerksamkeit. Denn obwohl andere als solche ersten Grades zur 
Auffindung der reellen Wurzeln nicht dienen können, so empfiehlt sich doch 
eine ausführlichere Betrachtung derselben sowohl wegen ihrer ausgezeichneten 
Eigenschaften als auch wegen anderer aus ihnen abzuleitender herrlicher 
Wahrheiten. 


*) Vielleicht werden wir bei anderer Gelegenheit unsere Ansicht hierüber aus- 
führlicher darlegen. 


6 Nacheelassene Untersuchungen. | Art. 340 — 843 
0) fe) (=) 


340. 


Satz. Jede beliebige Function ist entweder eine Primfunc- 


tion oder aus Primfunctionen zusammengesetzt, und im letz- 
teren Falle lässt sie sich nur auf eine einzige Weise aus Prim- 
functionen zusammensetzen. 

Beweis. Ist nämlich die gegebene Function A nicht prim, so wird sie 
sich durch eine andere B von niedrigerer Dimension teilen lassen. Ist 2 keine 
Primfunetion, so wird sie durch eine andere C von niedrigerem Grade teilbar 
sein, und indem man so fortfährt erhellt, dass man schliesslich zu einer 
Primfunetion gelangen wird, weil ja sonst diese Reihe unendlich sein würde, 
was absurd ist, da die Dimensionen beständig abnehmen. Wenn nun die 
letzte Primfunction Z ist, so wird diese in allen vorhergehenden aufgehen. 
Daher it A=_L4', und 4’ ist von niedrigerer Dimension als 4. Da nun 
wiederum A'=1LA”, u.s.w. wird, so wird man offenbar schliesslich zu 
einer Primfunction gelangen, und daher wird A dem Producte aus den 
Primfunctionen Z, Z’, 2’, ... congruent. 

Wenn nun auch A=MM'M’ ... wäre, und nicht alle Functionen 
L,L,1L",... mit’den M, M’, M'" ... identisch wären, so lasse man die- 
jenigen, welche beiden Reihen gemeinschaftlich sind, weg. Bleiben die 
Bunetionen Aa X) en, er hbrig,,.ise: wird zu IS 
und daher auch zu ihrem Producte AAY’ ... prim sein. Trotzdem müsste 


sein: 
RAR, 
MAN... Zppp” cn d.h. ee HARE 


was absurd ist. 
341. 

Die Hauptaufgabe dieser Untersuchungen besteht darin, die Anzahl 
der Primfunctionen jeder Dimension zu bestimmen. Da nämlich 
für einen bestimmten Modul die Anzahl aller verschiedenen (incongruenten) 
Functionen jeden Grades beschränkt ist, von diesen aber die einen aus Prim- 
functionen von niedrigerem Grade zusammengesetzt, die andern selbst prim 
sind, so ist auch die Anzahl dieser endlich. Eine strenge Entwicklung dieses 
Gegenstandes ist ziemlich schwierig; wir werden mit den einfacheren Fällen 
beginnen. 

Setzt man den Modul gleich 9, so ist die Anzahl aller verschiedenen 
Functionen „ten Grades von der Form 


Pi a Ar! 22. Be? A RE KDez, 


gleich p*. Denn die Anzahl der Coefficienten A, B, 0, ... ist gleich n, 
und da jeder unabhängig von den übrigen =0,1,2,3,..., 2— 1 (mod.p) 
sein kann, so folgt aus der Combinationslehre, dass man »" verschiedene 
Combinationen hat; diese werden daher den Complex aller verschiedenen 
Funcetionen dieses Grades bestimmen, 
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So giebt es » verschiedene Functionen von einer Dimension, nämlich 


%2,&%+1, 2 +2, bis zux+9— 1; p2 verschiedene Functionen von zwei 
Dimensionen u. s. w. 


342, 


Schon oben haben wir darauf hingewiesen, dass sämtliche Functionen 
ersten Grades für prim zu halten sind; wenn wir uns daher, was zu unserm 
Zwecke ausreicht, auf diejenigen Functionen beschränken, deren höchstes 
Glied den Coefficienten 1 hat, so giebt es p Functionen ersten Grades oder 
von einer Dimension. 


Alle Functionen zweiten Grades sind entweder aus zwei Functionen 
ersten Grades zusammengesetzt oder prim. Nun weiss man aus der Theorie 
der Combinationen, dass p verschiedene Dinge mit Wiederholungen auf 

ee! N ; 
verschiedene Weisen zu zweien combiniert werden können; daher 


werden ebenso viele aus zwei Primfunctionen von einer Dimension zusammen- 


1 
gesetzte Functionen und somit „2 , Im 3(p®—») Primfunctionen 


von zwei Dimensionen existieren. 


In ähnlicher Weise sind von allen Functionen dritten Grades, deren 
Anzahl 9° ist, diejenigen auszuschliessen, welche aus drei Primfunetionen 
+1) @+2) 
Er 
ist, und ferner diejenigen, welche aus einer Primfunction von einer Dimension 
und einer andern von zwei Dimensionen zusammengesetzt sind und deren 
Anzahl 9-3(p®—p) ist. Lässt man diese weg, so bleiben 4(p° — p) übrig; 
so viele Primfunctionen von drei Dimensionen giebt es also, Offenbar kann 
man auf diese Weise stets fortfahren. 


; ; } N D 
von einer Dimension zusammengesetzt sind und deren Anzahl rd 


343. 


Um aber diese Operationen leichter zu erledigen und zugleich zur 
Entwicklung des allgemeinen Gesetzes den Weg zu bahnen, wollen wir die 
Sache allgemein betrachten. Der Kürze wegen bezeichnen wir mit (1) die 
Anzahl der Primfunctionen einer Dimension, mit (2) die Anzahl der Prim- 
funetionen von zwei Dimensionen u. s. w., mit (1?) die Anzahl der aus 
zwei Primfunctionen von einer Dimension zusammengesetzten Functionen U.8.W., 
allgemein mit (1*237 ...) die Anzahl aller Functionen, welche aus Prim- 
funetionen zusammengesetzt sind, und zwar aus a solchen von einer 
Dimension, aus ß solchen von zwei, aus y solchen von drei Dimen- 
sionen u. s. w., deren Dimension somit «+ 2ß +37 -+--- ist, Dann erhellt 
aus dem Vorhergehenden und der Theorie der Combinationen, dass 


AT, JA) EA) ar) (a)... 


Gauss. 39 


610 Nachgelassene Untersuchungen. [Art. 344— 347] 


nn v = 1] [W & 2] IV = a: m am 


04 


oder allgemein 
ee 2 ı 1] en! oo N: Sa] 
2 [02 

ist. Endlich ist klar, wenn man alle verschiedenen Arten, die Zahl » 
aus den Zahlen 1, 2, 3, ... durch Addition zusammenzusetzen, welche Arten mit 
a-1+ß-2-++y-3+ +. bezeichnet werden mögen, sammelt, die Summe 
aller dieser Ausdrücke a: 9P3T,,.) gleich der Anzahl aller Functionen von 
n Dimensionen, d.h, gleich p”, ist. So ist z.B. 


p=(l) 

?=(9)+2 

P=-()+(1:9+0) 

#=(1)+(1-9)+(1-9)+Q@29)+(4 
uU.8S. W, 


Man sieht, dass in den Ausdruck p” ausser den Grössen (1), (2.03)... 
auch der folgende (n) eingeht, woraus hervorgeht, auf welche Weise sind 
liche Grössen durch die vorhergehenden bestimmt werden können. So 
findet man: 


VD)=p, (4) = 4(p® —p?), (= 4(2! —P 
2)=t—r), H)=$( a 9-4 —P) 
3)=4p—p), ()=4W—P?—P® +) u. 8. W. 


344—346. 


Man bemerkt aus diesem Anfang der Reihe, dass das höchste Glied des 
1 i : 
Ausdrucks (n) gleich De ist, zu welchem, wenn » eine Primzahl ist, noch 


1 ; 
=D hinzutritt; ist aber » eine zusammengesetzte Zahl, so tritt das Gesetz 


weniger zu Tage. Betrachten wir aber die Sache aufmerksamer, so sehen 
wir, dass 


»=(l), p°=5(5) + (1) 
= 22)+(U) 7° =6(6) +3(3) +22) + (1) 
p?=3(3) + (1) P=IM)+U) 


p=4(4) +22) +(), P= SS) +4NH+22)+ (1) us. W. 


ist, wo das Fortschreitungsgesetz auf der Hand liegt; wenn nämlich 0,ß,7,8,... 
die sämtlichen Teiler von » sind, so ist: 


"=ale) HR) FI) + --- 


Wir gehen nun daran, die Allgemeinheit dieser Bemerkung zu beweisen. 


LEERE TEE ECHTEN LTE 
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Wir haben gezeigt, dass die Summe aller solcher Ausdrücke (1°) (2?) Be 
falls immer «+28 -+3y+---=n ist, sämtliche Functionen von » Dimen- 
sionen erschöpft und daher gleich 2” ist. Hieraus geht hervor, — — —, 
Wird das Product 


N a Ne) Le 
a) es ,) “indie Reihe 1+Ax + Be?-+...—P 


entwickelt. so ist: 
d=9:B=-»2 0a... 
zer: (a: Zi). ale 
Pie 1—2 ' I-a'1- 


i u en ul N 
(hieraus ergiebt sich, wenn man je für Pin substituiert und die ein- 
zelnen Brüche in unendliche Reihen entwickelt, die Richtigkeit des Satzes 


unmittelbar). 


347. 


Dieser Satz lässt sich auch auf eine andere Weise ausdrücken. Sind 
nämlich », 1, 8, ö, 8”, 8”, ... sämtliche Teiler von n, so besteht der Satz 
darin, dass 

Dan) +) +30) HE) HR") +: 
ist. 

Nun hat offenbar das Product aus den (n) Primfunctionen, welche von 
n Dimensionen sind, »(») Dimensionen und dasselbe gilt von den übrigen, 
mithin: 

Das Product aus allen Primfunetionen von einer Dimension, 
von n, 8, ö', :.. Dimensionen besitzt p* Dimensionen. 

Es ist nun leicht, aus diesem Satze den Wert des Ausdrucks (n) selbst 
abzuleiten; der Kürze wegen unterdrücken wir aber die Rechnung, welche 
nicht schwierig ist.- Ist daher n—=a*lfc!, ..., so dass a, Deu 
schiedene Primzahlen sind, so ist: 


n n N 


n(n) — pp" — Ip® a Ip® NER Ip°®° a, 


N 
wo Ip“°-* den Complex aller Ausdrücke bezeichnet, welche dem Ausdrucke 
n 
2°" analog sind, wenn man die Grössen a, b, c, ... auf irgend eine Weise 


unter einander permutiert. So ist = B. für n=36: 36(36) — p%° — p18 
Noch eine Bemerkung wollen wir hinzufügen. Ist n von der Form a” 
N 


und a prim, so ist n(n) =p"— p"; somit wird, da (n) notwendig eine ganze 
Zahl ist, was auch p sein möge: 
n 


p= p“ (mod. »), 


Nachgelassene Untersuchungen. [Art. 348— 350] 
g 


somit, wenn p prim zu a ist: 
n 


KR 
»:. "= 1.(m0d.%), 
und für a =]: 
p!=1 (mod. a). 
Es ist bemerkenswert, dass diese Sätze auf so verschiedene Arten 
gefunden werden können. 


348. 
Aufgabe. Wenn die Gleichung 


ar Aa"tı Ba"? + "+. HM=0, 


deren Wurzeln @=a, x=b, &=e,.... sind, gegeben ist, so soll 
man eine Gleichung finden, deren Wurzeln«=a‘, z=b,x0=c., 
„sind. 

Erste Auflösung. Man suche nach dem bekannten Satze die Summe 
der Wurzeln der gegebenen Gleichung, die Summe ihrer Quadrate, Kuben, 
u. s. w. bis zur Summe ihrer mrten Potenzen. Hieraus erhält man daher 
auch die Summe der Wurzeln der gesuchten Gleichung sowie die Summe 
ihrer Quadrate u. s. w., nämlich 2a”, Sa”, ..., woraus demselben Satze 
zufolge die Coeffiecienten bestimmt werden können. 

Für die Praxis ist diese Lösung zwar die leichtere; für unsern Zweck 
aber sowie für den Nachweis, dass die Coeffieienten der gesuchten Gleichung 
ganze Zahlen sind, wenn die Coefficienten der gegebenen Gleichung ganze 
Zahlen sind, ist die folgende zweckmässiger. 

Zweite Auflösung. Ist 9 eine eigentliche Wurzel der Gleichung | 
und bildet man das Product aus 


gg" 3% A Se ie B 72 A 
gm ER A ne BP”? BEER 
Ph a A gel u B* 2 ai 


2 ne Me BER NTFT EN 
so sind die Wurzeln dieses Products: 


DE es 
b, 0b, 08.. 
N a 
u. 8.W,, s 


d. h. das Product ist dem folgenden gleich: 


(x — a‘) (2 — b') (x — ce") ae 


a ne 


ESEL WEEAEEETWELLCHEUELEEEENE DE EEE UODESEE LUD 


EEE ELLE ED ZCAW LEGE EWLELE ENDE 
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und daher von der Form: 
gem u Ar Dd BRD rt 
Schreibt man nun x für x", so ist: 
gu ARTTL Ba" ?+ RE (© a) (x BE v°) (& BR c') ELSE 


und daher 
a ART, Ba" + et 0 


die gesuchte Gleichung. Dass aber hier A’, B’,... nicht nur rationale, 
sondern auch ganze Zahlen sind, geht leicht aus der Theorie der Gleichung 
x —=1 hervor. 

Da wir uns dieser Operation im Folgenden oft bedienen werden, so 
werden wir mit (P, op") die Function bezeichnen, welche gleich Null gesetzt 
eine Gleichung giebt, deren Wurzeln die ten Potenzen der Wurzeln der 
Gleichung P=0 sind. 

Ist P=Q nach irgend einem Modul, so ist auch (P, p')=(®, p') nach 
demselben Modul. 

349. 

Satz. Der Coefficient des Gliedes «* in (P, p‘) ist nach dem 
Modul x dem Coefficienten des Gliedes &” in P’ congruent, 
wofern x eine Primzahl ist (was für diesen Fall die dritte Lösung der 
vorigen Aufgabe ist). 

Beweis. Aus dem sechsten Capitel folgt, dass irgend ein Coefficient 
des Products 

(2 ar AT AR ) (2 r Ada Su, ) en 


nachdem man für 9° die Einheit gesetzt hat, die folgende Form erhält: 
E+(1+8+9% +... +ITJF. 


Wenn nun 9 als eigentliche Wurzel der Gleichung z°—= 1 betrachtet 
wird, so geht das ganze Product in E über; setzt man aber 9—=1, so geht 
das ganze Product in P= E-+rF über, daher ist der Coefficient des 
Gliedes x”" in P* nach dem Modul x dem Coeffieienten des Gliedes x" in E 
d. h. dem Coefficienten des Gliedes ©” in (P,p") congruent. 


350. 
Satz. Ist v eine Primzahl, so ist 


(P,e)=P (mod. ?). 


Beweis. Es sei der Coefficient des Gliedes x” in (P, ep‘) gleich N’, in P 
aber der Coefficient desselben Gliedes gleich N. Setzt man dann: 


P=«"+ Ar"! +. +Na"+., 


Aurich 
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so ist: 
p" = gt ER Arm dr a N" Bu (mod. r), 


und daher (nach vorigem Artikel) N= N" (mod.r); mithin wird, da 
N'"=N ist, N=N sein, w.2.b. w. \ 
Hieraus ist offenbar: (P,p')=(P,p”") und (P,e")=(P,p" ), daher allgemein: 


(B,£')= (P,p*"") (mod. 2). 


35l. 

Satz. Es giebt einen Wert der Zahl v<p” von der Art, dass 
dieFunetion«’—1 durch die gegebene Function Pvon m Dimen- 
sionen, deren niedrigstes Glied die Potenz x nichtenthält, nach 
dem Modul» teilbar ist. 


Beweis. Man teile durch P die Reihe der Functionen 1, x, 2, . 


2. 
pR_1 


4 ,„ sobald dieselben von höherer Dimension als m geworden sind; und 
da sich keine durch P ohne Rest teilen lässt, so lassen sich sämtliche Reste 
auf folgende Form bringen: 


E 


Aa Ba”? N N, 


derart, dass sämtliche Coefficienten positiv und kleiner als p sind. Es ist aber 
klar, dass es, da niemals alle gleich 0 sein können, nur p”“— 1 Functionen 
giebt, deren irgend einer die einzelnen gleich sein müssen; mithin müssen, 
da ınan bis zu der Potenz von @, deren Exponent p”"—1 ist, p” Reste er- 
hält, notwendig wenigstens zwei einander gleich sein. Es möge also der- 
selbe Rest sich ergeben bei der Division von «° und «°*” durch P, so dass 
a—+v<-p” ist. Daher lässt sich «°*’— x“ durch Ptteilen. Hiernach kann 
auch, da (nach Voraussetzung) x und daher auch «* eine zu P prime Func- 
tion ist, =’ — 1 durch P geteilt werden. 


Zusatz. Ist ©’ — 1 durch P teilbar, so lässt sich auch a®—1 
durch P teilen, wenn % irgend eine ganze Zahl bezeichnet, 


392. 

Satz. Bleiben die Bezeichnungen wie im vorigen Artikel und 
ist P eine Primfunction und x die niedrigste Potenz, welche um 
die Einheit vermindert durch P sich teilen lässt, so ist v ent- 
weder gleich 2”"—1 oder ein aliquoter Teil dieser Zahl, den 
einzigen Fall ausgenommen, wo P=x ist. 


Beweis. Da P eine Primfunction von m Dimensionen ist, so giebt es 
»" —1 verschiedene Functionen von weniger als m Dimensionen (wenn 
nämlich von der Anzahl aller die Function 0 ausgeschlossen wird), welche 
sämtlich prim zu P sind. Da nun x’ der Annahme nach die niedrigste 
Potenz ist, welche, durch P geteilt, die Einheit als Rest lässt, so ist klar, 
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dass, wenn alle niedrigeren Potenzen von 1, ,.... an bis zu 2’ —1 durch P 
geteilt werden, v verschiedene Reste hervorgehen, welche allgemein mit A 
bezeichnet werden mögen. Wenn nun diese alle Reste, welche möglich 
sind, erschöpfen, so wird der Satz bewiesen sein; wenn es aber noch einige, 
nicht unter ihnen befindliche giebt, so sei irgend einer von diesen B. Dann 
ist ersichtlich, dass die Function Bx’ durch P geteilt den Rest B giebt 
und allgemein Ba’*"= Ba* (mod. P) ist. Es geben aber sämtliche Func- 
tionen von B an bis zu Ba’ unter sich und von den Resten A ver- 
schiedene Reste; denn wenn Bx*= Ba**+? (mod. P) wäre, so würde auch 
1= 2° (mod. P) und ö&<<v sein, im Widerspruch mit der Voraussetzung; 
wenn aber Ba’= x" (mod. P) wäre, so würde B=a"t"” (mod. P) und 
daher B einer von den Resten A sein, im Widerspruch mit unsrer Annahme. 
Man erhält daher offenbar noch v neue Reste. Auf diese Weise kann man 
weiter fortgehen (ganz so wie oben Artikel ...), und es ist klar, dass die 
Anzahl aller möglichen p”"— 1 Reste entweder = v oder = 2 oder = 3v 
oder allgemein ein Vielfaches der Zahl v ist. 


353. 

Aus dem vorigen Satze und dem Zusatz zu Artikel 351 folgt, dass jede 
Primfunction von » Dimensionen in der Function #P"=! 1 nach dem 
Modul p aufgeht. Demnach werden alle Functionen einer Dimension mit 
alleiniger Ausnahme derjenigen, welche =« ist, in x?! — 1 aufgehen, und 
dies ist der Fermat’sche Satz; alle Primfunctionen zweiten Grades aber 
d. h. diejenigen von der Form x?+ 4Ax+ B werden in der Function 
2?! —_1 aufgehen u.s.w. Sind nun n, 8, 8’, 8”,..., 1 sämtliche Teiler der 
Zahl n, so wird offenbar p*— 1 auch durch P— 1, „ ip 
p—1 teilbar sein; daher lässt sich die Function amt 1 durch 
sämtliche Primfactoren von den Dimensionen n, 6, Ö', 8”, ... bis 
zu den Primfunctionen einer Dimension (mit Ausschluss der 
Function x) und somit (da alle diese Fnnetionen absolut und daher 
auch unter einander prim sind) auch durch das Product aus allen 
teilen. Aber eben dieses Product hat p"*— 1 Dimensionen (Artikel 347, 
da die eine Function x darin fehlt), somit ergiebt sich, dass dieses Product 


der Function x&° "'— 1 nach dem Modul p congruent sein muss, 


354. 
Satz. Wenn die Funetion @ — 1 durch die Function P teilbar 
ist, so ist: 
(Bor) de 0), 
wo %k, t beliebige ganze Zahlen vorstellen. 


Beweis. Ist 
DB gg SL Ay! + Bxm—2 nl 
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so ist bekanntlich, wenn 
ma! al (m ne DAR tr Re 
a” ATi ass 


in eine unendliche Reihe von der Form 


N Me 
x 22 EEE IR 


entwickelt wird, « die Summe der Wurzeln der Gleichung P=0, ß die 
Summe ihrer Quadrate u. s. w. Hieraus leitet man ohne Mühe her, dass 
die Summe der v + Iten, y_+-2ten, ,., Potenzen der Summe der Wurzeln, 
der Summe ihrer Quadrate, u. s. w. respective congruent ist. Hieraus aber 
folgt, wofern nicht der Modul gleich oder kleiner ist als die Anzahl der 
Dimensionen der Function P, dass 


Be) BÄBOI KERNE. 


ist. Jenen Fall aber werden wir weiter unten betrachten. 


359, 
Satz. Wennin der Reihe 


Be) BP), BP), (Rp), ... 
die auf das vie Glied folgenden Glieder den ersten der Reihe 
nach congruent sind, so wird @—1 durch P teilbar sein, wo- 
fern P keinen Factor mehrere Male enthält. 


; iD a ; ß s 
Beweis. Setzt man rn Q, so wird die Function Q zu P prim sein. Ist 


r 


: u 
so wird auf das Glied — (nach Voraussetzung) folgen: 
x 
A B © 
rat 
Daher ist: 


Q_AT+Be +... 
2 "—1 


woraus hervorgeht, dass die Function <’— 1 durch P geteilt werden kann. 


356. 
Satzz Wenn P eine Primfunction von x von m Dimensionen 
. e 2 3 m—l ..: E 
und X eine Function von», aP, @P, a®,..., 2? ist, in welche 


alle diese Grössen in gleicher Weise eingehen, d.h. welche die- 


nn nn mr m en 
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selbe bleibt, auf welche Weise diese Grössen auch unter ein- 
ander vertauscht werden mögen, so giebt dieFunction X durch 
P geteilt einen Rest, welcher eine Zahl ist. 


Beweis. Ist der Rest 
I" (ee Bar ve N=E, 


so werden alle Coefficienten A, B, C, ... bis zu N, diesen ausgeschlossen, 
=0( sein. Dies wird folgendermassen bewiesen. Da X—& durch P teilbar 
ist, so lässt sich auch X?— E? durch P teilen. Man sieht aber leicht, dass 
X? das ist, was aus X wird, wenn man x? für x, x” für «°, u. s. w. und 


ap" oder, was dasselbe ist, & für x?” setzt. Hiernach ist offenbar 
X’=X (mod. P); somit wird, da X?=£? und X=£ (mod. P) ist, auch 
£P=£ (mod. P) oder 

£?—:=0 (mod. P) 


sein. Es ist aber &°—& nach dem Modul » congruent dem Producte aus 
5E+1,5-+2,.... bis zu&ö+p—1, welche Factoren sämtlich prim zu 
P sein werden, wenn nicht & einfach eine Zahl ist. Daher kann auch 
&?— £ in keiner andern Weise durch ? teilbar sein. 

Derartige Functionen sind die Summe aller jener Grössen, die Summe 
ihrer Quadrate, Kuben, u. s. w., die Summe der Producte aus je zweien, 
dreien u.s. w. Welches aber jene Zahl sei, werden wir im folgenden Ar- 
tikel bestimmen. 


357. 
Satz. Ist die Primfunction des vorigen Artikels 


; Ba M--2 Nm— 
P= gr A I. Ba" BR 0 40; es 


} : 3 m—1 
so ist der Rest, wenn die Summe der Grössen x, @°, ..., a? 


durch P dividiert wird, =A, wenn die Summe der Producte aus 
je zweien durch P dividiert wird, =B, wenn die Summe der 
Producte aus je dreien dividiert wird, =(, u. s. w. 

Beweis. Es seien jene Functionen X, Y, Z, ... und ihre Reste in 
ihrer Reihenfolge A’, B', C’, ... Dann sieht man leicht, dass x, #P, a”,... 
die Wurzeln der Gleichung 


"_ a “ Ze a hi ee) 
sind. Setzt man daher z=x, so wird: 
a Kt as Yr"2 eh Zu ans 


Die Functionen X— A’, Y— B', Z—C',.... lassen sich aber durch 
P teilen, daher auch die Function 


gg" Chr Aa 1 < Bx"”? "4 (ke ar Ha 
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Dies kann aber nicht anders der Fall sein, als wenn A=A, D=B, 
en 

Übrigens ist bekannt, dass, welche andere Function X von 2, 
aP, a”, ... (in die alle diese Grössen in gleicher Weise eingehen) auch 
sein möge, dieselbe immer aus diesen abgeleitet werden kann. So ist z.B. 


PHP HER +. = 42 — 2B-(mod, P) u. 8. W. 


Beispiel. It p=5 und P=a?+ 22 + 3, so ist die Function &+x°, 
_ [2] 


durch P geteilt, =— 2, #=3 u. 8. w. 


358. 399. 


. . . . . . . 
Satz. Ist Peine Primfunction und «@ die niedrigste Potenz 


von x, welche durch P dividiert den Rest 1 giebt, ist ferner 
P=(P,p"), so wird n irgend einer Potenz der Zahl p nach v 
congruent sein. 

Beweis. Oben haben wir gezeigt, dass, wenn 


Da Ph ee Ar a Ba"? ET 
ist, alsdann 


7 BR) in ’ m—1 
er PT EBE TH - RB D)e—2)-. E-02 ) 
durch ? teilbar ist. In ähnlicher Weise würde folgen, dass 
r Er Er), nn—1 
AA L DB er )E- RN). 2 ) 
durch ? teilbar ist. Da nun aber diese Factoren unter einander prim sind, 
so muss offenbar jeder einzelne jedem einzelnen nach P, p congruent sein. 
3 es *% ur : 
Daher muss notwendig 2 —a"=2—a”, d h. p’=n (mod.v) sein. 
ea 20 ww") 


*) Ist (PB, p)=(P,p”) (mod. p), so ist a=p*b (mod. v). 
Beweis. Ist "+ As"1+ B"°? +... —=Il, so ist (I, p%) = (Il, pP) (mod. P). 
Es ist aber: 


und hieraus ergiebt sich der Satz. 
Das Product aus II, (II, p2), (II, p%),..., (I, p") ist = (2? — 1)" (mod. P); denn 
es ist: 


2). 2) (2). (M)=(z—aP)(—aP)(-aP). (er). =r—1. 


In der Reihe P, (P,p?), (P, p?), ..., (P,p") kommen alle Primteiler der Function 
x’ — 1 vor und zwar jeder m-mal. Daraus geht hervor, dass das Product aus allen 
= («’ — 1)" ist. 


we ar or ne 
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Über die Auffindung der Primteiler der Function =’ —1 
nach einem primen Modul. 


360. 


Wenn v durch den Modul » oder durch irgend eine Potenz desselben 
teilbar und etwa v—=p*X ist, so wird 


ee 1)P" (mod. p) 


sein. Hieraus geht hervor, dass man nur den Fall zu betrachten braucht, 
wo v durch p nicht teilbar ist. 
Ist o"=1 (mod.v) und zwar m möglichst klein, so wird offenbar 


1 WE e a ® 
x?’ 7! 1 durch &—1 teilbar sein. Daher kann «’—1 keine anderen 


Factoren haben, als „P"!_ 1. Dieser Ausdruck aber hat prime Teiler von 
m Dimensionen und andere, bei denen die Anzahl der Dimensionen ein 
Teiler der Zahl m ist. Solche Teiler wird also auch x«’— 1 haben. Wie 
viele von jeder Art aber diese Function hat, wollen wir durch ein Beispiel 
klarlegen, woraus leicht das allgemeine Gesetz abgeleitet werden kann. 

Ist v=63 und p=13, so ist m=6. Daher wird «°° — 1 nach dem 
Modul 13 Primfaetoren haben von sechs, drei, zwei und einer Dimension. 
Nun ist klar, dass das Product aus den Factoren einer Dimension der 
gemeinschaftliche Teiler (von höchster Dimension) der Functionen x — 1 
und 2? —1 d.i. 2° — 1 ist. Daher .giebt es drei Primfactoren von einer 
Dimension. Das Product aus allen Primfactoren von zwei Dimensionen und 
von einer wird gemeinschaftlicher Teiler der Functionen #°—1 und #1 —1, 


j s 21—3 ER 
d.h. 221 — 1 sein; daher giebt es en oder 9 Factoren von zwei Dimen- 


sionen. Das Product aus den Primfaetoren von drei Dimensionen und von 
einer Dimension wird gemeinschaftlicher Teiler der Functionen x — 1 und 


& I9—3 
©2198 — 1 d.h. x? — 1 sein; daher giebt es vs x 


sionen. Die übrigen endlich sind von sechs Dimensionen und ihre Anzahl 
68 —6— 18 — 3 { 
sonach gleich a d.h. gleich 6. 
Durch aufmerksame Erwägung dieses Gegenstandes erhält man leicht 


die folgende allgemeine Regel; 


—2 Teiler von drei Dimen- 


Es sei ö ein Teiler von m, und es seien ö,0',6",... sämt- 


S 


liche Teiler der Zahl ö, welche kleiner als ö sind. Ferner seien 


die grössten gemeinschaftlichen Teiler zwischen vund pP —1, 
p°— 1, pP" —1,... respective u, p,w”,... und m. m m 7e8pe0- 


! 1 : ; 
vo AA, N” ,... Dann hate — 1 gmal soviel Primteiler von 
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ö Dimensionen, als es unterhalb der Zahl x Zahlen giebt, die 
durch keine der Zahlen %,%",X”,... teilbar sind. 


361. 
Satz. Wenn die Function X der unbestimmten Grösse x 


durch eine andere & sich teilen lässt und X, wenn a* für & ge- 
1 


schrieben wird, in X’ übergeht, so lässt sich X’ durch (&, p*) 
teilen. 
Beweis, Ist X=%» und gehen $&, v in E, v’ über, wenn «* für x ge- 


1 
schrieben wird, so ist offenbar X’=?'y. Aber &’ lässt sich durch (£, p®) 
teilen. Mithin auch X’. 


362. 


Nach Feststellung dieser Prinzipien können wir nun leicht die Prim- 
teiler der Function &’—1 bestimmen. Wir nehmen an, dass alle diejenigen, 
welche auch irgend eine Function pi 1, wo ’<<v ist, teilen, schon gefunden 
seien, und dass es sich darum handelt, die übrigen zu ermitteln. Diese 
lassen sich aber sämtlich in dem Ausdrucke (P, pt) zusammenfassen, wenn 
P eine von ihnen ist und für % alle Zahlen substituiert werden, welche 
kleiner als v und prim zu v sind. 

Im sechsten Kapitel haben wir gezeigt, auf welche Weise die eigent- 
lichen Wurzeln der Gleichung &’=1 so in Klassen geteilt werden können, 
dass man, nachdem alle durch Potenzen irgend einer von ihnen ausgedrückt 
sind, dieselbe Verteilung in die einzelnen Klassen erhält, welche eigentliche 
Wurzel man auch als diese Basis nehmen möge. Derartige Complexe der 
Wurzeln werden wir Perioden nennen. Es ist nun klar, dass die Functionen 
20, a, x',..., wo aß, ... sämtliche zu v primen Zahlen bezeichnen, 
in ähnlicher Weise in Perioden zerlegt werden können und jede grössere 
Periode wiederum in kleinere, bis man endlich zu Perioden von der Form 
en, Be: gelangt. Ist dies geschehen, so wird offenbar 

1. da jede Periode aus derartigen kleinsten Perioden t+aW®-+ +» 
zusammengesetzt ist, der Rest eine blosse Zahl sein, wenn man sie durch 
irgend eine Primfunction von m Dimensionen dividiert. 

2. Da stets alle Glieder einer Periode auf die Form a" ?Fet- go. 
bracht werden können, wo x,a,b,c... bestimmte Zahlen sind, für «,ß,Yy,... 
aber alle Werte substituiert werden können, so ist klar, dass die Periode 
in sich selbst übergeht, wenn x" für x gesetzt wird und % von der Form 
a’b®c!...(mod.v) ist, woraus leicht ersichtlich ist, dass alle Functionen 
P, (P, p*), ..., wenn % eine solche Zahl bezeichnet, bei der Division der 
Periode durch sie denselben Rest hervorbringen. 


3. Mithin lässt sich die Periode, nachdem man einen solchen Rest 
subtrahiert hat, durch das Product aus allen Functionen (P, p*) teilen. 
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369. 


Es handelt sich also hauptsächlich darum, diese Reste zu 
bestimmen. Zunächst suche man den Rest, welchen die grösste Periode 
bei der Division durch das Product aus allen hergehörigen Primfunetionen 
übriglässt. Ist dieses Product 


a 


so ist dieser Rest = A. Die Form dieses Products findet man aber leicht, 
und aus dem sechsten Kapitel ergiebt sich, dass A=0 ist, wenn v durch 
ein Quadrat teilbar ist, dass dagegen A entweder =-+1 oder =—1 ist, 
je nachdem die Anzahl der Primfactoren der Zahl v gerade oder ungerade ist. 

Man löse nun diese grösste Periode in kleinere Perioden auf und stelle 
die Perioden jeden Gliedes durch „ip“ dar, so dass % in jeder Periode eine 
bestimmte, für verschiedene Perioden aber veränderliche Zahl ist, x und 
aber in jeder Periode veränderliche Zahlen sind, jedoch diejenigen Werte, 
welche sie in irgend einer Periode haben, auch in den übrigen erhalten 
können. Nimmt man für den Augenblick irgend eine Primfunction P als 


Basis und ist der Rest, welchen die Perioden Zx?"*, 22°?"* ..., durch 


P geteilt, übriglassen, respective A, 4’, ..., so wird 32?"“— A durch das 
Product aus allen Functionen (P, p*), SP“ __ 4" durch das Product aus 
allen Functionen (D, ne) u. s. w. teilbar sein. Es ist aber leicht ersichtlich, 
dass die Grössen A, 4’, ... Wurzeln der gegebenen Congruenz sind. Sind 
nämlich die Perioden der Wurzeln der Gleichung &’=1, welche den 
vorigen Perioden entsprechen, Wurzeln der Gleichung Q=0, so werden 


4A, 4', ... Wurzeln der Congruenz Q=0 sein. Denn es ist: 


A-+4'+---= der Summe der Perioden, 
4A?+ 4'?+...= der Summe der Quadrate der Perioden, 
u. 8. w. 


Die Rechnung ist nämlich derjenigen völlig analog, welche wir im 
sechsten Kapitel auseinandergesetzt haben, falls man & für p setzt, da auch 
hier für 2’ die Einheit gesetzt werden kann, wie dort für p’. 

Hat man die Wurzeln A, A’, ... gefunden, so wähle man irgend eine 


als Rest der Periode &x?"“ aus und ordne danach die Reste der übrigen 
in ähnlicher Weise wie im sechsten Kapitel. Denn jene Wahl wird auch 
hier willkürlich gelassen, da die Function P bisher völlig unbestimmt ist. 
Die folgende Rechnung ist durchaus derjenigen analog, welche wir im 
sechsten Kapitel ausführlich behandelt haben; die Einzelheiten hier aus- 
einanderzusetzen, würde uns viel zu weit führen. Nachdem man schliesslich 


D 


LATE 5 £ . 
zu 2x? gelangt ist, ist die ganze Sache abgemacht. Denn setzt man: 
GE = 12 
P=a"-- aa" +be" + ..., 


° Yu . D .. . ® 
so it —a=X%x” ; in derselben Weise erhält man den zweiten Coefficienten 
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der übrigen Functionen (P, p*), woraus die andern Coefficienten von P be- 
stimmt werden können. Öfters kann der Fall eintreten, dass man zu iden- 
tischen Congruenzen gelangt, aus denen dem Anschein nach nichts gefolgert 
werden kann. Wie man dieser Schwierigkeit begegnen kann, werden wir 
weiter unten zeigen. 


364. 


Alles dies wird durch ein Beispiel viel klarer werden. Es sei die 
Aufgabe gestellt, die Funetion z«!°—1 nach dem Modul 17 in 
Factoren zu zerlegen. Hier ist m=5, und da das Product aus allen 
elementaren Functionen 


«5 — 1)(x — 1 5, i 
te +? — +09 —c+1 


ist, so giebt es nur zwei Primfactoren von vier Dimensionen ?P und P'. 
Nun zerlege man x, 2, x, 27, x8, «U, «13, «14 in die folgenden beiden 
Perioden: 

I = +2 ++, 

tz gT + gr Br ale, 


Ist nach einer der beiden Functionen ?, P': 


Dali 4, Drill = Ah 


so ist: 
AraATı 
A2 = 3x 2-1° + 323 .17* 2 Id 17° 2 39: 17% 
A'R2= gl 17° 4 Ib 17° 4 Id" + 33-179, 
mithin: 


42 + ze + DEAL DIETZ — LIE — 


I 


Hiernach sind A, A’ die Wurzeln der Congruenz: 
x? — 2% +4=0 (mod. 17) 
und diese sind 6, 12. Somit wird P ein Teiler sein von 


++? +0—6, 
und zwar ist derselbe: 


= a -— 623 — 30? — 12 +1, 
P' aber wird =(P, ep”) und daher 


= a4 — 122° — 22°? +6c +1 


sein. 
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369. 

Es genügt uns hier, die Möglichkeit dieser Lösungen gezeigt zu haben. 
Die vielen Kunstgriffe, durch welche diese Rechnungen erleichtert werden 
können, übergehen wir der Kürze wegen. Dagegen können wir einige sehr 
wichtige Folgerungen nicht unerwähnt lassen. 

Durch das Vorhergehende ist bewiesen worden, dass alle Hülfs- 
gleichungen für die Auflösung der Gleichung 2—=1, wenn sie in Con- 
gruenzen verwandelt werden, mögliche Wurzeln haben, sobald die Periode 

+++. Ha 
noch nicht zerlegt ist. Nehmen wir den Fall, wo v eine Primzahl ist, 
so ist m ein Teiler von v—1. Hier werden also die Hülfsgleichungen, 
wenn die Anzahl der Perioden, welche durch jene gefunden werden, ein 
v—1 


aliquoter Teil der Zahl ist, reelle Wurzeln haben. Wenn daher 


—1 ee 
nn gerade ist, d. h. wenn m ein Teiler der Zahl : 5 oder wenn 


w—ı 

p ” =1 (mod.v) oder wenn p quadratischer Rest der Primzahl v ist, so 

wird die quadratische Gleichung, durch welche die Wurzeln in zwei Perioden 

geteilt werden, reelle Wurzeln nach dem Modul p besitzen. Im sechsten 

Kapitel haben wir aber gezeigt, dass diese Gleichung, wenn man v=4n=1 

setzt, stets © +2 = n=0ist. Mithin erhalten wir folgenden bemerkenswerten 
Satz. Wenn die Primzahl p quadratischer Rest der Primzahl 

4n&list, so wird die Congruenz 


2-2 EnZ=0 (mod.p) 
und daher auch die Congruenz 
42? +A4e FAnZ=0 oder 2x + 1? Fv=0 
reelle Wurzeln haben, d. h. es wird # v quadratischer Rest der 
Zahl p sein. 
366. 

Dies ist also der dritte vollständige Beweis des Fundamentaltheorems 
im vierten Kapitel, der um so mehr beachtenswert ist, weil die Prinzipien, 
aus denen er abgeleitet ist, von denen, deren wir uns zu den früheren Be- 
weisen bedient haben, völlig verschieden sind. Aus eben dieser Quelle aber, 
jedoch auf dem entgegengesetzten Wege, wollen wir einen vierten Beweis 
ableiten. Ist nämlich v eine Primzahl von der Fom 4" +1, p eine be- 
liebige andere Primzahl, und ist +v quadratischer Rest der Primzahl », so 
werden wir beweisen, dass p quadratischer Rest der Zahl v ist. 

Es sei p” die kleinste Potenz der Zahl p, welche =1 (mod. v) ist. Die 


y 


N . } 
Elementarteiler der Function oo nach p werden m Dimensionen haben, 
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— 


> ist. Da nun + vRp ist, so ist die Con- 


daher die Anzahl aller gleich ; 


gruenz 
22? +2 FnZ=0 (mod.p) 

auflösbar; ihre Wurzeln seien A und A’. Verteilt man die Funetionen 
2,%,...,2’! in zwei Klassen, welche mit & und E' bezeichnet werden 
mögen, so ist: 
a me) 

a 

ee NR Ne 4) 


somit wird 


y 


—1 . 4 
durch jeden Elementarteiler der Function nn teilbar sein. Hiernach aber 


wird jeder dieser Elementarteiler entweder in &— 4A und &'— 4’ oder in 
E— A’ und E— A aufgehen. Hieraus geht hervor (da A nicht = 4’ ist), 
dass, wenn man «&” für x setzt, & und &’ nicht geändert werden. Denn wenn 
E in E und umgekehrt überginge, so würden &— A und &— 4’ durch 


dieselbe Primfunction teilbar sein, was absurd ist. Hieraus folgt endlich, 
v1 


1] u 
YZ2 qureh m oder p ? —1 durch v teilbar ist. Demnach ist » 


2 
quadratischer Rest von v. 
Es ist aber leicht, alle Fälle des Fundamentaltheorems aus jedem der 


beiden Sätze abzuleiten. 


dass 


367. 

Obwohl wir uns hier auf den Fall, wo v eine Primzahl ist, beschränkt 
haben, können doch auch, wenn v eine zusammengesetzte Zahl ist, analoge 
Sätze ohne grosse Mühe aufgestellt werden, was wir jetzt der Kürze halber 
nicht ausführlicher auseinandersetzen können. 

Es ist klar, dass ähnliche Bemerkungen auch über eine grössere Anzahl 


’ x vol : i 
von Perioden gemacht werden können. So wird, wenn 2, durch 3 teilbar ist, 


d.h. wenn p kubischer Rest der Primzahl v ist, die Gleichung, vermittelst 
deren die Wurzeln der Gleichung @&’=1 in drei Perioden geteilt werden 
und die wir im sechsten Kapitel a priori zu bestimmen gelehrt haben, nach 
dem Modul p auflösbar sein und umgekehrt. So kann z. B. die Congruenz 
x? +22 —22—1=0 nach einem beliebigen Primzahlmodul, welcher von 
der Form 7n +1 ist, aufgelöst werden, während dies nicht möglich ist, 
wenn der Modul eine andere Form besitzt. 

Es würde uns nicht schwer fallen, dieses Kapitel noch mit vielen andern 
Bemerkungen zu bereichern, wenn nicht die Grenzen, auf welche wir uns 
beschränken müssen, dies verbieten würden. Denjenigen, welche weiter 
vorgehen möchten, werden diese Prinzipien wenigstens den Weg andeuten 
können. 
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368. 


Wir sagen, irgend eine Congruenz $S=0 habe gleiche Wurzeln 
oder allgemeiner gleiche Teiler, wenn sie sich durch eine Potenz irgend 
einer Function teilen lässt. 

Ob eine gegebene Congruenz gleiche Teiler habe, lässt sich in der- 
selben Weise entscheiden, wie in der Theorie der Gleichungen. Setzt man 


Na gm D, 
so wird offenbar: 


X ( d& a) 
De mp; +: an ' 


X i i 
mithin wird = durch €”! teilbar sein. Ist allgemein 
Re ABO... 


wo A, B, 0, ... verschiedene Primfunctionen bezeichnen, so ist: 


dX (en babB cal ) 


a Ba er 


woraus hervorgeht, dass, wenn nicht eine der Zahlen a, b, ce, ... durch 
1 

den Modul teilbar ist, e duren AP ID 

A®, B?, 0°... geteilt werden kann. Hieraus folgt der 


.,„ nicht aber durch 


Satz. Wenn der gemeinschaftliche Teiler grösster Dimen- 
sion der beiden Functionen X und = gleich & ist, so wird X 
alle Primfactoren, welche 5 hat, obeniails besitzen, und zwar 
jeden einmal mehr als; wenn daher X und n zu einander 


prime Funetionen sind, so wird X keine gleichen Factoren 
haben. 


369. 
Erstes Beispiel. Man will wissen, ob die Function 
2 + 30 — 609° +37 —4=X 


nach dem Modul 17 gleiche Teiler hat. — Es ist: 
Re Sy DERBED Sn TREND 
di dr x +3. 


; 5 AR, j i 
Hieraus findet man, dass die Functionen X und 7, Prim zu einander sind, 


weshalb X keine gleichen Factoren hat. 
| Gauss. 40 
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Zweites Beispiel. Ist 


xX=a5 + 60° — 303 — 482 + 2x — 3 (mod. 13), 
so ist: 


— 544 — 303 + 402 + 5 + 2. 


; dX Ä 
Der grösste gemeinschaftliche Teiler der Functionen X und a aber ist 


—= 522 +7& +7, oder nach Multiplikation mit 8:=x@?--42 +4; und da 
dieser Teiler = (2 + 2)? ist, so wird die Function X durch (# + 2)? teilbar 
sein und der Quotient (welcher gleich «2 + 11 ist) enthält keinen doppelten 
Teiler weiter. 


310. 371. 
Wenn nach den vorhergehenden Artikeln die Function X in der Form 
A"BPO°... dargestellt ist, so dass A, B, CO, ... zu einander prime Func- 


tionen und die Zahlen a, b,c,... ungleich sind, so lässt sich die Zerlegung 
noch weiter ausdehnen. Es sei also X eine Function, welche keine gleichen 
Teiler weiter enthält. Wir sahen oben, dass &’— x das Product aus allen 
Primfunctionen von einer Dimension ist. Ist & der gemeinschaftliche Teiler 
höchster Dimension der beiden Funetionen X und 2 —x, so wird & das 


Product aus allen Teilern von X von einer Dimension sein und E wird 


derartige Teiler nicht mehr besitzen. Wenn man aber findet, dass die Func- 
tionen X und &°— x zu einander prim sind, so wird X keinen Teiler von 
einer Dimension und daher die Congruenz X=0 keine reellen Wurzeln 
haben. Da ferner x°”’— x das Product aus allen Primfunctionen von zwei 
Dimensionen und von einer Dimension ist, so wird der gemeinschaftliche 


Teiler höchster Dimension von den Funetionen «&® —x und p etwa 8, 


sämtliche Teiler von X enthalten, welche von zwei Dimensionen sind. Geht 
man so weiter fort, so sieht man hieraus, dass X auf diese Weise in Factoren 
BE," ... zerlegt wird, welche respective alle Teiler von einer, von zwei, 
drei, u. s. w. Dimensionen enthalten. 


372. 


Wenn aber das Product aus mehreren Primfunctionen von derselben 
Dimension gegeben ist, so werden die einzelnen Functionen durch Probieren 
bestimmt werden müssen. Diese Aufgabe hat grosse Ähnlichkeit 
mit derjenigen, wonach die Factoren zusammengesetzter Zahlen 
gesucht werden sollen. Hier ist aber schon a priori bestimmt, ob eine 
gegebene Function noch in Factoren zerlegt werden kann. Da auch hier 
die Anzahl aller möglichen Factoren eine endliche ist, so können wir uns 
eines ähnlichen Hülfsmittels wie oben bedienen. Doch wollen wir uns mit 
diesem Gegenstande nicht aufhalten, da ein geübter Rechner, der die Prin- 


Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen. 627 


zipien wohl beherrscht, leicht, wenn es nötig sein sollte, besondere Kunst- 
griffe finden wird. 

Wir gehen zu einem andern Kapitel über, nämlich zur Be- 
trachtung von Congruenzen, wenn der Modul nicht eine Prim- 
zahl ist, wie wir bisher immer angenommen haben. Besonders 
aber ist hier jener Fall sowohl an und für sich als auch deshalb der Be- 
achtung wert, wo der Modul eine Potenz einer Primzahl ist, weil er zur Be- 
seitigung einiger Zweifel (Artikel ...) notwendig ist. 


373. 
Aufgabe. Wenn die Function X nach dem Modul p in zu 
einander prime Factoren &, E', &”",.... zerlegt ist, so sollman X 


nach dem Modul p? in ähnliche Factoren 3,8, =”, ... so zer- 
legen, dass 


ist. 
Auflösung. Ist X=£y (mod.p) oder X=&b -- pX und setzt man: 


S=:+p, V=4)+ pw, 


so wird 
SV=X—p! + (Pb + 50)p + p%pu 
sein. Wenn also ZV=X (mod. p?) sein soll, so muss notwendig ob+fo — 2 
durch » teilbar sein. Da aber % und & nach dem Modul p zu einander 
prime Functionen sind, so können und » so bestimmt werden, dass diese 
Bedingung erfüllt ist (Artikel 336), und zwar überdies so, dass die Dimen- 
sionen von g und » um eine Einheit niedriger sind, als die Dimensionen 
der Functionen &, $ respective. Hiernach wird X==ZW (mod.p2). Es ist 
klar, dass auf ähnliche Weise W wiederum in Factoren #'Q zerlegt werden 


kann, so dass die eine 2’ =’ (mod. p) ist, u. s. w., wodurch man schliesslich 
erhält: 


Hiernach lässt sich leicht beweisen, dass X auch nach den Moduln 
»°,p*,... in Factoren zerlegt werden kann. Ist allgemein 


X=PRQ (mod.p”) oder X=PQ -+p"R 
und ist die Function P zu Q nach dem Modul » prim, setzt man ferner: 


Piz Pi: AP", Q wi M) rn Bo”, 
so wird: 9n 
PQ=X—p"R-+ (4Q + BP)p" + ABp?"”., 


Hieraus ist für jeden Modul p’ (wo v>m und <2m-+1 ist): 


PO =X, wenn R= AQ-+ BP (mod. p’""') ist. 
40* 
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Aus diesem ersieht man, dass, wenn die Function X nach dem Modul » 
keine gleichen Factoren hat, dieselbe nach dem Modul »* in ähnlicher 
Weise in Factoren zerlegt werden kann, wie nach dem Modul ». Wenn 
aber X gleiche Factoren hat, so wird die Sache bei weitem complicierter 
und lässt sich sogar mittelst der vorhergehenden Prinzipien nicht vollständig 
erledigen. Daher wollen wir, da wir nicht Alles, was hierher gehört, mit- 
teilen können, nur einen einzigen Fall betrachten, welcher am häufigsten 
vorkommt und dessen Entwicklung zur Lösung einiger im Vorhergehenden 
übriggebliebener Zweifel erforderlich ist. Dieser Fall ist der, wo nur 
gleiche Factoren von einer Dimension in Betracht kommen. Dieser kann 
in zweckmässiger Weise auch zur Auffindung der Wurzeln der Congruenzen 
benutzt werden. Bei anderer Gelegenheit werden wir diesen Gegenstand 
allgemein behandeln. 


375. 


Es sei also X=X’ (x — a)” (mod.p) und die Function X’ prim zu 
x — a; gesucht werden alle Teiler von X von einer Dimension, welche dem 
Teiler © — ca nach dem Modul p, X selbst aber nach den Moduln p?, p°, ... 
congruent sind. (Wir setzen voraus, dass die Function X absolut durch 
2 — a nicht geteilt werden kann, denn sonst würde — «a die Function X 
nach jedem beliebigen Modul teilen.) Substituiert man #-+« für x, so 


erhält man: 
Z=Z'2" (mod.p) oder Z=Z'"+p4. 


Wenn nun Z nach dem Modul p? durch irgend einen Teiler von der 
Form 2-+.ap geteilt werden kann, so muss A notwendig von der Form 
2eZ"’+pB sein. Ist dieses nicht der Fall, so ist die Untersuchung bereits 
beendet. Setzen wir also: 


Z= Ze" + pZ''2 (mod. p?), oder 
Z=Z7z"+pZ"e+p°B, 
so ist klar, dass Z durch z und jeden andern diesem nach dem Modul » 
congruenten Teiler geteilt werden kann. 

Um einen bestimmten Fall vor uns zu haben, setzen wir m=4; es 
ist leicht ersichtlich, dass jeder andere Fall in analoger Weise behandelt 
werden kann. Wenn nun Z nach dem Modul »° durch irgend einen Teiler 
von der Form 2-+ ap teilbar ist, so wird 


0= — ap?Z"-+p?B (modd.2-+ ap, p?) oder aZ"= B (modd. z, p) 


sein. Nun können drei Fälle stattfinden. 


1. Wenn Z’=0 (modd.z, p) und B nicht =0 ist, so ist klar, dass 
kein Wert von a der Congruenz genügt und daher Z nach dem Modul »° 
keinen Teiler von der Form 2-+ ap besitzt. Mithin ist die Untersuchung 
beendet. 
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2. Wenn weder Z’ noch B=0 (modd.z, p) ist, dann wird « einen 
einzigen Wert besitzen, nämlich: 


B 
ey (modd.z, p). 


Mithin wird es einen einzigen Teiler =z2 + ap (mod.p?) von Z nach 
dem Modul p% geben und es wird sein: 
ZZV(z + ap) + P°W. 
Nimmt man nun als Teiler von Z (mod. pt) 2+ap-+-ßp? an, so ist: 


0 


Weitere Entwicklung der Untersuchungen über 
die reinen Gleichungen. 


+94 


I; 

Da das Verfahren, nach welchem wir in den ‚„Arithmetischen Unter- 
suchungen“ Artikel 360 (vgl. oben S. 434) die Gleichung @<"— 1=0 lösen 
gelehrt haben, eine sehr fruchtbare und wichtige Theorie bildet, von welcher 
wir in jenem Werke nur die einfachsten Momente andeuten konnten, so wird 
es, hoffen wir, den Geometern angenehm sein, wenn wir diesen Gegenstand 
hier von Neuem aufnehmen, das, was nur kurz und zum Teil mit Unter- 
drückung der Beweise berührt worden ist, ausführlicher behandeln und die 
Erweiterungen, welche seit jener Zeit hinzugetreten sind, eingehender ver- 
folgen. 

Wir nehmen an, dass » eine Primzahl und die Zahl »—1 in die 
Factoren «<B> y zerlegt sei, und bezeichnen ferner mit g irgend eine 
primitive Wurzel für den Modul ». Es stelle r unbestimmt eine Wurzel der 
Gleichung &’— 1=0 und R unbestimmt eine Wurzel der Gleichung z’— 1—=0 
dar. Bezeichnet man also die Peripherie des Kreises, dessen Radius gleich 1 
ist, mit ? und die imaginäre Grösse y—!ı mit ö, so werden sämtliche 
Wurzeln der Gleichung «@—1=0 oder sämtliche Werte von r dargestellt 
werden durch die Formel: 

cos a sin = 
wo % unbestimmt alle ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3,..., ß— 1 bezeichnet. Ferner 
ist klar, dass sämtliche Potenzen einer jeden Wurzel R ebenfalls Wurzeln 
sind, sowie dass, wenn R die einem zu ß primen Werte von % entsprechende 
Wurzel ist, alle Potenzen R®, R, R?, RS, ...., R°" unter einander verschieden 
sind und daher den ganzen Complex der Wurzeln erschöpfen; in diesem 
Falle werden wir R eine eigentliche Wurzel der Gleichung «®— 1 = 0 nennen; 
dagegen soll eine einem zu ß nicht primen Werte von % entsprechende 
Wurzel R eine uneigentliche Wurzel heissen; und ist ö der grösste gemein- 
B 
schaftliche Teiler der Zahlen % und ß, so ist, wie leicht ersichtlich, R’=1, 
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RN 
ferner sind all& Potenzen .R®, R, R2, R®,..., R’ unter einander verschieden 


o| 


und daher R eine eigentliche Wurzel der Gleichung «°’—1=0. Dasselbe 
gilt von der Gleichung «"— 1=0, doch sind die Wurzeln dieser mit Aus- 
nahme der Wurzel 1 notwendig sämtlich eigentliche Wurzeln. 


2 
Nachdem dieses vorausgeschickt ist, soll nun unsere Untersuchung 
hauptsächlich handeln von den aus ßy Gliedern bestehenden Functionen von 


folgender Form: 
a 9.42% 3 9% 4 BY & 
rtRP + Rr +Br ea, 
die wir der Kürze wegen mit folgendem Zeichen [r, Z] bezeichnen werden. 
Die einzelnen Glieder eines solchen Ausdrucks sind Producte aus Potenzen 
von r in Potenzen von R; die Exponenten jener bilden eine geometrische 
Reihe, die Exponenten dieser eine arithmetische Reihe. Die Exponenten 


aByY—a 


ao. 
sind alle nach dem Modul » incongruent und daher jene Potenzen von r 
unter einander verschieden; weiter fortgesetzt aber würden sie dieselbe Reihe 
von Neuem beginnen, da g’"'=1 (mod.n) und daher Ozrit Die 
andern Factoren 

aan. ne 
aber bilden y gleiche Perioden, da Rr— 1, R'=Ru.s.w. ist. Hieraus 
scht hervor, dass die Function [r, R] auch so dargestellt werden kann: 


en ae 
ne a ee 
\ 02% „oB+ 2a 2aß-+2% aßy—oß-+ 2u 
+ R?(r? + r? +r? A I y9 and 
+ . . . . . . . . . . . . . . . 
ER B— „2ß—% 3aß— — 
ee. Ih: en 


oder mit Einführung des Zeichens im Artikel 343 der „Arithmelischen Unter- 
suchungen (vgl. oben S. 405): Ä 


, = HR) HR) Hr HR N). 


8: 
Nehmen wir für die Wurzel r die Einheit, so erhalten wir: | 


= iRzBRı Br... chi. 
ee 
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und der Wert dieses Ausdrucks ist —=ßy, wenn auch für R die Wurzel 1 
genommen wird, dagegen —=0 für jeden andern Wert von R. Bleibt da- 
gegen r unbestimmt und setzt man R=1, so. ist: 
ner tr Hr"... + , 

oder mit Anwendung der in den „Arithmelischen Untersuchungen“ einge- 
führten Bezeichnung: [r, 1]= (ßy, 1), d.h. es wird [r, 1] aus einer Periode 
von ßy Wurzeln bestehen, von denen eine r selbst ist. Sooft «=1 ist, 
wird diese Periode sämtliche Wurzeln r, r2, r?, ..., r”' umfassen, nur in 
anderer Reihenfolge. 

‘Man merke noch folgende Relationen, deren Grund von selbst ein- 
leuchtet: 


(r, R]= R{r”, RJ= R%{r?”, R] oder allgemein = R*f»°”, R], 


wo % eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet. Hieraus geht hervor, 
dass die Function [r”, 2] entweder =[1, R] ist, wenn nämlich m durch n 


teilbar ist, oder in den übrigen Fällen auf die Form R"{r?", R] gebracht 
werden kann und zwar so, dass v<{a ist. Denn wenn m nicht durch » 
teilbar ist, so wird es nach dem Modul » irgend einer Potenz von g, deren 
Exponent nach den ‚Arithmetischen Untersuchungen“ passend durch ind. m 
dargestellt wird, congruent sein; setzt man daher ind. m=Aa-+v, was 
offenbar so geschehen kann, dass v<<a ist, so ist: 


K 7", R] a Do, R] — N 7", R]; 


man hat daher ——-X oder, wenn man einen positiven Exponenten haben 


will, r=— X (mod.ß) zu setzen. 


4. 


Satz. Bezeichnet r' ebenso wie r unbestimmt eine Wurzel 
der Gleichung @"—1=0, ferner R’ ebenso wie R unbestimmt 
eine Wurzel der Gleichung 1-0, so ist das Product 


fr, Rx fr, R]= [rr', RR) + Rf{r, RR] + R{r”r, RR] 
+ Röfrr, BR]+ + Te RR], 
Beweis. Führt man die Multiplikation von [r, R] mit den einzelnen 


Gliedern von [r', X] aus, so lässt sich das Product in folgender Form dar- 
stellen: 


| 2a 9 
[r, Rlr + RR (17°, R]r's" + R2R’2[r?” , R]r? F 
+ BRSR®, Bro 2... RI pP 


aBy—a 


Ai 
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Nimmt man sodann die ersten Glieder der einzelnen vorschriftsmässig 
entwickelten Teile zusammen, so ergiebt sich [rr’, RR]; sammelt man 
ebenso die zweiten Glieder, so entsteht Rir”r, RER] u. s. w., woraus man 
schliesslich die angegebene Form des Products erhält. 

Ferner geht durch blosse Vertauschung von r, R mit r’, R’ hervor, 
dass dasselbe Product auch unter folgende Form gesetzt werden kann: 


Ir, RR] + R’[rr*, RR] + R?[e 0”, RR + Re?) BRJ+:-- 
RAT RR. 


Hieraus folgt ferner, dass, wenn auch >”, r’”, ... unbestimmt Wurzeln 
der Gleichung <"— 1=0 sowie R”, R", ... unbestimmt Wurzeln der 
Gleichung a —1=0 sind, das Product aus den Functionen [r, R], [r', £’], 
[r", 2”), [r"”", R’”), ..., wie gross auch ihre Anzahl sein möge, gleich dem 
Aggregate ist: 

a le In" wir 


ak'' ak" 
y''? a BER Rrssch 

wenn man für %', k”, X", ... alle möglichen verschiedenen Combinationen 

der Zahlen 0, 1,2, 3,..., ßy—1 setzt, wodurch sich im Ganzen ß*"" "1 Glieder 

ergeben werden, wenn mit u. die Anzahl jener mit einander multiplicierten 

Functionen bezeichnet wird. 


>. 
Die Formel, durch welche wir im vorigen Artikel das Product aus be- 
liebig vielen Functionen dargestellt haben, ist allgemein und setzt keinen 


Zusammenhang zwischen den Wurzeln r, r’, r", vr’, ... oder zwischen den 
Wurzeln R, R’, R’, R’’, ... voraus. Ohne Mühe leitet man hieraus her 

r) ’ ’ ’ ’ 
dass, wenn die Wurzeln »’, r”’, r'”, ... als Potenzen von r, die Wurzeln 


R,R', R",...als Potenzen von R betrachtet werden dürfen, die einzelnen 
Teile des Products unter der Form R”[r”, R*] enthalten sein werden, wo 
der Exponent A für jeden einzelnen derselbe ist, nämlich R=RER'R"... 
Daher reduciert sich nach dem, was wir im Artikel.3 angegeben haben, 
ein solches Product auf die folgende Form: 


1244 2 RI+ Bi, Ra Be RI + BR]: 
BT 
wo die einzelnen Coefficienten A, B, B’, B’, B"',... von der Form sind: 
R+WR+HWRH WR... 4 URN 


und Ah, A’, W’, W", ... bestimmte ganze Zahlen bezeichnen. 

Der einfachste Fall ist dr, w r=er=r'=r"— ... sowie 
k=R=R'=R'=... gesetzt wird; dann geht unser Product über in 
die Potenz [r, R]‘, die somit stets auf die oben angegebene Form gebracht 
werden kann. 
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6. 


Setzt man daher A=ß, so wird die Potenz [r, R! folgende Form 
erhalten: 


ana Bl br Ep er 
—=4Ay +2, + Bd) + Br + Br 9°) 
—=Y. 


Wenn demnach nicht nur der Wert der Wurzel R (und daher auch 
die Werte der Coeffieienten A, B, B', ...), sondern auch die Werte der 
einzelnen Aggregate von ßy Gliedern (ßy, 1), (By, 9), ... als bekannt voraus- 
gesetzt werden, so wird der Wert von 9’ ohne Weiteres bekannt sein, so 


dass der Wert von [r, 2] mittelst der Formel yo gefunden werden kann. 
Dieser Ausdruck lässt ß verschiedene Werte zu, so dass es zweifelhaft 
erscheinen könnte, welchen man nehmen müsse; man zeigt aber leicht, dass 
dies völlig willkürlich ist, sobald R eine eigentliche Wurzel der Gleichung 
a2 —1-—=0 ist. Denn in diesem Falle sind offenbar jene ß Werte der 
Wurzelgrösse vi 

Ba 


5) 


da die ßten Potenzen dieser Functionen nach Artikel 3 unter einander 
gleich, sie selbst aber den ß verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
a —1—=0 proportional sind. Sobald aber nur die Aggregate von ßy Gliedern 
(By, D, (By, 9), ... bekannt sind, ist die Wurzel r selbst nur insoweit 
bestimmt, als sie in dem Complexe (ßy, 1) enthalten sein muss, und es 
bleibt willkürlich, welche wir aus diesem Complexe für x nehmen. Diese 


g2% 


Wurzeln aber sind r, 7”, r’ ,..., und daher können wir auch von den 
Functionen [r, R], 7, 2; 17° N, R], ... irgend eine für [r, R]J nehmen. 

Diese Schlüsse würden nicht gelten, wenn R nicht eine eigentliche 
Wurzel der Gleichung x2’—1=0 wäre. Denn nimmt man an, dass R eine 
eigentliche Wurzel der Gleichung 2 —1=0 sei, wo ß' ein Teiler von ß 
ist, so ergiebt sich leicht, dass 


aß’ +a 
’ 


(r,. 2])=[#",R, {r‘, ={r" BR)... 


wird und daher in dem Complex der ß Functionen [r, R], (1, Bis 
ae R] nur ß’ verschiedene vorkommen, also auch von den Werten des 


Ausdrucks vv nicht mehr als ß’ zulässig, die übrigen ß— ß’ aber zu ver- 
werfen sind. Man sieht aber leicht, dass man in diesem Falle nicht bis 
zur ßten Potenz der Function [r, R] aufzusteigen braucht, sondern dass 
schon die Potenz [r, R]® sich auf unsere Form 


BYrA+ BD + Bm + Mr 


reduciert. Wir erhalten daher [r, R] durch einen Ausdruck wie ys, undes 
ist gleichgültig, welchen Wert dieses Ausdrucks wir nehmen, 
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Ebenso wie [r, R] kann man auch die Funktionen [r, R2], [r, RP], . 
oder allgemein [r, R*] bestimmen; denn offenbar wird, wenn man annimmt, 
dass durch Substitution der Potenzen R2, R°,...., R* an Stelle von R in 
9 die Functionen 9”, 9”, ..., 9® entstehen, [r, R= [rn B’=%",... 
und allgemein [r, RI? — 9® sein, weshalb auch diese Functionen durch 


Wurzelgrössen dargestellt werden können, [r, R?2] = Mi 9’, u.s. w. Indessen 


ist es nicht zweckmässig, sich dieser Wurzelausdrücke zu bedienen, sobald 
irgend eine Grösse durch eine Function von [r, R], [r, R2],.... auszudrücken 
ist. Da nämlich die Werte der einzelnen nicht vollständig bestimmt sind, 
so würde es zweifelhaft bleiben, welche man unter einander combinieren 
könnte; offenbar aber ist dies keineswegs willkürlich; denn man sieht leicht, 
dass, sobald für [r, R] ein bestimmter Wert genommen wird, auch alle 
Functionen [r, R?], [r, R3],.... völlig bestimmte Werte erhalten müssen, die 
aber durch die Wurzelgrössen nicht angezeigt werden. Man hat daher diese 
zu verwerfen und andere Ausdrücke zu ermitteln, mit deren Hülfe [r, R2], 
[r, R®],... rational durch [r, R] und bekannte Grössen dargestellt werden, 
was wir leicht auf folgende Weise bewirken. 

Nach dem Satze des Artikels 4 und nach dem, was wir im Artikel 5 
dargelegt haben, lässt sich auch das Product [r, R*]x[r, R]°* auf eine 
solche Form 


MrA+ Bi, + Bir, + BB) ++ BT, g°T") 
bringen, wo A, B, B', B”,... rationale Functionen von R sein werden. 
Setzt man daher die Producte 

Rz = 

[r, 23 x [r, AP =" 

[r, 2 x [r, AP = 9" 
u.8. W., 


so werden auch 9”, 9"',9"",... rational angebbare Grössen und 

(\v 

r R? — ' . R 2 

[r, 2J= gr ln R] 

: va NL i 

[r 2I= gr ln, R] 
N rm 

[r, RJ= gr In RI 
usw. 


sein. Diese Ausdrücke stellen somit die Werte der Functionen [r, 2], 
[r, R?],... rational dar, wofern nicht [r, R] = 0 ist, in welchem Falle sie 
unbestimmt werden; wir können aber streng beweisen, dass niemals [r, R]= 0 
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werden kann, sooft wenigstens r eine von 1 verschiedene Wurzel bezeichnet, 
obwohl wir die Darlegung dieses Beweises, um nicht hier allzu weitläufig 
“zu werden, uns auf eine andere Gelegenheit vorbehalten müssen, 


8. 


Die Auseinandersetzungen des vorigen Artikels sind vorteilhaft, wenn 
die Aufgabe gestellt ist, von den Perioden von ßy Gliedern zu den Perioden 
von y Gliedern herabzusteigen. Denn man sieht leicht, dass man, wenn & 
eine eigentliche Wurzel bezeichnet, erhält: 


er )=R,D+ [r, 2] + [r, RP] + Kos 
+[r, A 

er =, DR RB + RT? nm RI+ RT", R])+ 
+ Rfr, R’"] 

Bud, + RR, RI+ RP, RI RP, RPJ+ 


Hal 
MESIEWE 


Wenn hier für die einzelnen [r, R], [r, R2], .... die Wurzelausdrücke 


vY, vi " ... genommen würden, so würde der Wert einer jeden Reihe 
unter pB=1 Werten zweifelhaft sein, während er doch, wenn man die ratio- 
nalen Ausdrücke für [r, R2],... nimmt, keiner andern Zweideutigkeit unter- 
worfen ist, als derjenigen, welche der Natur der Sache nach unvermeidlich 


ist. Diese Bemerkung scheint der Aufmerksamkeit Lagrange’s entgangen. 


zu sein, der unsere in den „Arithmetischen Untersuchungen“ Artikel 360 
angeführte Methode, bei der wir nicht ohne Vorbedacht mit Übergehung von 
Wurzelausdrücken nur rationale Ausdrücke angegeben hatten, vereinfacht zu 
haben glaubte, während er jene für diese substituierte. (Traite de la resolu- 
tion numerique des equations; edition 2ime, page 311.) 

Ferner dürfte es kaum nötig sein, darauf hinzuweisen, dass, sobald die 
Werte der Perioden (y, 1), (y, 9°), ... oder nur einer von ihnen ermittelt 
sind, die Werte aller übrigen Perioden von  Gliedern rational daraus hergeleitet 
werden können. Mithin erfordert das Absteigen von Perioden mit ßy Gliedern 
auf Perioden von yGliedern die Auflösung der Gleichungen al, "=, 
und alle übrigen Operationen werden rational ausgeführt. 


9%, 


Alles dies war fast auf dieselbe Weise in den „Arithmetischen Unter- 
suchungen“ behandelt worden; einiges aber war dort mit Unterdrückung des 
Beweises, den hier nachzutragen nicht unangebracht sein dürfte, mitgeteilt 
worden. Wir haben daselbst behauptet, dass die Entwicklung des 


Be 
Wertes der Wurzelgrösse YV', welche, wenigstens wenn V eine imaginäre 
Grösse ist, die Teilung sowohl eines Verhältnisses als auch eines Winkels 


TER SE, 7 Te en 


& ; ® 
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in ß Teile zu erfordern scheint, nur von der letzteren abhängt und 
die erstere immer auf die Ausziehung einer einzigen Quadrat- 
wurzel reduciert werden kann. Dies beweisen wir folgender- 
maassen. 

Bezeichnet man wie oben die imaginäre Grösse y-ı mit ö und setzt 


man d— P-+-iQ ‘und irgend einen Wert des Ausdrucks VV=p + iq, so 
dass P, Q,p,q reell sind, so ist bekanntlich, wenn die positiven Grössen 
E,e und die Winkel F, f so bestimmt werden, dass 


P=EcosF, Q=EsinF, p=ecosf, q=esinf 
ist, 
e= VE 
und f gleich irgend einem der Winkel: 


ae gr + 360°), Zr + OD. 3(F+ (B — 1)360°). 


Es wird daher / durch die Teilung des Winkels F’ in ß Teile bestimmt 


werden, der Ausziehung der Wurzel VE aber können wir in folgender Weise 


aus dem Wege gehen. Jedes Product r"R“ hat seinen reellen Teil gemein- 
schaftlich mit r*R*, die imaginären Teile aber, welche den Factor ö 
enthalten, sind in diesen Producten gleich aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen. Hieraus folgt unmittelbar: 


[, RJ=p—ig=e(cosf—isinf) 
und daher: 
[r, Rx [rt, RI] = 2. 


Jenes Product wird aber nach dem Satze des Artikels 4: 


=[1,1]+ RT}, 1] + Ri, Ihe u + RM Feen 1] 
= HR’ D+Rm Dre + RN), 


welche Grösse bestimmbar ist, wenn R und alle Perioden von ßy Gliedern 
als bekannt vorausgesetzt werden. Die Bestimmung von e erfordert also 
nur die Ausziehung einer Quadratwurzel. 

In dem speciellen Falle, wo @—=1 ist, sind die einzelnen Perioden 
(By, 9’— 1), (By, 0 1), .. .. offenbar gleihr +? Hr? rt! +... Hr! 
und daher: 


e=N+(RB+R+R+.. + der Hr tr... Hr) 
=hy+l=n, 


wenn man annimmt, dass r und R von 1 verschiedene Wurzeln darstellen, 


und somit stets e— yn („Arithmetische Untersuchungen‘ Artikel 360 am Ende, 
vgl. oben S. 437). 
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10. 


Bisher haben wir unsere Untersuchung in grösster Allgemeinheit geführt, 
so dass sie beliebige Werte der Zahlen «, ß, y umfasst; von jetzt aber werden 
wir zu dem specielleren Falle, wo a=1 ist, und der uns den Weg zu den 
fruchtbarsten und elegantesten Untersuchungen bahnen wird, übergehen. 
Es stelle daher das Zeichen [r, R] die Function dar: 


b} 


y+ Rr’+ Ra’ + RB’... 4 Be 

wo n eine Primzahl, r unbestimmt eine Wurzel der Gleichung «— 1—=0 
(die Wurzel 1 nicht ausgenommen), R unbestimmt eine Wurzel der Gleichung 
2’ —1—=0 ist; hierin bezeichnet ß einen gegebenen Teiler von n—1, 
endlich g eine ganze Zahl, welche eine bestimmte primitive Wurzel für 
den Modul » ist. Ferner setzen wir der Kürze halber 


i+tr 4 H4n 4-4) 
ITRER+ Br. - ER’ =R 


woraus hervorgeht, dass s=n wird für r=1 und =0 für jeden andern 
Wert von r, und ebenso S=»—1für R=1, aber $=0 für jeden andern 
Wert von R. 

Nach Artikel 3 haben wir somit: 


1, R]= 8, In 1 se 15 
ferner für jeden durch » nicht teilbaren ganzen Wert von m: 


er, R] SER BD, R], 
oder allgemeiner: 
[7", RM ] en RH ind. m [r, 7, 


wo ind. m der Exponent einer nach dem Modul » zu m congruenten Potenz 
der Zahl g ist. Wendet man diese Transformation auf das an, was wir im 
Artikel 5 dargelegt haben, so folgt, dass das Product aus zwei oder mehr 
solchen Factoren wie [r”, R”] auf die Form sich reduciert; 


AI, R'] + Bf[r, R], 


wo A und B rationale Functionen von R mit ganzzahligen Coefficienten 
sind und A das Aggregat aller Werte von H ist. Von grosser Wichtigkeit 
wird es sein, derartige Transformationen auf einen einfachen Algorithmus 
zurückzuführen, zu welchem Zwecke wir insbesondere die Natur des 
Products aus zwei Functionen näher betrachten müssen. 


11, 
Das Product [r, RP] x [r, X] wird nach dem Satze des Artikels 4 gleich 
[?2, A”) bin er, 2] u Br , el RAR" [79° EL nel as 


+ RR DR" er RP] 
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Unter den n—1 Exponenten , 9+1,® +1, $®-+1,..., 9"? +1 
kommt nur einer vor, der durch » teilbar ist, nämlich 9°”) +1; das 
entsprechende Glied unseres Aggregates wird also sein: 


ARD Fi. Ar] ; 


dieses Glied ist gleich 0, sobald AR**” nicht gleich 1 ist, und gleich 
Rn DRM +m—1) für RP*’—=1. Die übrigen Teile unseres 
Aggregates, deren Summe wir gleich @ setzen, werden in folgender Weise 
transformiert: 
[r2, Nas ANA REM, RP» 

R" Pr, RN — Re) ind. GEN, ld 

RR?» ne, Rt” — RP (p4v)ind. HL, RP] 

Rr Be, RFr PN ee (»+w) ind. (g’°+1) [r, RP 

u. 8. w. 
Hieraus folgt: 


L O8 [r, RM > IR" ind. z — ("-+v) ind. +), 


wenn für x der Reihe nach die Werte 1, g, D 9", ur Do den einen 
gr ausgenommen, substituiert werden, oder, was dasselbe ist, wenn für 
x die Werte 1,2, 3,4, ..., n— 2 substituiert werden, da diese Werte jenen 
(wenn auch in anderer Reihenfolge) nach dem Modul rn congruent sind. 

Nehmen wir an, dass die ganze Zahl y zu x nach dem Modul n 
reciprok d. h. so bestimmt sei, dass @y=1 (mod. n) ist, so wird 
ind. <= — ind.y (mod. » — 1) und 


ind. @ +1) + ind. y=ind. (ay + y) =ind. (1 + %Y) (mod.n — 1). 


Daher wird 


pind. 2 — (p + v)ind. (@ + D)=—pind.y—(p + v{ ind. (y+1) — ind. y) 
=yind.y— (pe + v)ind..(y+]). 


Demnach ist auch, da die zu 1,2,3,...., a— 2 reciproken Zahlen mit 
diesen, nur in anderer Reihenfolge genommen, übereinstimmen. 


I. Or [r, Be Sn) ind. y— (u-Hv) ind. wrn, 


wenn man für y der Reihe nach die Zahlen 1, 2,3,..., na— 2 substituiert. 
Ebencieselbe Formel geht unmittelbar aus I, hervor, da offenbar die Zahlen 
f, v unter einander vertauscht werden können. 

Nimmt man endlich an, dass die ganze Zahl z zux--1 nach dem 
Modul » reeiprok oder zz +2=1 (mod. n) sei, so ist: 


ind. (1 — 2)=ind. « + ind. 2 (mod.n — 1), 
ind. («+ 1)=—-ind.2 (mod.n — 1), 
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und daher: 


nind.x— (pn + v)ind. («+ 1)=gl[ind. (1 — 2) — ind. 2] + (p + v)ind. 2 
= wind. (1 —2)-+-vind.z. 


Wir erhalten somit, da, wenn & die Werte 1, 2, 3, ..., n—2 durch- 
läuft, die Zahl 2 die Werte 2, 3,4, ..,„ n—1 durchlaufen muss (wenn 
auch in anderer Reihenfolge), den dritten Ausdruck: 

III. 0. [r, AN > IR* ind. 1—2)-+v Be 
wenn wir der Reihe nach für 2 die Werte 2, 3, 4, ..., n—1 setzen, oder 
wenn man lieber will: 
0 [r BF” > IR" ind. (n+1—2)-+v ind.z 
p) 
aa [r Re] > IR" ind.2+v ind. (n+1—:) 
? . 


Da man ind. (.1—2)=%(n— 1) -+ind.(@— 1) hat, so kann man unser 
Product auch so darstellen: 
[r, RP] x [r, R’] ER RL Rd RP] a [r, RR] > IR" ind.(@—1)-+v ) 
a RTL, RA] a Ir, Re») > IR" ind.z+v Rurmu), 


wo stets die für 2 zu substituierenden Werte 2, 3, 4, ..., na —1 sind. 
Übrigens kann man in allen diesen Formeln für die Zahlen 


pw ind.x — (p + v)ind.(x +1), vind.y— (+ wind. (y+1), 
pind.(1— 2) + vind.z, u. S. w. 


offenbar ihre kleinsten Reste nach dem Modul ß substituieren. 
Wenn » +v==0 (mod. ß) ist, so ist 


fr, R]x[{r, P]=(n— Da Brei ee 
x (1 SE R’+ Re» = BR" En Ra _ RIP-DR), 


12. 
Das Product [1, RP] x [r, R’] wird nach dem Satze des Artikels 4: 


er [r, Be] an RB [r, 2 ar R’r [r, | N RD [r, RP 
=, RP SAHRH+ RR... 4Re 


” 6 dm. 


Hiernach lässt sich das Product [1, R"]>x[1, R’] entwickeln in 


ee [r, bau DZ 


| i 5 En 
a RPISAHR RR. +4 RB-VR), 
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Nunmehr kann man ohne Mühe allgemein das Produet[r”, A] [r”, R"] 
ermitteln; denn da [r”, RP] — R+"emL, Re] für einen durch » nicht 
teilbaren Wert von m und —[I, RP] für einen durch » teilbaren Wert von 
m ‚wird, und da eine ähnliche Transformation für den andern Factor 
[r", RP] gilt, so reduciert sich die Multiplikation entweder auf die Aufgabe 
des vorigen Artikels oder auf diejenigen Fälle, die wir im gegenwärtigen 
Artikel betrachtet haben, 

L3, 


Nachdem wir gezeigt haben, wie man das Product aus zwei Factoren 
entwickelt, wird die Entwickfung eines Products aus mehreren Factoren 
keiner Schwierigkeit unterliegen. Ist das Product [r, Rx [r, R’] auf die 
Form A[1, RY*’J-+ Bfr, RP*’] gebracht, so ist klar, dass, wenn ein dritter 
Factor [v, R"] hinzutritt, das Product = C[I, RUF) Div, AH] 
werden wird, wenn man setzt: 


a a ee 
und 
O—Re 


D=Ba+ AH RP RP... 4 Re De) 


Hiernach kann [r, R]' leicht auf die Form A[1, R’J-+ Bf[r, R°] gebracht 
werden. 

Beispielshalber wollen wir die Potenzen der Function [r, 2] für» = 11, 
ß=5 entwickeln, wobei wir 9=2 setzen. Hiernach entsprechen 


den Zahlen: 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10, 
die Indioes: 0, 1, 8,249, 73,6 5 


Wir haben daher zur Entwicklung des Quadrats [”, 2]? nach Formel I im 
Artikel 11: 

k=lv-1 

Werte von x . a k 1, 219.43 BG, 

a U MA BRoDileanss. ad ran 

Ce a Da 2. 16 2 

3. .0, 1 


u en 0 10,0 
Kl. Rest von ind. — 2 ind. (+ 1) (mod. 5) 


>, A OT, 


woraus wir erhalten: 
2=[r, R]Xx|2-+4R+ R’+ 2Rt} 
und 
1) [r, RP=[1, R2]+[r, R]x {2 H4R-+ RB + 2Re\, 


Ebenderselbe Ausdruck ergiebt sich aus Formel III des Artikels 11, 
nämlich: 


Werte von 2. 2.9. 4.8.64.2..8..% 10, 
ind.z VEN I RN a a ya a 
2 
Kl. Rest von ind.2 + ind. (n-+1—2) (mod.5) 1. 4.0.1.3.1.041. 


Gauss. 41 
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Auf ganz analoge Weise findet man: 
9) [r, R]>x [r, Rl=[1, RJ+[r, RJx\2 + R+4R+ 2R3} 
3) [r, RJx[r, RJ=[1, R]+ [, Rx |2+4R+R+ IR. 
Endlich wird: 
4) fr, R]x[r, J=[1, 1 +, 1x \1+2R+2R+2R+ 2R*). 
Multiplieiert man die Gleichung 1) mit [r, R] und substituiert man für 
[r, R?]x [r, R] seinen Wert aus 2) sowie ferner 
11, R2]x[{r, RJ= [r, RJx|2+2R+2R®+2R’+ art, 
so leitet man hieraus die Gleichung her: 
fr, RP=[1, 83)x[2-H4R-+ R’ + 2R%} 
+ [r, RB] x [12 -+ 22R + 18R? + 24R° + 15R*} 
und ebenso: 
(r, Rt =[1, Rx [12 + 22R + 18R? + AR°+ 15Rt} 
+ [r, Rx {164 + 170R + 05R? + 180R°’ + 190 Rt} 
fr, RP=[1,1] x [164 + 170R + 205R? + 180R° + 190 Rt 
+[{r,1] x {1836 + 1830R + 1795R? + 1820R? + 1810R%! 
— 1640 + 1700R + 2050.R? + 1800R3 + 1900.Rt 
+ (1836 + 1830R + 1795R2 + 1820R° + 1810R}) (s— 1) 


— 91855 — 989 — (6R + 4LR? + 16R? + 26R')s 
+ 66R + 451R? + 176R3 + 286.Rt. 


14. 

Die Rechnung, welche im Vorhergehenden in der Weise durchgeführt 
ist, dass sie auf alle Werte von r und R ausgedehnt werden kann, lässt 
sich beträchtlich zusammenziehen, wenn wir R gleich von Anfang an als 

eigentliche Wurzel der Gleichung a 1= 0 betrachten. Unter dieser Vor- 

aussetzung reduciert sich das Product [r, R*]>[r, R’] auf die Form 
Bf[r, R"*”], sobald p + v durch ß nicht teilbar ist. Ist aber » + v durch 
8 teilbar, so wird jenes Product gleich (n — RR [r, 1]2R° ind.” wenn 
man für ind.x alle Werte 0, 1,2,3, ..., a— 2 mit Ausnahme von Be 
substituiert. Hieraus folgt leicht (wenn p. und somit auch v durch ß nicht 
teilbar ist), dass in diesem Falle ist: 


(n, Rx fr, RJ= Ren 1, 1])} 
und daher = 0 für r=1 und — nR’®"V® für jeden andern Wert von r. 


f u a, - 
Da ferner RrPMr— +1 oder =—1 wird, je nachdem Be eine ge- 


rade oder ungerade Zahl ist, so wird unser Product im ersteren Falle =n, 
im letzteren = —.n. 
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Ferner folgt hieraus, dass man 


[r, RP= 4" [r, R2] 
[r, R2] > [r, R] = 4" [v, 3] 
[r, BR] > {r, BR] = 4" [r, R4] 


[,. BT’ [2 = AP, A 
setzen kann, wodurch man erhält: 


[r, RP = 4'[r, R?] 
[r, RP = 4'4"[r, RP] 
m RR AN Are Bi 
WR, \W. 
endlich: 


[r, RP—= nA ara"... 0-2, 


; & i N — 
wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 


1 
B 
gerade oder ungerade ist. 


Hieraus geht also hervor, dass, nachdem der Wert von [r, 2] gefunden 
ist, die übrigen Functionen 


. 912 3 
=, m, ... 

hier viel leichter bestimmt werden können, als in denjenigen Fällen, wo « 
nicht gleich 1 ist, worauf wir schon in den „Arithmetischen Untersuchungen“ 
(Artikel 360, III vgl. oben S, 437) hingewiesen haben. Durch eine ein- 
gehendere Betrachtung der Natur der Functionen 4A’, A", .... lassen sich 
diese Operationen noch mehr vereinfachen. 


15. 

Im Artikel 9 haben wir gezeigt, dass der Wert der Function [r, 2] 
auf die Form yn (cosf-+-isinf) gebracht werden kann, und auf dieselbe 
Weise werden sich die Functionen [r, R2], [2%] u. s. w. bis zu [», AP 
auf eine ähnliche Form bringen lassen. Setzen wir: 

[r, R] = yYn (cosf' +isinf') 
[r, R]= yYn (cosf" +isinf”) 
[r, RP] = yn (cosf""-+isinf””) 


U. 8. W,, 
so wird: 


4' = yYn[eos(2f— f") + isin(2f’— f")] 

4" = Yn[es(f' + ff") +isin(f'+ f’— fr”) 
‚A"— ynles(’+ f"—f"") +isin(f+ P"— 
u. S, W. 

4,® 
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Bringt man die Funetionen 4’, A”, 4’",... auf die Formen 
A’ =a’ (cosb’ + sind‘) 
A" = a” (cosb"”’ + i sind”) 
A'— a" (cosb"’+ % sinb’”) 
u. 8. W., 


und zwar so, dass alle a’, @’,a”',... positiv sind, so ergiebt sich hieraus, dass 
a— ae Hz... 2e yn 
1 n-2 
5o+ D"’+ DR sch A% )) 


; n—|1 
ist, wenn 6 gerade, oder 


1 ABl 
da D’+ Det BRAUNER ) 


N i 
wenn - ungerade ist, und sodann 


B 

[r, R] = yYnleosf'+ i sinf’) 

[r, RJ = yn (eos(2f’— d’) + i sin (2f’— v)) 

[r, RP] = yn(cos@f— V— d”) + i sin (af — V’— v”)) 
USW: 


Endlich ist nach den Formeln des Artikels 8: 


RR 1 n | 
(By r  fonsr + sap 0) + sad) + 
+ cos((B — 1)f -b—b"’—V"— +... — >) 


iyn 
B 


[sinf’+ sin@f’— dv) + sin @f— U —d")++:- 
+ sin ((B E yf— He DSB Sat 02) } 


—- 


: ; : ml (NR 1 
und ebenso ergeben sich die Werte der Functionen en) ar 9) 


n—|1 el nz ' 360°% 
se 9) ..., wenn man in dieser Formel für f’ respective f’ — > 
360°% 360°% ei : 860°%. 2.9008 

'—2 U je . substituiert, wobei = cos os +isin ee 


'& B? ze Be 
vorausgesetzt ist. 
16. 


Eine neue Vereinfachung leitet man aus folgender Bemerkung her. Da 
nach Artikel 14 


+ [r, Rx [r, RJ= [r, 2] x fr, R9J= +6, 2], RI —-n 


ist, wo (im ersten, dritten, u. s. w. Produete) das obere oder untere Zeichen 
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ei \ : 
-—— gerade oder ungerade ist, so muss sein: 


B 


SE N 
zu nehmen ist, je nachdem — 


im ersteren Falle: 


cos(f’+ =») = cos(f"+ 9) =:.609(4 -+ A il 
im letzteren Falle: 
2 er a Ka a a) a a ea 
und in beiden Fällen: 
in (Hm sin I N 
Daher kann man setzen: 
Be renPalle: fr 9 —p, fe m, fe m). 
im letzteren Falle: frz 180° — He BR 9_ 180°—f"", ED 1800 
Hieraus aber folgt, dass 
im ersteren Falle 
Bay Re 
AP — Ar, ATI Au Bl as dt nn 
im letzteren Falle aber 
er— y 180, FI 180, AH" 180°, ... 
4A®-2 — —A', 4P- I ERE A, 4®- al = dt 
ist, so dass die Anzahl der Functionen A’, A”, A’”,... sich auf die Hälfte 
reduciert. Hieraus folgt ferner, dass 
im ersteren Falle: 
3(20+ ++ le) 
(E )= = 14 (Bons p+ 2os ap b)+2cosßf—b'—b")+ :: 
+205( (43-1) N „b-2) 4 cos (Bf —b —V'—- Br 


(wo das letzte Glied offenbar = cos 0 —=1 ist), oder 
f= 3 (254 +... +23) +HQ e-)) 
(e, 1)=—;+ “mn [20007 + 2cos(2f’— 5b") + 2cos af’ —b’—V')-+:- 


+2 00 (40-1)f— We ‚00 


ist, je nachdem ß gerade oder ungerade ist, und 
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im letzteren Falle: 


1 \ 
ion BR 3 (2b’ + Sr on DIACLE 2 


© il "|, ’ 72 ’ [7 ‚m 

| == + Be cos (2f’— b)-+2cos (Af’— b’ — b"— b ) +: 
2 ne, ni 09) + ospf uU" — u 
+ [2sinr+ 2sin (3 ’— b’—b’)+-:-+2 2sin (3 3 — N)f-— Mor 


_,4B-9\1 
) 


oder 


-,@ a 1809) 


n—1 
0. .- | 2008 (a — By + 2cos(df u u). 


B 
+ 200 ((48 — 1)f- V-W'—...— in 
aut ins + 2 Dt 2sin (48 -Df-0eb 
= jun + sin &; Snpnmern a) 


je nachdem 4ß gerade oder ungerade ist. Von den übrigen Perioden von 
se ; 2 i 
u Gliedern gilt dasselbe, was wir oben angemerkt haben. Allgemein 
schliesst man also hieraus, dass zur Bestimmung dieser Perioden die Teilung 
des ganzen Kreises in ß Teile, von welcher die Construction der Winkel 


b’,b”,b’"”,...rational abhängt, ferner die Teilung des Winkels ’+ "+" + 
.in ß Teile, endlich die Ausziehung der Quadratwurzel yn erforderlich 


ist. Wenn nun sogleich B=$(n — 1) gesetzt wird, so fallen jene Perioden 


860. 2..800°. 960% 
offenbar mit den doppelten Cosinus der Winkel a 2 MR = Au 2 


° 


360 ; ; 5 \ j 
ln — a zusammen, so dass die Teilung des Kreises in » Teile ab- 


hängt von der Teilung des ganzen Kreises in 4(n — 1) Teile, von der Tei- 
lung eines Winkels, welcher nach Ausführung jener Teilung construiert 


werden kann, in $(»— 1) Teile und von der Wurzelgrösse yn. Wenn 


° 


; : ; 360 ; 
man bis zu dem Sinus der Winkel nn ... fortgehen soll, so ist noch 


eine Operation mehr erforderlich, 
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17) 
Wir nehmen zur besseren Erläuterung das Beispiel des Artikels 13 


wieder auf, wo wir fanden: 


A=A"—9+4R+ R+2R= 2R—2R— M 
A’—=2+ R+4R+2R=— R+2R?— 2M. 


Nimmt man für R den Wert c0s72° + i sin 72°, so ist: 


A'=4A"—= 2 003572° — 3 cos144° +i(2sin72°— sin144°) 
A’ = — 3 00872? + 2 cos144° +i( sin72° + 2 sin144°). 


Es werden daher die Winkel 5’, D’,... durch die Gleichungen bestimmt 


werden: 
u) sind’ = n en 
11 

2 a Or SO 
yıl 

3) tangb' = 2sin72° — sin144° 

| 2 c0872° — 3 cos 144° 

4) sind" — „sin72° + 2sin 144° 
yı 

5) PN d 00872°+ 2cos144° 
yıl 

sin72° + 2 sin144° 
6) ka" BlBT on, Bein LET 


Jede der Gleichungen 1, 2, 3 genügt zur Bestimmung des Winkels D', 
wenn der Quadrant, in welchem er zu nehmen ist, bekannt ist; dieser wird 
aus den Vorzeichen der Grössen 2 sin 72°? — sin144°, 2c0s72° — 3 cos144° 
entschieden werden müssen; dasselbe gilt vom Winkel D’”. 

In unserm Falle wird b’ zwischen O0 und 90°, 5b" zwischen 90° und 
180° genommen werden. Wenn Zähler und Nenner der Gleichung 3) mit 
— 3 c0872° +2 cos144° multipliciert werden, so geht sie über in die 
folgende: 


|» 


tang’= —— | — sin72° + 13 sin 144°} 


os 
- 


und ebenso geht aus Gleichung 6), wenn Zähler und Nenner mit 
2 c0s72° — 3 cos144° multiplieciert werden, die folgende Gleichung hervor: 


(2 2 n o = ° 
tang b =71+ 13 sin72° — sin 144 1. 
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Hieraus ergeben sich die numerischen Werte: 


tangd’ — + 0,4316226944, logtangd’ —=9,6351042715, db’ —= 23°20'46”. 04603 
tangb’—= — 0,8355819332, logtangd’—9,9219890411n, b’—=140° 7’ 6". 52441, 
woraus folgt: 

öf'—= 186°48'38”. 61647, f’—= 37°21'43”. 723294. 


Wir erhalten daher: 


vll 
2Q,1)=-— Ren vi | 2c0s 37°21'43”. 723294 +2 cos 51°22’41”, 400558 | 
1 yıı 2 DOOROL ra MIJ9cC IT 
2)=— 5 +52 608325°21’43”. 723294 + 2 008267°2241”. 400558) | 
| 
iu \ | 
2,)=— ++ 2 c05253°21’43". 723294 + 2 cos123°22’41”, 400558) 
00 
I 
2,9) =— 5 +2 008181°21'43”. 723294 + 2 c0s339°22'41”. 400558] | 
is syll | | 
2,5)=— 5 + 512 008 109°21’43”. 723294 + 2 cos 195°22741”. 400558} 


und hieraus findet man: 


360° 
(2, 1) = + 1,6825070652 — 2 cos “ 

(2, )= + 0,830829 = 2005-7 j 

il LA 

(2 Ay —=2c08 11 N 

| 2880° ; 

[4 ar — ) 5 

Bo) 608 7 | 

1800° | 

(2,5) = = 2008 ar } 

1 

18. : 


Ein anderes Beispiel liefert uns die Gleichung &” —1=0, die wir 
nach einer andern Methode schon in den „Arithmetischen: Untersuchungen“ 
behandelt haben. Wir setzen also» = 17, ß=8,9=3. Daher entsprechen 


Ben Zahlen: 1.12. 3. 4.5, 6. °7...8 9.10.14, 192.13. .14:123.38 
de Indices: 0.12 1.129. 10 11.10 2:0. 1e1e 4.9 6% 8 F 
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Hieraus finden wir: 
A'—= A'""—# H>2R+2R+ * +3Rt+4R° + 2R6 + 2R! 
AeAl "IHR + + R+ R+3RP +44 Kl 
A"—=A"" =3 +3R+2R3R34+ * + RB +2R°+ MR 


oder, da in diesem Falle -+1=0 ist: 


A N ANEN — Pac, 3 ee: OR BR 2R>3 
A = U AR — 1 Br 4.R2 
ANZ AN 32004 28 


Setzt man daher R — c0s45° + i sin45°, so wird: 
d=4""—=-—3—% v2 AA la, Al An aa Uy2. 


Man findet daher die Grössen 0’, d’, d"’ durch die Gleichungen: 


sin bD-— sin V’ = — ir sin D’=-+ in 
9 “pn So 
cs b’= — > co b"= + En cs "= + N 
8 ZU 
tangb=+ in. tangb"’—= — 4, tangb"'—= + Y> 
und aus diesen ergiebt sich: 


b’= 223°18'49", b’— 284°2'10", 6’’— 43°18'49"—= b’— 180°. 
4f'= 550°39'48", f = 137°39'57. 


un 


1 17 

(2, D=— an F—%cos 137°39'57’+2cos 52°1'5’+2008260°38’ 52’ 1} 
1: vn 

2% )=— 3 -+g7[2c0s 92°3957” +2 008322175” +2 c08130°38'52’—1] 
1 u 

(2, 5 ee —[2cos 47°39'57"'--2c08232°1’5”’ + 2003 355°38’5%' +1} 
1 yı ıEM K: AYaTCı IRQ 

2, 10)= — or 12008 2°39'57” + 2c0s8 142°1’5” + 2.008220°38'52—1 N 
I. age 

(2, 2) --; og 2c08317°39’57’+2cos 52°1’5”’+2cos 85°38’52 2’+1} 

| ol yar,, 

2, = — 3 +5 12008 272°39'57’+2c0s322°1’5"+2c08310°38’52’— 1} 
1 v1, 

(2,15) = — abe 12008227 1°39'57’+ 2 cos 232°1'°5”’+ 2 cos 175°38’ 52” +1} 
Ley 

21)=-5+7 {2008 182°39'57’ + 2008142°1’5”+2cos 40°38’52’—1) 
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1 4 

502, 1)= + 0,092268 = 6087 360° 

1 : RER 

3% ))= = 008 7 360 

1 2 

ee) En Balz Ger ein o 

9 EI — 608 17 360 

1 ER 

3 (2,10) = — 008 7 360 

1 < 1029 1 Ro 

3% 13) = + 0,9247 = C08 7 360 

1 

5 (2, )= = 0087 360 
% N 

1. 6) 

5% 1I9)= = 008 7 360° 

1 REN 

D (2, 11) — 008 77 360 . 

* * 
* 


Von diesen allgemeineren Untersuchungen über die Functionen [r, A], 
welche die zweite in den „Arithmetischen Untersuchungen“ Artikel 360 (vgl. 
oben 8. 434) begonnene Theorie der reinen Gleichungen in helleres Licht 
setzen und erweitern, gehen wir zur genaueren Betrachtung gewisser 
specieller Fälle über (wenn nämlich für ß bestimmte Werte genommen 
werden); es ergeben sich hieraus mehrere nicht minder fruchtbare wie 
elegante Erörterungen, von denen einige allerdings schon in den „Arith- 
metischen Untersuchungen“, aber nach einer anderen Methode behandelt 
worden, andere aber als völlig neu zu betrachten sind. Die Entwicklung 
des wunderbaren Zusammenhanges aber zwischen diesen Untersuchungen 
und der höheren Arithmetik, welche dadurch sehr bedeutende und bisher 
unvermutete Erweiterungen erfahren hat, behalten wir uns für eine demnächst 
zu veröffentlichende Abhandlung vor. — Übrigens werden wir in der ganzen 
folgenden Untersuchung annehmen, dass für r eine eigentliche Wurzel der 
Gleichung «"— 1=0 und für R eine eigentliche Wurzel der Gleichung 
R_1=0 genommen wird. 


19; 


Wir beginnen mit dem Werte ß=2, wo also für Z der Wert —1 zu 
nehmen ist. Unsere Function [r, 2] wird daher: 


n—2 


2 3 
=r. - ! I! —rf +... ff 


und man hat: 


rn Rl=— [,2l=+ [r", Rile=— (7, Rl=--- 
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und allgemein, wenn X eine beliebige durch » nicht teilbare ganze Zahl 
bezeichnet: 


r, R]=-+[r, R], wenn A quadratischer Rest von n 
(r*, R]=— [r, R], wenn A quadratischer Nichtrest von » ist. 


Ferner werden offenbar, wenn die unter den Zahlen 1, 2,3, ....,» —1 
enthaltenen quadratischen Reste von » unbestimmt mit @« und die Nicht- 
reste von » innerhalb desselben Intervails mit 5b bezeichnet werden, die 
Zahlen 

as wen. 
wenn man auf die Reihenfolge keine Rücksicht nimmt, nach dem Modul » 
den Zahlen a und ebenso die Zahlen 


92 


US SR N Le 


& b & 
den Zahlen d congruent sein, so dass [r, A] = r" — Zr’ wird. 


opno 


Wenn wir daher —=o und r= cosko + isinkw setzen, so wird: 


[r, R] = Zcosakw — Lcosbkw + ifsinako — i&sinbkw. 


Nun ist nach Artikel 14 das Quadrat der Function [r, R] gleich + n 
oder gleich — n, je nachdem » von der Form 42-+1 oder 44—1 ist, und 
daher ist in dem ersteren Falle [r, R]==+yn, in dem letzteren [r, R]= +iyn, 
das der Wurzelgrösse vorgesetzte Vorzeichen aber bleibt zweifelhaft. Hieraus 
ergeben sich die folgenden Summationen: 

I. Wenn » von der Form 42 —+1 ist: 


Fcosakw — Fcosbku = + yn 
Isinako — Isinbkw —= (0. 


II. Wenn » von der Form 42 — 1 ist: 


cos aka — Lcosbkw = 0 
Zsinako — Isindko = + yn. 


Ferner wird, da offenbar der ganze Complex der Zahlen a, db mit den 
Zahlen 1, 2,3, ..., n— 1 übereinstimmt, 


+ -er+trt tr +. He. 
und somit: 
Zcosakw + Zcosbku = — 1 


Isinakw + Isindbko — 0. 


Hiernach ergeben sich aus den vorigen Summationen die folgenden: 
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I. Für den ersten Fall: 


:cosav = — y+% yYn 
SUR BAR — 
=C0S bkw RE z- 4 V % 


Isinako = Isinbkw — (0, 
II. Für den zweiten Fall: 


2 cosako = %cosbio — —4 
2sinako = ty yn 
:sinbko =} yn. 


Diese Summationen sind nach einer nicht sehr verschiedenen Methode 
schon in den „Arithmetischen Untersuchungen“ Artikel 356 (vgl. oben 8.425) 
ermittelt worden; zwar vermag keine von beiden Methoden die Zweideutig- 
keit des der Wurzelgrösse vorzusetzenden Zeichens zu beseitigen, doch haben 
wir diese Lücke neulich in einer besonderen Abhandlung ausgefüllt, wo wir 
bewiesen haben, dass für =]1 in allen angegebenen Formeln die oberen 
Vorzeichen genommen werden müssen. 


Beweis einiger Sätze über die Perioden der 
Klassen der binären Formen zweiten Grades. 


Satz I. Die Anzahl der (eigentlich primitiven) Klassen mit 
derselben Determinante, welche zur Pten Potenz erhoben, wo P 
entweder eine Primzahl oder die Potenz einer Primzahl gleich 
p" ist, die Hauptklasse K hervorbringen, ist entweder gleich 1 
oder gleich einer Potenz derselben Primzahl ». 

Beweis, Es sei (0) die vollständige Gruppe aller in Rede stehenden 
Klassen und » ihre Anzahl. Da die Hauptklasse X notwendig in (2) 
enthalten ist, so ist der Satz evident, wenn sie allein darin vorkommt. 
Kommen aber noch andere darin vor, so wird die Anzahl der in der Periode 
einer jeden enthaltenen Klassen eine Potenz von p sein. Es sei A eine 
von ihnen und es werde vorausgesetzt, dass ihre Periode (W) p” Klassen 
enthalte, welche alle in (2) enthalten sein werden. Wenn nun die Klassen 
dieser Periode (W) den Complex (2) erschöpfen, so hat man p—=n, und 

der Satz wird bewiesen sein; wenn nicht, so sei B eine beliebige nicht in 
(U) enthaltene Klasse von (0), und man nehme an, dass ihre Periode 
entwickelt sei, bis man zu einer Klasse bB gelangt, welche gleichzeitig 
unter den Klassen von (WU) vorkommt, was notwendig eintreten muss, da 
wenigstens die Hauptklasse dieser Periode und der Periode (X) gemein- 
schaftlich ist. Setzt man nun voraus, dass DB die erste Klasse in der 
Periode B ist, welche auch in (X) vorkommt, oder dass b so klein wie 
möglich ist, so behaupte ich: 

1. dass b eine Potenz von p ist. Denn es ist klar, dass man, wenn 
man b=p®h, bB=iA und Ak=1 (mod. p") setzt (was möglich ist), 
kbB= pPnkB = pB —ikA hat, d. h. dass p®B auch unter den Klassen von 
(A) sich findet, woraus folgt, dass „= 1 und bp ist. 

2. dass, wenn man die Klassen K, B, 2B,....., (b—1) B mit (8) 
bezeichnet, alle Compositionen einer Klasse von (Al) mit einer Klasse 
von (8) p°*P verschiedene Klassen geben werden. Denn nimmt man 
mA+nb=mwA-+nB und n—=n an, so hat man notwendig m = m’; 
ist n>mn', so hat man (n — n‘) B—= (m’— m) A, was unmöglich ist, wenn 
man nicht » —= n’ hat. 
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3. dass diese ger? verschiedenen Klassen unter (2) enthalten sind, 
was evident ist. 

Wenn nun diese p*? Klassen den Complex (2) erschöpfen, so ist der 
Satz bewiesen; wenn nicht, so wähle man eine andere unter jenen nicht 
enthaltene Klasse von (2) aus, etwa C, und setze ihre Periode fort, bis 
man zu einer Klasse gelangt, welche bereits unter den aus (A) und (9) 
zusammengesetzten Klassen enthalten ist. Durch eine der vorigen ähnliche 
Schlussreihe zeigt man, dass der Exponent dieser Klasse eine Potenz von 
» sein muss, —=p!, und dass die Composition der p! ersten Klassen der 
Periode von C mit den p"+? bereits gefundenen Klassen p*+?*T verschiedene 
Klassen giebt, welche alle unter (%) enthalten sind. Wenn diese Klassen 
noch nicht (2) erschöpfen, so behandle man in derselben Weise eine 
vierte Klasse D u. s. w. und es ist klar, da (2) aus einer endlichen Anzahl 
von Klassen besteht, dass diese Operationen ebenfalls aufhören werden 
und dass » gleich einer Potenz von p wird. 

Satz I. Wenn die Anzahl allerKlassen des Hauptgeschlechts 
durch a cl... ausgedrückt wird, wo a,b,c... verschiedene 
Primzahlen bezeichnen, so giebt es in diesem Geschlechte 
a’, bP,c',... Klassen, welche, zur Potenz a*,0°,c', ... respective 
erhoben, die Hauptklasse hervorbringen. 

Beweis. Sind A,4’,A"”,... sämtliche Klassen, welche zur Potenz 
a® erhoben die Hauptklasse K hervorbringen und ist (A) der Complex der- 
selben, haben ferner B, B’, B”,...,(B), sowie O0, 0’, C",..., (©) u. s. w. 
analoge Bedeutungen, so behaupte ich, dass aus der Composition aller 
Klassen von (2) mit allen Klassen von (B) mit allen Klassen von (6&) u. s. w. 
unter einander verschiedene Klassen hervorgehen. Denn wnın A+ B+(C-+... 
=4'+-B+C’+... ist, sohatman, wenn man A— A=4"B—-B=P", 
u. Ss. w. setzt: 

A'"+B'"+0"+:.—=K, 


mithin, wenn man zur Potenz cl... erhebt, (e.. .„A’'= K, woraus sich 
leicht ergiebt A’—= Kund A—= 4’ und auf dieselbe Weise hat man: B=P', 
C=(', u. s. w. Die Gesamtheit dieser Klassen sei gleich ($). Ferner 
ist klar, dass alle diese Klassen zum Hauptgeschlechte gehören. Endlich 
kann es keine Klasse in dem Hauptgeschlechte geben, die nicht unter ($) 
enthalten wäre. Es sei... 


Über den Zusammenhang: zwischen der 
Anzahl der Klassen, in welche die binären 
Formen zweiten Grades zerfallen, und ihrer 

Determinante. 


—— 


I. 


1, 


Es sind schon dreiunddreissig Jahre verflossen, seit ich die Prinzipien 
des wunderbaren Zusammenhanges, welchem die vorliegende Abhandlung 
gewidmet ist, entdeckte, wie ich schon am Schlusse der „Arithmetischen 
Untersuchungen“ bemerkt habe. Aber andere Beschäftigungen zogen mich 
lange Zeit hindurch von dieser Untersuchung ab, bis ich in neuerer Zeit 
wieder zu ihr zurückzukehren und durch erneute Bemühungen sie zu er- 
weitern vermochte. Da jedoch dieser neue Teil der höheren Arithmetik 
die Grenzen einer Abhandlung überschreitet, so soll diese erste Abhandlung 
den Formen mit negativer Determinante gewidmet sein; die Formen mit 
positiver Determinante aber, welche eine ganz eigentümliche Behandlung 
erfordern, müssen einer andern Abhandlung vorbehalten bleiben. 


2. 


Die Grundlage des ganzen Gegenstandes bildet eine eigentümliche 
Untersuchung über die Anzahl aller Combinationen der ganzzahligen Werte, 
welche zwei unbestimmte ganze Zahlen innerhalb eines vorgeschriebenen 
Gebietes annehmen. Offenbar kann diese Aufgabe auch unter geometrischer 
Fassung dargestellt werden, nämlich die Anzahl der complexen Zahlen 
zu ermitteln, deren Darstellung innerhalb einer vorgeschriebenen Figur 
fällt. Die Beschaffenheit der Figur wird von der Beschaffenheit der sie 
umgebenden Linie und somit entweder von einer einzigen Gleichung zwischen 
den Coordinaten ©, y (wenn der Umfang eine in sich zurückkehrende 
Kurve ist) oder von mehreren solchen Gleichungen (wenn er aus mehreren 
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gekrümmten oder geraden Teilen besteht) abhängen, und es wird unserm 
Belieben überlassen sein, ob wir die den complexen ganzen Zahlen ent- 
sprechenden Punkte, welche etwa auf dem Umfange gelegen sind, der Anzahl 
zuzählen, oder von ihr ausschliessen wollen. 

Bei der analytischen Darstellung jener Aufgabe können jene Grenz- 
bedingungen immer so ausgedrückt werden, dass entweder eine oder mehrere 
gegebene Functionen P,Q,R,... der Veränderlichen &, y positive oder 
nichtnegative (je nachdem der Wert O0 ausgeschlossen oder zugelassen wird) 
Werte erhalten sollen. 

So ist z. B., wenn die vorgeschriebene Figur ein Kreis ist, dessen 
Radius —yA ist, während sein Mittelpunkt in einen einer ganzen 


complexen Zahl entsprechenden Punkt fällt, die analytische Bedingung die, 
dass A— x? — y? nicht negativ sei, wofern wir, was wir immer annehmen 
werden, die Punkte, welche auf der Peripherie selbst liegen, beibehalten 
wollen. Ist die Figur ein Dreieck, so müssen die drei linearen Functionen 
aa +by+c, da+by+c, a’c+b’y+ c' nichtnegative Werte haben, 
und ähnlich in andern Fällen. 


58 

Eine exacte Lösung der Aufgabe muss, allgemein zu reden, in der 
Weise vorgehen, dass zunächst aus der Natur der Bedingungen die eine 
Veränderliche z. B. x in Grenzen eingeschlossen werden muss, innerhalb 
deren die einzelnen ganzen Werte der Reihe nach verlaufen, und ermittelt 
werden muss, wieviele ganzzahligen Werte der andern Veränderlichen y 
jedem einzelnen Werte von x entsprechen; die Anzahlen dieser müssen 
sodann zu einer Summe vereinigt werden. In speciellen Fällen giebt es 
meistenteils specielle Kunstgriffe zur Abkürzung der Arbeit. 

Ist z. B. die Figur wie oben ein Kreis mit dem Radius YA, so sei r 
die grösste unterhalb YA liegende ganze Zahl oder yA selbst, wenn A 


ein Quadrat ist. Ebenso seien r’, »"', r", ..., r” die grössten unterhalb 
yA—1ı, yA—4, Vardı.ı., yA—r? respective liegenden ganzen 


Zahlen. Dann ist die gesuchte Anzahl: 


—y+1+2 Or +D+2ar’ +) +2Qr”"HI)+--- 
Ir N, 


Kürzer ist in diesem Beispiel die folgende Methode. Es sei q die 


grösste unterhalb y$A gelegene ganze Zahl (oder gleich y 44, sobald 


dieses eine ganze Zahl ist) und ebenso seien „+, „+2, „+9, ... die 


grössten unterhalb yA—(g-+ 1%, yA— (a +2% yA— (aa, 
vA— r2 gelegenen ganzen Zahlen. Dann ist die gesuchte Anzahl: 


AH Haar EDEN +). 


Über die Klassenanzahl der binären Formen. 
Nach dieser Formel ist die Anzahl ermittelt worden: 
Id 


317 10 000 | 31417 

633 20000 | 62845 

949 30.000 | 94 237 
1257 40 000 | 125 629 
1581 80 000 | 157.093 
1885 3 | 60000 | 188 453 
2209 70.000 | 219 901 
2521 80 000 | 251 305 
2821 90 000 | 282 697 
1000 3149 100 000 | 314 197. 


4. 


Für unsern Zweck ist eine genaue Bestimmung nicht 
erforderlich, vielmehr nur die Ermittlung eines Ausdrucks, 
welcher die genaue Anzahl in beliebiger Annäherung ergiebt, 
sobald man die Grenzen ins Unendliche erweitert. Vor allen Dingen müssen 
wir aber, da dies etwas willkürliches enthält, die Sache genauer entwickeln. 

Wir nehmen also an, dass die Functionen PO, R,.... ausser den 
Veränderlichen «, y ein konstantes Element % enthalten, so dass die ein- 
zelnen Functionen P,Q,.R,... homogene Functionen der drei Grössen 
%,y, k sind. Auf diese Weise wird die durch die Gleichung P=0, Q0=0, 
R=0,... bestimmte Figur von k abhängen derart, dass verschiedenen 
Werten von % ähnliche und mit Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt 
ähnlich gelegene Figuren entsprechen, und die analogen linearen Dimen- 
sionen werden den Werten von k, die Flächeninhalte aber den Werten von 
k? proportional sein. Bezeichnet man nun die Anzahl der Punkte innerhalb 
der Figur mit M, den Flächeninhalt mit V, so müssen offenbar mit 
wachsendem % auch M und Y wachsen; wächst aber % ins Unendliche, so 
werden sich M und V beliebig weit dem Verhältnis der Gleichheit nähern, 
oder, wenn man elementare Klarheit wünscht, es wird, wenn eine beliebig 
kleine Grösse A gegeben ist, immer eine solche Grenze angegeben werden 
können, dass für jeden diese Grenze übersteigenden Wert von % sicher 


M 
y ?wischen 1— X und 1-+A liegen muss. Nach der üblichen Ausdrucks- 


weise kann man dies so andeuten: es werde M—= V für einen unendlichen 
Wert von %. 


In unserem Beispiel findet die erforderliche Bedingung statt, wenn man 


k# yA setzt, und es wird die Kurve ein Kreis, dessen Flächeninhalt = xA 
ist, wo z den halben Umfang eines Kreises mit dem Radius 1 bezeichnet. 
Die oben angegebefen Zahlen lassen die Convergenz deutlich erkennen. 


Gauss. 49 
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Wenn es sich übrigens der Mühe lohnte, würden wir den Beweis dieses 
Satzes in aller Strenge führen können; indessen unterdrücken wir denselben 
an dieser Stelle lieber und gehen zu schwierigeren Sachen über. 


5. 

In dieser Abhandlung wird die Grenze durch eine einzige Gleichung 
von der Form ax? + 2bxy + cy?—= A dargestellt, wo a, b, ce ganze Zahlen 
sind und b?— ac eine negative Zahl ist, die wir gleich —D setzen. Offen- 
bar wird die die Figur bestimmende Kurve eine Ellipse, und es ergiebt sich 
leicht, dass die Quadrate der Halbachsen die Wurzeln der Gleichung 


2 led 
(ae — bg? —Ala+0)g+4?=0, oder gleich A - vera m 2 


4A? 


; 4? 
sind. Das Product dieser Wurzeln wird Prag al 5 somit die Fläche 


der Ellipse = 2 : 
D 


Hieraus folgt also, dass die Anzahl aller Combinationen von ganzzahligen 
Werten der Veränderlichen «, y, für welche der Ausdruck ax? + 2bay + ey? 
den Wert A nicht übersteigt, mit wachsendem A sich beständig mehr der 


Grösse — nähert und für ein unendlich grosses A diesem Werte gleich- 


gesetzt werden muss. Ferner ist klar, dass es in dieser Hinsicht gleichgültig 
ist, ob die Combination # = 0), y—=0 den übrigen zugezählt oder davon 
ausgeschlossen wird. Auf diese Weise ist also die gesuchte Anzahl (im 
letzteren Sinne) nichts anderes, als das Aggregat der Anzahl der Darstel- 
lungen der einzelnen Zahlen 1,2, 3,..., A durch die binäre Form zweiten 
Grades ax? + 2bxy + cy?, und da von jenen Zahlen die einen überhaupt nicht 
durch diese Form dargestellt werden können, die andern mehr oder weniger 


Darstellungen besitzen, so ist die Grösse = als mittlerer Wert der An- 


zahl der Darstellungen einer unbestimmten positiven Zahl durch irgend 
eine Form, deren Determinante gleich — D ist, zu betrachten. 


6. 

Bevor wir zu einer allgemeinen Darlegung des Folgenden 
übergehen, schien es uns gut, einige besondere Fälle zu entwickeln, 
damit man die Art und Weise der Argumentation leichter durchdringen 
könne. Wir nehmen daher zunächst die Form =?-+y? wieder auf, für 
welehe somit die Anzahl der Darstellungen einer unbestimmten Zahl den 
mittleren Wert x erhält. Die Anzahl der wirklichen Darstellungen einer 
gegebenen Zahl aber wird ohne Schwierigkeit aus den in den „Arzithme- 
tischen Untersuchungen“ begründeten allgemeinen Prinzipien bestimmt. DBe- 
zeichnen wir mit /(A) die Anzahl der Darstellungen der Zahl A, so ist 
dieselbe gleich 4, wenn A=1 oder = 2 oder eine Potenz von 2 ist; gleich 
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3, wenn A eine Primzahl von der Form 4» +1 oder das Product einer 
solchen Primzahl in eine Potenz von 2 ist; gleich 0, wenn A eine Prim- 
zahl von der Form 40” +3 oder durch eine solche Primzahl, aber nicht 
durch das Quadrat derselben, teilbar ist; endlich allgemein 


entweder =4(a +1) B+N)Y+D... 
@der: ==0, 


je nachdem, sobald die Zahl A auf die Form sad, .,. gebracht ist, 
wo a,b,c,.. ungleiche Primzahlen von der Form 4n +1 bezeichnen, .$ aber 
das Product aus den Primzahlen von der Form 4n +3 ist, wenn etwa solche 
unter den Factoren der Zahl A vorkommen, je nachdem also die Zahl 8 
ein Quadrat ist oder nicht. Es ist also klar, dass /(A) einzig und allein 
von der Art und Weise abhängt, in welcher die Primzahlen 30,411 180002 
unter den Factoren der Zahl A vorkommen, so dass man allgemein setzen muss 
XA)=4(8).(5)-(N)- (11). (13)..., 
wenn wir voraussetzen, dass (3), (5), (7),... so genommen werden, dass, 
wenn » eine Primzahl bezeichnet, 
erstens (p)—=1 ist, falls p in A nicht aufgeht, 
zweitens ()=a-+1 ist, falls p» von der Form 4n-+-1 und p° die 
höchste in A aufgehende Potenz ist, 
drittens (p) = 0 ist, falls » von der Form 4n-++3 und der Exponent 
der höchsten in A aufgehenden Potenz von p ungerade ist, endlich 
viertens (9)=1 ist, falls p von der Form 4n-+ 3 und der Exponent 
der höchsten in A aufgehenden Potenz ‘von p gerade ist. 
Offenbar ist der erste Fall unter dem zweiten und vierten enthalten. 
Auf diese Weise schreiten also die Glieder der Reihe EL), 12) 108), 
f(4), ... höchst unregelmässig fort, obwohl, je grösser die Anzahl genommen 
wird, der mittlere Wert =rx um so genauer daraus entstehen muss. Das 
Aggregat A) HF) HB) + - + f(A) wollen wir mit F(A) bezeichnen. 


% 
Setzen wir nun allgemein f(m) + f(3m)—f' (m), so sieht man leicht, dass 
FA)=405)-(%).(11)-(13).-- 
wird, d. h. es wird /’(A) von der Beziehung von A zu 3 unabhängig sein, 
so dass die Irregularität der Reihe TAN. 1 @) F 8) 12). 70% Ko. 
nicht nur später anfangen, sondern auch viel geringer sein wird. Setzen 


wir ferner; 


FD+FAHFEO)+FAH+ + f'’(m) = Fm), 
so ist: 


F'(34) = F(34A) + f(3) + FE) HN +: -- + f8A)= FA) + F(A). 
Hieraus folgt leicht, dass, wenn A ins Unendliche wächst, 
E'($3A)—=4rA 
42* 


2 
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gesetzt werden muss, oder dass der mittlere Wert der Glieder der Reihe 


EU); F@), f'8), f‘(4), ninihe 


I 
| 
= | 


ist. 
Setzt man allgemein: — f’(m) + f(öm) = f’'(m), so wird in ähnlicher 


Weise: 
| F(N)=4N)-(11)-(AB)---, 


oder es fallen aus der neuen Reihe f”(1), f’(2), -.. die von der Relation 
zu 5 abhängenden Unregelmässigkeiten heraus. Und setzt man das Aggregat 


FUW)+FDHrE) +++ fm) = F'(m), 
so wird: 
F"(5m) = — F'(m) + F’(5m), 


woraus folgt, dass, wenn m ins Unendliche wächst, 
F'' (5m) = 4 : 4m 


gesetzt werden muss, oder dass der mittlere Wert der Glieder der Reihe 
gleich & - #x ist. 

Wenn wir in derselben Weise weiter fortgehen, indem wir neue Reihen 
bilden, bis wir die Factoren (7), (11), (13), (17),... nach einander fort- 
geschafft haben, so werden diese sich mehr und mehr der Unveränderlichkeit 
nähern und die mittleren Werte werden der Reihe nach die neuen Factoren 
“42:12, 16. 20 
ear mar 
licher Reihenfolge, die Zähler aber um eine Einheit grösser oder kleiner 
sind, je nachdem jene Primzahlen von der Form 4» — 1 oder 4n +1 sind. 
Da nun, wenn dieser Process ins Unendliche fortgesetzt wird, der konstante 
Wert 4 dem mittleren Werte immer näher kommen muss, so erhalten wir: 


erhalten, wo die Nenner die Primzahlen in natür- 


ur re IE ne 
SER Eee 
oder: 

3 5 7 11 13 


ne 


Werden die einzelnen Brüche in unendliche Reihen entwickelt: 


er 
PBNERT 2000 20 
el, 
A B...25,| 125 
BR ag eh ae 
de 729 343 


Se alle re Te anne 
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so entwickelt man das Product leicht in: 


a ie! 
“ Ge 


und die Summe dieser Reihe.ist, wie allgemein bekannt, gleich 4x. In der 
That ist auf umgekehrtem Wege schon längst hieraus die Gleichheit zwischen 
m und dem unendlichen Producte $-#-$--- von Euler abgeleitet worden 
(Introd. in analysin inf. T.I, Cap. XV, $ 285). 


8. 


An zweiter Stelle betrachten wir die Form 2? + 2y?, für welche 
die Anzahl der Darstellungen einer unbestimmten Zahl einen mittleren Wert 


gleich on haben wird. Bezeichnet man mit /(A) die Anzahl der Dar- 


stellungen der gegebenen Zahl A durch jene Form, so ist dieselbe gleich 2 
für A=1 oder A=2 oder wenn A eine Potenz von 2 ist; ferner ist 
f(A)=4, wenn A eine aus der Reihe der Primzahlen, deren quadratischer 
Rest — 2 ist, oder der Primzahlen von der Form 8% +1, 8% +3, also 
A=35,11, 17,19, 41, 43,... ist; endlich ist f(4)= 0, wenn A eine Prim- 
zahl ist, von welcher — 2 quadratischer Nichtrest ist, nämlich eine Zahl 
aus der Reihe 5, 7, 13, 23, 29, 31,... oder von der Form 8% + 5 oder 8% +7 
ist. Allgemein muss man setzen 


entweder ((AJ)=2(a +) B+VD)(Y+D--- 
oder f(4)=I, 


je nachdem, wenn die Zahl A auf die Form 2" Sa"p® cd ... gebracht ist, wo 
a, b,c,... ungleiche Primzahlen von der Form 8% +1, 8% -+3 bezeichnen, 
dagegen $ das Product aus den übrigen Zahlen (von der Form 8% +5, 
8% -+-7) ist, wenn solche unter den Factoren der Zahl A enthalten sind, 
je nachdem also $ ein Quadrat ist oder nicht. Hierauf gehen wir durch 
ganz ähnliche Schlussfolgerungen wie im vorigen Artikel von der Reihe 
(1), 72).168), f(4) f(2), - ». oder 2,,2,4,2,0, 2, .. .: nach und nach zu 
immer mehr konstant werdenden Reihen fort, deren mittlere Werte der Reihe 
u N. an» Be --- sind, und zwar so 
Val 8 Ve3u48/ var alla Lt ı i 
dass wir zu der Gleichung gelangen: 


m. 2 08 0 1 10.18 
ya ea 


nach 


2 


wo die Nenner die natürliche Reihe der Primzahlen bilden, die Zähler aber 
um eine Einheit kleiner sind als die Nenner, sobald diese von der Form 
86 + 1 oder 8% +3, dagegen um eine Einheit grösser sind als die Nenner, 
sobald die letzteren von der Form 8% +5 oder 85-7 sind. 
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1. 


K: 


Es sind schon sechsunddreissig Jahre verflossen, seit ich die Prinzipien 
des in dieser Abhandlung zu behandelnden wunderbaren Zusammenhanges 
entdeckt habe, wie ich schon am Schlusse der „Arithmetischen Unter- 
suchungen“ bemerkte. Andere Beschäftigungen aber hatten mich lange Zeit 
hindurch von dieser Untersuchung abgezogen, bis ich erst kürzlich wieder 
zu ihr zurückzukehren und durch erneute Bemühungen sie zu erweitern 
vermochte. Da jedoch der Umfang dieses neuen Teils der höheren Arith- 
metik die Grenzen einer Abhandlung überschreitet, so soll diese erstere 
Abhandlung den Formen mit negativer Determinante gewidmet sein; die 
Formen mit positiver Determinante aber, welche eine ganz eigentümliche 
Behandlung erfordern, sollen einer zweiten Abhandlung vorbehalten bleiben. 


2. 

Zu unserm Zwecke bedürfen wir eines Satzes, der an sich zwar arith- 
metisch ist, dessen Natur man aber bequemer und deutlicher durch in 
geometrische Form gekleidete Betrachtungen vor Augen führen kann. 

Ist in einer unendlichen Ebene eine durch eine irgend wie beschaffene 
Linie begrenzte Figur gegeben, so lässt sich ihr Flächeninhalt annähernd 
bestimmen, wenn man die Ebene in Quadrate teilt und die Anzahl sowohl 
derjenigen, welche ganz innerhalb der Figur liegen, als auch derjenigen, 
welche ven dem Umfang der Figur geschnitten werden, zählt, und wird 
offenbar die Fläche mit Recht kleiner oder grösser sich ergeben, je nach- 
dem die letzteren Quadrate entweder weggelassen oder zu den ersteren 
hinzugezähblt werden. Wenn man aber die letzteren auf der Grenze 
gelegenen Quadrate nach Massgabe irgend welchen Prinzips teils aus- 
schliessen teils zuzählen wollte, so wird der Fehler bald positiv bald 
negativ sein können, notwendig aber kleiner sein als das Aggregat aller 
auf der Grenze gelegenen Quadrate. Je kleiner die Quadrate genommen 
werden, um so genauer wird auf diese Weise die Fläche bestimmt werden, 
und eine derartige Annäherung wird man ins Unendliche fortsetzen oder 
die Quadrate so klein nehmen können, dass der Fehler kleiner wird als 
irgend eine gegebene Grösse. Obwohl dies schon an und für sich evident 
sein dürfte, wollen wir doch nicht verfehlen, es durch einen strengen Beweis 
zu begründen. 

Je zwei Quadrate können entweder nur einen Winkelpunkt oder zwei 
oder gar keinen gemeinschaftlich haben; im ersten und zweiten Falle sollen 
sie einander benachbart, im dritten von einander getrennt heissen. Offenbar 
giebt es Quadrate, die sämtlich einander benachbart sind, nur je vier und 
daher müssen unter je fünf verschiedenen Quadraten wenigstens zwei von 
einander getrennte vorkommen. Da nun die Entfernung zwischen zwei in 
getrennten Quadraten liegenden Punkten nicht kleiner als die Seite der 
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Quadrate, die wir mit a bezeichnen wollen, sein kann, so wird offenbar, 
wenn ein Punkt, welcher von irgend einer Stelle eines Quadrats ausgegangen 
ist, der Reihe nach das zweite, dritte, vierte Quadrat durchschneidet und 
schliesslich zum fünften Quadrat gelangt, die Länge des Weges sicher nicht 
kleiner sein als a. Und da aus ähnlichem Grunde, wenn die Linie fort- 
während andere Quadrate durchläuft, der Teil zwischen dem fünften und neunten 
Quadrat, ferner zwischen dem neunten und dreizehnten Quadrat u. S. w. 
nicht kleiner sein kann als a, so schliessen wir leicht, dass eine in sich 
zurückkehrende Linie, welche im Ganzen » verschiedene Quadrate berührt 


wo 


5 + \ D } 
hat, sicher nicht kleiner als ENT. kann. Umgekehrt also kann eine 


RR . 3 ! \ 4l 
geschlossene Linie, deren Länge gleich 7 ist, sicher nicht mehr als 4+ Be 
verschiedene Quadrate berührt haben. Da die Fläche dieser — 4a? + 4al, 
wenn 4 ins Unendliche abnimmt, kleiner werden kann als jede gegebene 
Grösse, so gilt dasselbe umsomehr von dem Fehler der Quadratur, über die 
wir oben gesprochen haben. 


6) 
O. 


Ein Prinzip für die Zulassung oder Ausschliessung der auf der Grenze 
der Figur gelegenen Quadrate kann auf viele verschiedene Arten aufgestellt 
werden; das einfachste scheint jedoch zu sein, nur auf die Lage des 
Mittelpunktes eines jeden Quadrats Rücksicht zu nehmen, so dass die 
Quadrate, deren Mittelpunkte innerhalb der Figur liegen, zugelassen, die- 
jenigen aber, deren Mittelpunkte ausserhalb der Figur sich befinden, aus- 
geschlossen werden, während es dem Belieben überlassen bleibt, ob man die 
Quadrate, deren Mittelpunkte zufällig auf der Peripherie selbst liegen, 
lieber zulassen oder ausschliessen will. An Stelle der Mittelpunkte könnte 
man auch jeden beliebigen andern in den einzelnen Quadraten analog 
gelegenen Punkt nehmen. 

Auf diese Weise kommt die Sache darauf hinaus, dass wir uns in 
einer Ebene gleichweit von einander abstehende und auf äquidistanten 
Geraden derart gelegene Punkte denken, dass Quadrate entstehen. Ist dies 
geschehen, so können wir dem Satze des vorigen Artikels zufolge behaupten, 
dass die Anzahl der in der Figur enthaltenen Punkte multiplieiert mit dem 
Quadrat der Entfernung zweier benachbarten Punkte, so nahe man will, 
gleich dem Flächeninhalt der Figur wird, wenn nur jene Entfernung hin- 
reichend klein genommen wird, oder, um in der gewöhnlichen Redeweise 
zu sprechen, dass jeneg Product die Fläche darstellt, wenn die Entfernung 
unendlich klein ist. 

4. 

Die Kurve, welche durch folgende Gleichung zwischen den recht- 

winkligen Coordinaten 9, q 


ap? + 2bpg te? =1 
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dargestellt wird, ist ein Kegelschnitt, und zwar eine Ellipse, wenn «, c und 
ac — b? positive Grössen sind; der von dieser Ellipse umschlossene Flächen- 
T 


inhalt findet sich = ag Der Wert der Grösse ap? + 2bpq -+ cq? ist 
ac —b? 


ausserhalb der Ellipse überall grösser als 1, innerhalb der Ellipse kleiner 
als 1, negativ aber nirgends. 

Man denke sich ein System von Punkten über die Ebene, in welcher 
die Ellipse gelegen ist, so zerstreut, dass sie Quadrate bilden, deren Seiten 
gleich X und den Coordinatenachsen parallel sind, wobei es gleichgültig 
ist, ob der Coordinatenanfangspunkt oder der Mittelpunkt der Ellipse mit 
irgend einem dieser Punkte zusammenfällt oder nicht. Ist die Anzahl der 
Punkte innerhalb der Ellipse mit Hinzuzählung derjenigen, welche etwa 
auf der Peripherie gelegen sind, gleich m, so ist nach dem Satze des 


vorigen Artikels ug, die Grenze der Grösse mA?, der sie sich, soweit 
ac — 


man will, nähert, wenn X ins Unendliche abnimmt. 

Wenn man annimmt, dass der Anfangspunkt der Coordinaten mit irgend 
einem Punkte des Systems zusammenfällt, so werden, wenn man p=\a, 
q=Xy setzt, offenbar für die einzelnen Punkte des Systems x und y ganze 
Zahlen sein, und umgekehrt wird jede Combination ganzzahliger Werte der 
Grössen x, y irgend einem Punkte des Systems entsprechen. Hiernach ist 
die Zahl m nichts anderes, als die Anzahl aller Combinationen von ganz- 
zahligen Werten der Grössen x, y, für welche F' nicht grösser wird als M, 
wenn wir der Kürze wegen die Function oder die Form zweiten Grades 


ax? + 2bzy + cy? mit F und die Grösse Be mit M bezeichnen. Die Deter- 


minante dieser Form ist 52 — ac, wofür wir — D schreiben werden. Daher 
wird unser Satz jetzt so auszusprechen sein. 

Satz I Die Anzahlm aller Combinationen von ganzzahligen 
Werten der Unbestimmten &, 4, für welche der Wert einer Form 
mit der negativen Determinante — D die Grenze M nicht über- 


schreitet, wird gleich SD: allerdings nur näherungsweise, aber 


mit einer ins Unendliche wachsenden Annäherung, wenn Mins 
Unendliche wächst. Es braucht kaum darauf hingewiesen zu 
werden, dass die unendliche Annäherung hier (und ebenso im 
Folgenden) nicht so zu verstehen ist, als ob die Differenz 


: zM \ ! is h 
a, und m selbst ins Unendliche abnähme, vielmehr 
wird sich das Verhältnis zwischen diesen Grössen immer mehr 


der Einheit nähern, oder es wird 1 ins Unendliche ab- 
m 


nehmen. 


.- 
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r 
or 


Um die Auszählung wirklich auszuführen, kann man so verfahren, dass 


für die einzelnen ganzen zwischen den Grenzen a und 0 ge- 


legenen Werte von x je zwei der Gleichung F=M entsprechende Werte 
von y berechnet werden, woraus man die Anzahl der ganzen zwischen diesen 
gelegenen Zahlen ohne Weiteres erhält. Da diese Anzahl für entgegen- 
gesetzte Werte von & dieselbe ist, so sind wir beinahe von der Hälfte der 
Arbeit befreit. Man kann die Sache auch so durchführen, dass man die 
Werte von x zählt, welche den einzelnen Werten von y zwischen den Grenzen 
— _ und + vn entsprechen. Durch zweckmässige Verbindung beider 
Methoden kann die Arbeit noch mehr erleichtert werden, was wir jedoch 
hier nicht ausführlicher darlegen; es möge genügen, wenn wir über den 
einfachsten Fall Einiges hinzufügen. 

Ist die Form F=x° + y? oder die Kurve ein Kreis und bezeichnen 
nr, r",...,r” die grössten ganzen Zahlen, welche respective kleiner 
sind als 

ya, yu=1, YMZ4 YMZS, ..., yM%, 
oder diese selbst, wenn etwa unter diesen Grössen ganze Zahlen enthalten 
sind, so ist die gesuchte Anzahl: 


m—=2dr +1+22r +1) +22”) +22” 1)+- +20 +1) 
—1-+4r +4r' + 4" + Ar"... +4. 


Einfacher aber erreichen wir dasselbe, wenn wir mit g die grösste 
unterhalb y3M (oder diese Grösse selbst, wenn sie eine ganze Zahl ist) 
liegende ganze Zahl bezeichnen, mit Hülfe der Formel: 


m—A® +1 +4 +3). 
Auf diese Weise sind folgende Anzahlen ermittelt worden: 


M Mm M m M | Mm 


1000 3 149 10 000 | 31417 
2 000 6 293 20 000 | 62845 
3 000 9425 || 30000 |ı 94 257 
4000 | 12581 40 000 | 125 629 
5000 | 15705 || 50 000 | 157 093 
6000 | 18 853 60 000 | 188 453 
7000 | 21993 || 70000 | 219 901 
8000 | 25137 80.000 | 251 305 
9000 | 28 269 90 000 | 282 697 
10000 | 31417 100000 | 314 197. 
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6. 


Den Satz des Artikels 4 verallgemeinern wir noch folgendermassen: 

Satz I. Wenn nicht alle Combinationen von ganzzahligen 
Werten der Grössen x, y, für welche F den Wert M nicht über- 
schreitet, zu sammeln sind, sondern nur in gewissen Zwischen- 
räumen, nämlich diejenigen, in denen x einer gegebenen Zahl @ 
nach einem gegebenen Modul g und y einer gegebenen Zahl H 
nach einem gegebenen Modul A congruent ist, so wird die 
Anzahl m’ dieser Combinationen näherungsweise ausgedrückt 


zM ; ’ ie ä 
werden durch ——, und zwar wird die Annäherung ins 


ghyD 
Unendliche zunehmen, wenn M ins Unendliche wächst. 
In der That setzt man <= 9gX+G, y=hy'+H, so ist offenbar m’ 
die Anzahl aller Combinationen ganzzahliger Werte der Grössen «', y', für 
welche 


2 


(er ramle+ + MD rad 
ag (a + 7 Ba ee 9.05 +a(y + 5) 


den Wert M nicht überschreitet. Wenn wir daher in der Ebene uns ein 
System von Punkten denken, welches zwar ebenso wie im Artikel 4 verteilt 
ist, aber doch so, dass nicht der Anfangspunkt der Coordinaten sondern der 
ar ER u £ 

I nl sind, mit irgend einem 
Punkte des Systems zusammenfällt, so wird m’ die Anzahl der Punkte 


innerhalb einer Ellipse, deren Gleichung 


Punkt, dessen Coordinaten p = 


ag?p? + 2bghpgq + cl? =1 


ist, mit Hinzurechnung der etwa auf der Peripherie selbst gelegenen 
Punkte ausdrücken. Und der Flächeninhalt dieser Ellipse, welcher gleich 
T 


a ist, wird die Grenze sein, welcher sich das Product 

ghyac—b? ghyD 
I 

MN — 7 ins Unendliche nähert, wenn X ins Unendliche abnimmt oder M 
ins Unendliche wächst, 

Übrigens ist klar, dass dieser Satz auch den Fall umfasst, wo nur die 
eine der beiden Unbestimmten &, y sprungweise fortschreiten soll, während 
der Wert der andern keiner Bedingung unterworfen ist. Denn offenbar ist 


dies dasselbe, als wenn entweder % oder g gleich 1 gesetzt wird. 


1, 
Die bisherigen Auseinandersetzungen sind von der Beschaffenheit der 
Coefficienten der Form ax? + 2bxy + cy? unabhängig; von jetzt an werden 
wir aber voraussetzen, dass diese Coefficienten ganze Zahlen seien, Auf 
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diese Weise wird jede Combination ganzzahliger Werte der Grössen x, y 
ganze Werte der Form selbst hervorbringen oder der Darstellung irgend 
einer ganzen Zahl durch jene Form entsprechen. Hieraus geht hervor, 
dass der Complex aller Combinationen von ganzzahligen Werten der 
Grössen &, y, durch welche die Form F= ax? -+ 2bxy + cy? einen die 
Grenze M nicht übersteigenden Wert erhält, derselbe ist wie der Complex 
aller Darstellungen der ganzen Zahlen, welche die Grenze M nicht über- 
schreiten, oder der ganzen Zahlen bis zu dieser Grenze einschliesslich, 
wenn sie selbst eine ganze Zahl ist. Wenn wir daher der Kürze wegen die 
Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer bestimmten ganzen Zahl n 
durch die Form F mit F(») oder, insofern eine Zweideutigkeit nicht zu 
befürchten ist, einfach mit F% bezeichnen, so ist die oben durch m dar- 
gestellte Zahl gleich FO+ Fl + 2 nr F3 + +++ FM, und der erste 
Satz nimmt die Form an: 

Satz II. Das Aggregat FO FI+F2+F3-+---+- FM wird 


h nM ; 2 . 
näherungsweise ausgedrückt durch D wo die Annäherungins 


Unendliche zunimmt, wenn M ins Unendliche wächst. 


8. 


Zu dem dritten die Darstellungen aller Zahlen betreffenden Satze 
wollen wir noch einen andern hinzufügen, welcher sich nur auf die 
ungeraden Zahlen bezieht. Offenbar können durch die Form F keine 
ungeraden Zahlen dargestellt werden, wenn a und c gleichzeitig gerade 
Zahlen sind; daher ist die Untersuchung auf die übrigen drei Fälle 
beschränkt. 

I. Sooft a ungerade, ce gerade ist, wird eine ungerade Zahl dargestellt, 
wenn man x einen ungeraden Wert beilegt, während der Wert von y will- 
kürlich bleibt. Daher lehrt der Satz II, wenn man g=2, G=1l,h=1 
setzt, dass die Anzahl aller Combinationen solcher Werte von x, y, "für 
welche die Form einen ungeraden die Grenze M nicht übersteigenden Wert 
u bei ins Unendliche wachsendem M mit unendlicher Annäherung durch 


yo 

II. Ist a gerade, ce ungerade, so ist zur Darstellung einer ungeraden 
Zahl erforderlich, dass y ungerade sei, weshalb wir, wenn wir g—=1,n=32, 
H=1 setzen, zu demselben Schlusse gelangen. 

III. Ist sowohl @ als auch e ungerade, so muss entweder ein ungerader 
Wert von x mit einem geraden Werte von y oder ein gerader Wert von x 
mit einem ungeraden Werte von y combiniert werden, damit sich ein 
ungerader Wert der Formel ergebe. Die Anzahl aller Combinationen sowohl 
der ersteren wie auch der letzteren Art, für welche der Wert der Form die 
Grenze M nicht überschreitet, wird mit unendlicher Annäherung durch 


dargestellt wird, 
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M 
IB ausgedrückt; mithin wird die Anzahl aller Combinationen, welche 


ungerade die Grenze M nicht überschreitende Werte der Form hervorbringen, 


: j i 5 rM 2 
auch hier mit unendlicher Annäherung durch 2yD ausgedrückt. 


Da nun der Complex aller solcher Combinationen nichts anderes ist, 
als der Complex aller Darstellungen aller Zahlen 1, 3, 5, 7,..., M, sooft M 
eine ungerade ganze Zahl, oder aller Zahlen 1, 3,5, 7,..., M—1, sooft M 
eine gerade ganze Zahl ist, so haben wir den 

Satz IV. Das Aggregat 


Fi+F3+F5+ FT +. + FM oder FI+F3+F5+F7 +. +F(M—]), 


je nachdem M ungerade oder gerade ist, wird mit unendlicher 


M ! h { 
Annäherung ausgedrückt durch 3 BD’ falls F eine Form ist, in 


welcher der eine oder jeder der beiden Coefficienten a, c un- 
gerade ist. 
[III] 


Es sei © der Complex der Repräsentanten sämtlicher Klassen der 
eigentlich primitiven Formen für die Determinante — D. Wir bezeichnen 
durch (») die Anzahl aller Darstellungen der Zahl n durch Formen aus dem 
Complex 0. Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist 


1. (pn)—= (n), wenn p ein Teiler von D, 
2. el 1 _f Teiler x? +D, 
(pn) ur “| wenn p Nichtteiler von D| ne 


3. (pn) =—(n) + (h) Nichtteiler von &?+D, 


wo n—= hp", p beliebig und Ah nicht teilbar durch p. 


Im Falle 1. ist: (A)= (ph) = (ph) = (pdh) =: :- 
„nn. „» (@M)=2lh, (Ph)—=3(h), (ph)—4lh), .:- 


br) b) 3. 9 (ph) are 0, (p?h) Fra (h), (p®h) —=(, (p*h) Fa (h), UT 


* * 
* 


Aus jeder eigentlich primitiven Klasse für die Determinante — D, deren 
Anzahl =, sei eine Form ausgewählt, und der Complex dieser Formen sei Z. 

Man bezeichne durch /(A) die Anzahl sämtlicher Darstellungen der 
Zahl A durch Formen aus Z. 


Es sei ferner f(A; p)=f vs wenn p" die höchste Potenz der Prim- 
p 


A 
zahl p ist, welche in A aufgeht; ferner (A; )=f kear wenn q 
24 


es Te 


arme e 
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eine andere Primzahl ist, deren höchste in A aufgehende Potenz — g", und 
A 
so ferner f(A; 9,4, r)=f Be wenn r eine dritte Primzahl, deren 
pqgr 


höchste in A aufgehende Potenz r! ist, u.s. w. 


IV] 


Man bezeichne durch (r) die Anzahl der Werte x aus dem Complexe 
DR RR a N 


für welche 2 — D=x?— ap" durch p” teilbar ist. 


1) x ungerade z.B. —=1. 2) x gerade .B. =6 
M)=1 aNp altp 
D)=p N)=1Il Mel 
B)=P Br MD=p 
(4)=p? GB) Er BD)=p 
H)—-p Alp) (Nempı 
(6)=p? HG) H)=P 
| M)=p H)=r ()=p 
$&)=0 MM M=% 
(NO ($)=0 (8) = 29? 
USW, u.s.W. uU.S.W. 
Man mache nun: dann ist: 
n-P=0y fo) =) 
- RN 9 —1+@) 
3) - &_ = (3) (9) = (1)-+ @) 
- @_ = FW 
U. 185; .W. USW; 


Es ist folglich, 
Me / 2 3 
p ie ee) Fe) Le). 


)- T gesetzt, 


p p 2° p° 
1 1 
ee Rn rn ++ en. . ee 
Pp »P p » p 


Also T=1. 
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[V.] 
Die mittlere Anzahl der Klassen*) für die negative Determinante — D 
ist sehr nahe 


ryD 
Al+htist 


Die wahre Anzahl aber wird durch folgende Formeln ausgedrückt, wo 
der Kürze wegen m für die mittlere, M für die wahre Anzahl geschrieben 
ist; p, q stellen sämtliche ungeraden in D nicht aufgehenden Primzahlen 
dar, und zwar jenes die Teiler, dieses die Nichtteiler von @+D; r 
bedeutet die in D aufgehenden Primzahlen.**) 


I. M=m»< Product aus A ie mn 
ryD ee 
a u u a a 
! 4 p q r 
2/D Ä 
IIL.NB M= Y > Product au ——  — 
T p—1lgqa-+l 
Bald) en 
IV. 4=y; x Product aus ae 
2/D 
V. M=-——[Ii+4+4+4+4=...). 
nr : 


NB. Die Formel III wird unmittelbar aus der Vergleichung der beiden 
Arten, die darstellbaren Zahlen bis zu einer gewissen Grenze zu zählen, 
abgeleitet, 


[VL] 


Satz. Die Anzahl der Klassen, in welche sämtliche eigentlich primi- 
tiven binären Formen für die negative Determinante — D zerfallen, 
ist gleich 


“ il a 
Sn yD > Product aus "umeleaye) Ai en 
4 » q y2 9 


*) [Vgl. „Arithmet. Unters.“, Art. 302 (oben $. 350); die dortige Formel weicht 
um eine Constante ö von der hier im Text vorkommenden ab.] 
**) [ungeraden.] 


UT Cie ee ae 
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wo bezeichnet: 


» alle [ungeraden] Primzahlen, deren Nichtrest — D ist, 
q alle [ungeraden] Primzahlen, deren Rest — D ist, 
r alle [ungeraden] in D aufgehenden Primzahlen; 


m 2_—] 
S 7 y_D* Product aus “ Pr) 
En Ereite., ? 


wo im Nenner das positive Vorzeichen denjenigen Brüchen, deren Nenner 
unter der Form der Nichtteiler, das negative aber denjenigen vorzusetzen 
ist, deren Nenner unter der Form der Teiler von &2--_D enthalten sind; 
diejenigen Brüche aber, deren Nenner zu D nicht prim sein würden, sind 
ganz wegzulassen.*) 


2yDii+4#44+:-) cotgd= cotg 39 + cotg 58 ++. + cotg nd 
T ni N: yD ‘ 


T 
N’ 
mit dem wie oben bestimmten Vorzeichen nimmt. **) 


1 
wenn man setzt d — N=| n D und für n alle zu D primen Zahlen 


Für positive Determinanten ist die Anzahl der Klassen ***) 


2yDit4+4+-..) 
0 bg(T+ UyD) 


*) [Bezeichnet man mit m alle positiven ganzen Zahlen, die relative Primzahlen 
zu 2D sind, und benutzt man das durch Jacobi verallgemeinerte Symbol von 
Legendre, so ist die obige Regel für die Zeichenbestimmung in folgender Weise 
zu berichtigen: in der vorhergehenden Formel ist der Nenner: 


IEgtg el), 
BRENNT m )/ m 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Zahl mn ein Product 
aus einer geraden oder ungeraden Anzahl (gleicher oder ungleicher) Primzahlen ist; 
dagegen ist im Zähler der nachfolgenden Formel: 
en) AN, 
3 


m) m! 


**) [Siehe die weiter unten folgende Note zu diesem Fragment.] 
***) [In der nachfolgenden Formel bedeutet D die positive Determinante und es ist: 


itg#4#..—2(2)2] 
{37 od 


m Mm 
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wo T, U die kleinsten der Gleichung 2? - Du =1 genügenden Werte der 
Grössen ?, « bezeichnen. 


__ logsin 39 +log sin 33 + logsin$d + - 
w log(T-+ UyD) 


[vi] 


Für eine negative Determinante —p, welche*) eine Primzahl von der 
Form 4n +1 ist, ist die Anzahl der Klassen**) — («a — ß), wo a die Anzahl 
der quadratischen Reste im ersten Quadranten 


1, 2,0. 0 =D, 


ß die Anzahl der Nichtreste bezeichnet. 


[VIII] 
b=2m + a — 1 (mod. S), 
wo m die [halbe] Anzahl der Klassen für die Determinante — p ist. 


Im ta—1—b | 


D»ı m a b f 3 Si ß 
20, OMA 15 BENSE TER IIRSPOSerO. al PAI-NUR SOEBEN SENSE RR RERR SR BIRLLIEN LENLAENSE Von 
I mi 34,02 
4) Aut ed Ar 3| 4 
a 2 ee set +4 1.1.6 
SE I a Er +3 2 
Re ne ame He 2.730 
13 024er CE, re 10 Se 2,4 
130, Almll 5 A) 5 80 al 31.8 
W332 host cu l2 er a 11,6 
233, 6 la al Sri a 15. 2 
241 6|+15/|+4| + 64 Te 15 6 
Ber oe Lit ro) ar 6 0 15 | 4 
282 101 #. 91-10 tr. »o 49 9:17.10 
aa 2. +19) = 12,0 80 a: 9.119 
Bee 10 100 0 73112 
Se N ee 2 a) 1918 
B) 1 a I En RS BR wa 0 
18.1, 80° -121.0.:.0 0 
29 1: are 3 


*) [d. h. wenn p eine positive Primzahl von der Form 4n +1 ist.] 
**) [Die Anzahl der Klassen ist = 2(a —B)]. 
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»\m| \ y f 2m + = 1—b le 
—m—m 
37 KB en ee a LE +1 

53 Bl a U N 19 0 

61 a N | +2 

101 ”|+1/—-10|- 20 +3 

109 31— 3|+10| + 33 —1 

149 1— 7-10) + 4 +2 

157 3l—-111|-6| —- 3 0 

178 Tel) ER RR +3 

181 +9|I +10| — 19 +1 

197 a a a DR +3 

229 oı—15| + 2! — 107 —1 

2 a Ra nn +3 

277 3|+9| +14) — © 0 

293 KU ee er I Ra +4 

31T 5I—11| +14| +114 —) 

2491 7|-6 5), 218 | ...136 0 

318 95I— 71 +18 | +10 —) 

SS ll 2,12 10 |... 115 +6 

397 31-9| —- 6| + 6 — 1 | 

[IX.] 


Verteilung der quadratischen Reste in Octanten. 
p Primzahl; (r) Anzahl der quadratischen Reste von 9, welche zwischen 


F—1) 2 und v2 liegen. 
Erster Fall; y—=n- 1. 
2 Anzahl der Klassen für die Determinante — D 
2u Anzahl der Klassen für die Determinante — 2p 
D=&)=4an+t+ u) 
=== N)=4m+t—ı) 
(8) =.(6) = 4(9n — 3 + u). 


p | an | | © @|@ »e | m|ilu a) | (3) | 
ea Da allen | 
2, 2) 30 Ga or la 
“ner2|ı 8) 0 8 5 are alle 
2,6, A. 8, 2 aaa 
1,24) 2,10,9| 44 7 Blei Tal Alıs |a5tien 
a ee 
ai 24 0 za ge 
18 [48 | 2110)15 10 | 13 | aoı | 100 10 | 6 | 9 lau | ın 
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Zweiter Fall p=8®n-+)9. 


9 Anzahl der Klassen für die Determinante — 9; 
94 Anzahl der Klassen für die Determinante — 2». 
1)=B)=()=-B8)=4m—t-+u) 
V)=()=4(2n +3: —u+2) 
4)= (5) = 4a —t— ur 2). 


p 2n | la | (1) a a) on | M | (1) © (4) 
LARGE DEI EIER W109 st I N ass se U REG ve EEE 
aller To ea ra 
Sol nl. 100, 102.108 1°.0 1. 801,0220,.00.140 
a ee a ee 
a a | 
N Den ER 3 ea EN ER 
nal 5 4 51 Dez, 0, So la ze | 
u | 
ee ee er | 
olasd-Tı 3 814 7138 0 1 5 Ei a U | 
57 \ss| sl ıs\ 12) 9| 6| 389 | 96 | 11] 723 | 31 | 20 | 
sl'a0| 721 51.101151! .81.307 08) 3 1.21 290 221 19 | 
Dritter Fall. p=3n-+3. 
t Anzahl der Klassen für die Determinante —p» 
9% Anzahl der Klassen für die Determinante — 2p. 
V)=4)=(N)=4(n+t— u) 
M)=65)=(@) =4an— t-+u) 
(3) —= 4 +t+u+2) 
(6) — UMm—t—u+2). f 
9 zn t | M | YalalaI |» ım|: | |) a 8) (6) 
! I | ! 9 
21 0241.L.19:04.01-.110.| 169.140) 3 1 81.12 de | 7 
091844. 1401.2.1.0:1.879 144 115.232 28 1.104 
Bela N. oı 8 5 ee 
ds 10.815.234. 1. 297 156.1154:7 1.16 1,12 1,20 a9 f 
Blur os 50, 7. 851 162191. 7. IE Ian } 
elselsl7ı|,31.51.71 20288170] 9.15). 16 (\Iekoa 12 F 
3000151 81.44.91 2.802.176) 9,17.1.10|.2u wen 88 \ 
107 |26| o|3| s| 5 |10| 4 || 331 |82| 9|11| 20 | 21 | 26 | 16 ! 
#31 321151 2:11 | 5 3.1041. 847.1:86 | 19:15:24 12180. 127 1ly : 
ısa |sa| 9Iz| sı 8 13 | 5 | 379.|94| 9)11) 23 | 24/2919 
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Vierter Fall. y=n+7. 
t Anzahl der Klassen für die Determinante — p 
24 Anzahl der Klassen für die Determinante — 2». 

(1) —= 4(2n + 2t— u) 

D-B)=65)=4an+u +2) 

V)=-(6)=-()=4an —u +2) 

(8) =4(2n — 21-+u). 

; N 
p zn | t | u | 1) 9) H|(S)| 2 12) Ja (l)| DD) | (8) 
————— 110000 
2.1.0] 212,00) B 1108 7001 Sl Bas Bis a tl 18 6 
aaa arena Warst eltoı 1415| 1018 
3 6. 18-4 2,28 |. Bl E92 154 | VE Tor 18 ehe 
ZU DA 3308 le A 27 | Tor TE 8 
BEERERN CT De | E 1268:1,642 1a 0 218 
293 18) 5 81.6 4193127116 11.109 9 9 @ 
10.122 .510,:0,.981.4 1 8.381 176119 60097 lo. Le. 
0: 93.|:8 1:08: 7.1016 | 2: 3591.88. 191 61.30] 94.| 911 9 
9186| 7,08 | IL 5381.82 || 3671901. 9:90.99. | 28 . 18 |. 03 
1694.,40418|6 | 14 121.9 | 61.383 194 | 172 119] 99 | 971 91 1.38 
[X] 


Verteilung der quadratischen Reste in Zwölftel. 
p Primzahl; (r) Anzahl der quadratischen Reste von p, welche zwischen 
r— r x 
0 2 und 15? liegen. 


Erster Fall. p=24un-+1. 


2t Anzahl der Klassen für die Determinante — p 
4u Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p. 


1)= (12) — 1(6n + 31-4 U) 
MD)=-)=H=N=0)= (11) = 46n — 3t-+ %u) 
(3) = (5) = (8) = (10) — 1(6n + 31 — Au) 


p N t U 


Y|@|@ 


| 
3 2. 
a 
199.8, 01 6.1006 
< | 


43* 
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Zweiter Fall »p=24n + 13. 


%t Anzahl der Klassen für die Determinante — p 

4u Anzahl der Klassen für die Determinante — 5». 
V)=-B)=-MNN)=-N1)=L(ln +1-+ 1) 
== M-ÜN)=I@n+1— 


(A)=19) —=4(2n +1—t+2u) 
(5) = (8) — 4m +1+1t— 2u). 
»!n) 2) 0! WW ® 
BIBI IRRE SR BEE 0ER. RS RN IR RER SER 
a a 11.0 1:10 
rar a ir. 211 31.0 
BL A 0 AN] 3.9 
109. 4. [8.1130 6. 8 6| 3 
132..6 21,84 8. 20 9| 4 
181: |,021,9..108.2.10 1.29 80.7 
2909.41. 09.1, 8 1ed20 10 


Dritter Fall. p=24n +9. 


9£ Anzahl der Klassen für die Determinante — p 
9u Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p 
= )=-O-M-U)=()-n 
= (10) an +1+H 
= W)- 3@n —t+ u) 
6)= S)=4ln +1— u). 


o\n | 0 Kl) | 6) | | (5) 

Salt 10 01511.000 
ee en 
Bee ae 
101 es a, 8,310 
ee rel nl ee 
Br ou 808 
el us ll 
ee ee 


Uber die Klassenanzahl der binären Formen. 677 


Vierter Fall. p=24n + 17. 


2t Anzahl der Klassen für die Determinante — p 
24 Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p. 
= B-H-M=-UN- (I) = HR +3 +1) 


)==(10) = +(6n +6-+31— 2u) 
H)- (9 = 4(6n +3 — 3t-+u) 
(5). (8) = +(6n +6 — 2u). 
| | | 
N vw ı1)I|&)| |! 6) 
Era RS a a N 
oe 
Dale, al ats 
| 113 2a ee ana 
ya ee 
2331 9,6. 119.5 
| 25211:.10:1 78:19. 12: 1.1918 18 


Eingehendere Betrachtung gewisser auf die 
Teilung des Kreises bezüglicher 
Untersuchungen. 


ee 


367.*) 


Was wir im letzten Teile des siebenten Abschnitts von Artikel 355 an 
dargelegt haben, stellt jedenfalls schwerwiegende Proben von der grossen 
Fruchtbarkeit der Lehre von der Teilung des Kreises sowie von dem wun- 
derbaren Zusammenhange dar, welcher diese Disziplin mit verschiedenen 
arithmetischen Untersuchungen verbindet. Wir konnten daselbst aber, an 
Raum und Zeit allzusehr beschränkt, dieses Feld, welches unsere Bemühungen 
durch um so reichere Ernte belohnt, je weiter wir in ihm fortschreiten, 
nur leise streifen. Wir beabsichtigen daher, eine oder die andere der dort 
begonnenen Untersuchungen hier von Neuem wieder aufzunehmen und aus- 
führlicher zu behandeln, und sicherlich wird der Leser nicht ohne grosses 
Staunen sehen, dass die Lösung mehrerer Probleme, die Jedermann für 
himmelweit hiervon verschieden gehalten hätte, auf diesem Fundamente ruht. 


368. 

Den fruchtbarsten Gegenstand liefert die im Artikel 356 angefangene 
Untersuchung, wo wir, nachdem der Complex der Wurzeln der Gleichung 
x"—1=0 (mit Ausschluss der Einheit) in zwei Klassen geteilt worden war, 
das Aggregat in jeder der beiden Klassen zu bestimmen lehrten, und zwar 
ergaben sich dieselben = — 3 +3 ynund— 3 — 5 yn für den Fall, wo n 
von der Form 4a"—+1, oder =—} +3 y-ruınd3—} vn für den 
Fall, wo n von der Form 4» +3 ist. Indessen hatten wir uns daselbst 
nicht allein die Beschränkung auf den Fall, wo » eine Primzahl ist, auf- 
erlegt, sondern auch, was von noch viel schwererer Bedeutung ist, das 


*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers, 
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Vorzeichen der Wurzelgrösse unbestimmt gelassen oder hatten es vielmehr 
verabsäumt, diese nur kurz angedeutete Bestimmung durch einen strengen 
Beweis zu bekräftigen. Diese Lücke müssen wir daher vor Allem ausfüllen. 


369. 

Es sei nun also » eine beliebige ganze positive Zahl, R eine solche 
Wurzel der Gleichung «&”— 1= 0, dass keine niedrigere Potenz von ihr als 
die ‘° der Einheit gleich wird (vgl. Artikel 359, IL, open S. 434), und es 
werde mit [A], wie im siebenten Abschnitt, die Potenz R*bezeichnet, so dass 
[0]=1, [1], BJ, BJ, :- -, [a—1] sämtliche Wurzeln der Gleichung #" —1=0 
darstellen. Ferner bezeichnen wir das Aggregat 


J+1+4+9] + +[@— 1°] mit 2[D] 
und allgemeiner 
[0] +P] + [Ra] + [NR] ++ Pam — 1°] mit 2], 

so dass Q unbestimmt die Quadrate der Zahlen 0,1,2,3,...,n—1 be- 
deutet. Offenbar wird also, ebenso wie allgemein A] = [p] ist, wenn A, 
irgend welche (positive oder negative) nach dem Modul » congruente ganze 
Zahlen sind, auch S[M] =! [Dy] sein, wenn A=y. ist. Nach diesen Vor- 
bereitungen haben wir die folgende Aufgabe. 


370. 
Aufgabe. Das Product aus den beiden Aggregaten 2[Q] und 
3[— Q] zu bestimmen. 
Auflösung. Da ®?=0, rn +1? =1l,(n +29?=4,... (mod.n) ist, so 
ergiebt sich leicht, dass 
20] = 1) + HI + N+16) ++ [Rd 


— [4 +[9]+[16])+ 15] ++ [@ +1] 


— [9] + [16] + B5] + B6] + - + [® + 29°] 
. oder allgemein 


— [#] + [& +2] + [+29] + [+ 2°] + + [@+k—1)°] 
wird. Hieraus ist: 
22] x2[0]= [J) + +1] ++ 4+[6k+9) +: .-- 
+ [(n — 1)? + 2(n — DA]. 
Demnach entwickelt sich 2[— DJ]x 2[QD] in 


a a PEN TE led 
anal 8+[15] +. +? —1] 
+ [0] + [5] + 112] + RU +: + [m + 2% — 3] 
+ 101 -H Mn wu] + Ba Er En een 
14 
4 co] - + DR - N + An] = (in - + 3] +++ (Bm en + 3] 
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Summiert man die einzelnen Vertikalreihen, so erhält man: 


[4n] N —[2n?— 2n] 


tt ee, 


1— [2] 


und in diesem Ausdrucke werden alle Teile ausser dem ersten verschwinden, 
wenn » ungerade ist, denn dann werden alle Zähler 1— [2»], 1— [4], 
1—[6n], ..., dagegen keiner der Nenner 1—[2], 1—-[4, 1— [6], 
1—[8],..., 1—[2»— 2] gleich Null. Ist aber » eine gerade Zahl, so 
ist auch unter den Nennern einer gleich O0, nämlich 1— [»], welchem das 


[n?] 


Glied [42] I m] entspricht; die Summe der Teile aber, aus denen dieses 


RO ENEIE 


entstanden ist, wird gleich »[4»2]. Hier sind von Neuem zwei Fälle zu unter- 
scheiden. Ist n gerademal gerade, so wird 4n?=0 (mod.») und daher 
[4n?] = 1; ist aber n ungerademal gerade, so wird In?=4n (mod.r) und 
daher notwendig [4»?]=— 1. Hieraus folgt endlich: 
1. Für einen ungeraden Wert von » wird das gesuchte Product =n; 
2. Für einen gerademal geraden Wert von » wird dasselbe — 2n; 


3. Für einen ungerademal geraden Wert von » wird dasselbe = (0. 


371. 
Es verlohnt sich, die Natur des Aggregates Z[Q] näher zu betrachten. 
I. Da man für die Quadrate 0, 1, 4, 9, 16,... ihre kleinsten Reste 


nach dem Modul » substituieren kann, so ist ersichtlich, dass, wenn M un- 
bestimmt die quadratischen Reste von » unter den Zahlen O0 bis a — 1 und 
m die Anzahl der Wurzeln der Congruenz x&?=M (mod. ») bezeichnet, 
2[DO]=!m[M] wird. Wie die Zahl m bestimmt wird, haben wir in den 
Artikeln 104 und 105 gezeigt (vgl. oben S. 72 u. 73). 

I. Ist » eine (ungerade) Primzahl, so wird für M=0:m=1, für 
jeden andern Wert von M aber m—=2. Ist aber » eine Potenz einer un- 
geraden Primzahl, etwa gleich p’, so wird m —=2 für jeden durch p nicht 
teilbaren Wert vn M— — — — — -— - - -— — — — 


372. 

Ist n eine (ungerade) Primzahl, so bestehen die Reste M aus der Null, 
für welche m =1 ist, und 4(n — 1) andern Zahlen, für welche m = 2 ist. 
Bezeichnet man diese Reste (mit Ausschluss des Restes 0) unbestimmt durch 
p, So ist unsere Reihe =1-+ 22". Bezeichnet man ferner mit v unbe- 
stimmt alle übrigen Zahlen unterhalb », deren Anzahl ebenfalls gleich 
3(» —1) ist und welche sämtliche quadratischen Nichtreste von » unter- 
halb %» umfassen, so ist offenbar: 


1++"+I" =el+Hr Hr Hr He, 
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Setzt man daher die Summe unserer Reihe oder 1+ 2%r"—= A, so wird: 
1+ 2&r”—= — A sowie Ir" — Ir — A. 

Nach Artikel 356 wird somit A=-+ yn oder =+ y—n, je nachdeın 
n=1 oder =3 (mod. 4) ist. Das Vorzeichen aber wird hierdurch noch 
nicht bestimmt. 

Substituiert man in unserer Reihe, die wir durch II bezeichnen wollen, 
für r eine andere gleichartige Wurzel der Gleichung &” —1=0, etwa 
r=r‘, so möge daraus die Reihe Il’ hervorgehen. 


373. 


Wenn » das Quadrat oder eine höhere Potenz einer Primzahl, etwa 
— p"ist, so werden einige der Reste M aus den durch p nicht teilbaren 
Zahlen bestehen, andere werden durch 92 aber nicht durch eine höhere 
Potenz von p teilbar sein, wieder andere werden sich durch p* aber nicht 
durch »5 teilen lassen und so fort bis zu denen, welche durch p""? aber 
nicht durch 9"" oder durch p"”! aber nicht durch p", je nachdem x ge- 
rade oder ungerade ist, teilbar sind; hierzu tritt endlich noch der Rest 0, 
welcher der einzige durch 9" teilbare ist (vgl. Artikel 102, oben $. 70). 
Bezeichnet man nun mit p unbestimmt die quadratischen Reste der Zahl p 
unterhalb » mit Ausschluss der Null (deren Anzahl =4(p — 1) ist), so 
werden jene verschiedenen Arten von Resten folgendermassen dargestellt 
werden. Die ersten, welche durch p nicht teilbar sind, werden dargestellt 
durch a -+%p, wo für % alle ganzen Zahlen von O0 bis p""" —1 zu setzen 
sind, so dass die Anzahl aller in dieser Form enthaltenen Reste 


—=4(p — 1)p"”! ist; für jeden dieser wird m—=2. Die Summe aller in II 
diesen Resten entsprechenden Glieder ist gleich 
2 1 
-k o SE AM r BE 
Pa ey a 0. 
rt — 


Die zweite Klasse der Reste wird dargestellt durch up? -+ kp3, wo für 
k alle ganzen Zahlen von 0 bis pP"? —1 zu setzen sind, so dass die 
Anzahl aller in dieser Form enthaltenen Reste —#(p —1)p"° ist; für 
jeden einzelnen aber wird m = 2p. Die Summe der hieraus entstehenden 
Glieder in II wird gleich 
N) x 2 n8 2 ee F 
2pirtP Ho — St. SR Ip. — — 0 
r— 1 


wofern r>3 ist. In analoger Weise wird die dritte, vierte u. s. w. Klasse 
dargestellt durch up +%p°, pe + kp’, ..., wo für % alle ganzen Zahlen 
von Che zu op °— 1, op l, ... respective genommen werden müssen; 
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für diese wird m = 2p2, m=2p?, ... Und die Summe der aus der dritten, 
vierten, u. s. w. Klasse entstehenden Glieder in 2 verschwindet, wenn 
r>5, 2r>7,... respective ist. 

Hieraus folgt für den Fall, wo rn gerade ist, dass in II nur diejenigen 
Glieder übrig bleiben, welche dem Reste 0 entsprechen und die gleich 1 
sind. Für diese aber ist mp", so dass die Summe aller Glieder in II 
gleich p?" wird. 


RN 


3q 
F 


Bemerkungen. 


— 


Il. Zu Seite 589-601. 


Artikel 237. Vgl. Arithmetische Untersuchungen, Artikel 61 u. 62, oben 8. 41 u. 42. 

Artikel 239. Vgl. Arithmetische Untersuchungen, Artikel 53, 55 u. 65, oben 
S. 35, 36 u. 44. 

Artikel 241. Wenn n=2) und v3 so existiert zwar keine Zahl p von der 
angegebenen ‚Art, aber die ganze Untersuchung wird hierdurch nicht wesentlich ge- 
ändert. 

Artikel 251. Vermutlich sollte die hier bemerkte Schwierigkeit durch die Ein- 
führung höherer Potenzen von p als Moduln beseitigt werden. Vgl. Artikel 363 8. 621, 
372 8.626, 373 8. 627. 


Il. Zu Seite 602—629. 


Artikel 338. Wegen der Anspielung auf einen versprochenen Beweis des im 
ersten Abschnitt dieses Artikels enthaltenen Satzes kann man Artikel 44 der Arith- 
metischen Untersuchungen oben S. 29, vergleichen. 

Artikel 348. Bei der Behauptung, dass die Coeffhicienten A’, B',... des ent- 
wickelten Products ganze rationale Zahlen sind, wird auf das sechste Kapitel ver- 
wiesen, in welchem aber die Theorie der Gleichung « — 1=0 nur für den Fall 
behandelt wird, dass r eine Primzahl ist; die Form des Beweises im Artikel 349 führt 
zunächst auf folgende Ergänzung. Wird das entwickelte Product in die (für alle 
Wurzeln der Gleichung 9 —=1 geltende) Form 


S=E+F}+...+NYy1 


gebracht, so sind die Coeffieienten E, F,..., N ganze rationale Functionen von x mit 
ganzen rationalen Coefficienten; da fertler daR Product ungeändert bleibt, wenn % 
durch 9* ersetzt wird, wo % irgend eine zu x prime Zahl bedeutet, so gilt dasselbe 


‚ von dem Ausdruck ‚S, und hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass alle diejenigen 


in ‚5 enthaltenen Potenzen von #, deren Exponenten s einen und denselben grössten 
gemeinschaftlichen Teiler mit x haben, auch identische Coefficienten haben müssen; da 
endlich eine jede Summe solcher Potenzen $° immer eine ganze Zahl ist, so leuchtet 
ein, dass der Ausdruck S, und folglich auch das in Rede stehende Product eine ganze 
Function von x mit ganzen Coelficienten ist, was zu zeigen war. Ebenso geht aus 
dieser Betrachtung zugleich die Richtigkeit der Bemerkung am Schlusse des Para- 
graphen hervor. Andere Gründe lassen indessen vermuten, dass dem Verfasser schon 
damals das allgemeine Theorem über die Transformation der symmetrischen Functionen 
(Demonstratio nova altera theorematis omnem functionem ete., Artikel 4) bekannt war, 
aus welchem sich die obigen Sätze als unmittelbare Folgerungen ergeben. 


684 Bemerkungen. 


Artikel 352. Das Zeichen R=S$ (mod. P) oder auch R=& (mod. P, p) 
bedeutet hier und im Folgenden, dass die Differenz R— S nach dem Modul p den 
Teiler P hat. — Das unvollständige Citat kann auf Arithm. Unters. Artikel 49 
bezogen werden. 

Artikel 354. Durch Multiplikation mit x’ — 1 ergiebt sich, dass die Summen 
gleich hoher Potenzen der Wurzeln der beiden Gleichungen (P, a) —=0,(P,p') = 0 
einander congruent sind (mod. p) und hieraus folgt die Congruenz (P, a p‘) 
(mod. p), sobald m <p ist (vgl. Artikel 244); ist aber m p, so lässt sich der 
Coeffieient der Potenz x”? in einer Gleichung nicht mehr aus den gegebenen Potenz- 
summen ihrer Wurzeln nach dem Modul p bestimmen, weil er in den hierzu dienenden 
Newton’schen Formeln mit dem Factor p behaftet ist. In der That darf man aus der Con- 
gruenz je zweier gleich hoher Potenzsummen der Wurzeln der Gleichungen A=0, B=0 
allgemein nur folgern, dass A= UPC, B= BPE (mod. p) ist, wo & den grössten gemein- 
schaftlichen Teiler der beiden Functionen A, B nach dem Primzahl-Modulus p be- 
zeichnet, X, B aber ganz unbestimmte Functionen sind. Es ist zu vermuten, dass 
der Verfasser die Allgemeingültigkeit des Satzes aus der Theorie der Transformation 
der symmetrischen Functionen und speciell aus dem folgenden Satze abgeleitet hat: 
Ist in Bezug auf einen beliebigen Modulus p die Differenz R(x) — S(x) teilbar durch 
die Function P(x), und sind a, d, c, ... die Wurzeln der Gleichung P(x) =0, so 
sind die Functionen 

(x — R(a)) (« — R(b)) (« — R(e))... und (x — S(a)) (e — $(b)) (« — Ske)).-. 
einander nach dem Modul p congruent. 

Artikel 355. Es wird im Artikel 368 gezeigt, dass P und z keinen gemein- 


schaftlichen Teiler haben, wenn P keinen Factor mehr als einmal enthält. 
1 
Artikel 361. Hier bedeutet der Exponent n in dem Zeichen (&, pk) jede 


ganze positive Zahl A’ von der Beschaffenheit, dass A’ ==1 (mod.v) wird, wo v 

die kleinste positive ganze Zahl ist, für welche «’— 1 durch & nach dem Modul p teilbar 

wird; hierbei ist vorauszusetzen, dass & nicht durch x teilbar nach dem Modul p, und 

ausserdem, dass k relative Primzahl zu y ist. Die Richtigkeit der Behauptung, dass 
1 


& durch (&, p*) teilbar ist (mod. p), ergiebt sich aus Artikel 354. 


Artikel 363. Die Schlussbemerkung bezieht sich vermutlich auf die Einfüh- 
rung von Moduln, welche Potenzen der Primzahl p sind; vgl. Artikel 251, 872, 379, 


Artikel 367. Die Wurzeln der Gleichung +0? —22—1=0 sind die 
7 


in 1-0 zerfallen. 
Artikel 372. Wegen des unvollständigen Citats vgl. Artikel 251, 363. 


zweigliedrigen Perioden, in welche die Wurzeln der Gleichung 


Il. Zu Seite 655. 654. 


Dieses Fragment bezieht sich auf „Arithmetische Untersuchungen,“ Artikel 306, IX. 


IV. Zu Seite 655677. 


a) Zu I und II. 


Die zweite Formel für die Anzahl der innerhalb des Kreises liegenden Punkte 
(I. Artikel 3 und II. Artikel 5) ergiebt sich aus der Betrachtung des in denselben 
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eingeschriebenen Quadrats, dessen Seiten den Coordinatenachsen parallel sind; die 
Vergleichung beider Formeln führt zu dem auch arithmetisch leicht zu beweisenden 
Satze: 


a + dA L... + N, 
aus welchem sich wieder die Richtigkeit der ersten von den folgenden beiden Regeln 


ergiebt, die sich auf einem besonderen Blatt vorfanden: 
„Auflösungen der Gleichung &®-+y? = A; Formel: 


1+4V A+4V3 A+8 8 (VA- »®— n), 
wo bei jeder Wurzel der Bruch weggelassen und von n=1bisn—=VA „(soll 


heissen 3 A)“ summiert wird. 
Andere Formel: 


dA A A A 
RR a REN 6 


— 


wo bei jedem Teil der Bruch weggelassen.“ 

Diese letztere Formel folgt aus dem später (I. Artikel 6) zur Anwendung kommen- 
den Satze über die Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer bestimmten Zahl 
durch die Form x°-+y? (vgl. Arithm. Unters. Artikel 182 Anmerk., oben S. 150), 
welcher leicht in den folgenden umgeformt werden kann: Die Anzahl der verschiedenen 
Darstellungen einer positiven ganzen Zahl m durch die Form x? + y? ist gleich 
4(a— b), wo a, 5 die Anzahlen der Teiler von m bedeuten, welche respective von der 
Form 4n +1, 4n-+-3 sind. Aus der Vergleichung dieser arithmetischen Formel mit 
der (in I Artikel 5 oder II Artikel 4) durch geometrische Betrachtungen gewonnenen 
mittleren Darstellungsanzahl erhält man leicht und in aller Strenge das bekannte 
Resultat 

% a) | 

SL or 
welches in der Abhandlung durch eine ähnliche Vergleichuug, aber mit Hülfe un- 
endlicher Producte abgeleitet wird. 


b) Zu III und IV. 


Ist C der Complex aller positiven nicht eigentlich äquivalenten eigentlich primi- 
tiven Formen von negativer Determinante — D, und legt man den Variabeln dieser 
Formen je zwei Werte bei, welche relative Primzahlen zu einander sind, so ist die 
Anzahl aller Darstellungen einer positiven ganzen Zahl m gleich ed. (m), wo e die 
Anzahl der Auflösungen der Gleichung £?+ Du?—=1und b(m) die Anzahl derjenigen 
Wurzeln der Congruenz n?-+ D==0 (mod. m) bedeutet, für welche die drei Zahlen 


. ann ohne gemeinschaftlichen Teiler sind ( Arithm. Unters. Artikel 180, vgl.oben 
S. 147). Der Factor e ist = 4 für D=], in allen anderen Fällen = 2. Ist ferner 
m—=p"p" pP... wop, p', pP"... ‚von einander verschiedene Primzahlen be- 
deuten, so ist (m) = U(p”) Up”) up”) ...; bedeutet A(m) die Anzahl der Wurzeln 
der Congruenz n’+ D=0 (mod. m), und bedient man sich des von Legendre ein- 


m, 2nund 


—D 
geführten, von Jacobi verallgemeinerten Zeichens, so ist L(p") = A (p")=1 +4) 
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wenn ? nicht in 2D aufgeht, sonst aber = A(p") — I ypett) ; die Anzahl A(p”) 


lässt sich immer leicht bestimmen (Arithm. Unters. Artikel 104, vgl. oben $. 72), 
für die Folge reicht aber die Bemerkung aus, dass A(p”) immer von x unabhängig 
wird, sobald z eine gewisse Grösse überschreitet. 

Legt man den Variabeln der in dem Complex C enthaltenen Formen alle ganz- 
zahligen Werte ohne Ausnahme bei (Arithm. Unters. Artikel 181, vgl. oben S. 148), so 
wird die Anzahl (m) aller Darstellungen der Zahl'm gleich ef(m), wo /(m) = Zub es 
ist, und das Summenzeichen sich auf alle quadratischen Teiler p.? der Zahl m bezieht. 
Hieraus folgt unmittelbar: 


fa) =f(p" pP" pP". )=fE) IE") IE"):-- 


FEIN) HIER) HYPE) +, 


welche Reihe so lange fortzusetzen ist, als die Exponenten x, r— 2, nr —4, ... nicht 
negativ werden. Wenn p nicht in 2 D aufgeht, so folgt hieraus: 


re 
en, rege) 


und allgemein, wenn »n relative Primzahl zu 2D ist: 


tm) =-2(), 


wo das Summenzeichen sich auf alle Teiler n der Zahl m bezieht. 

Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit der im Text 
(III, 1, 2, 3) aufgestellten Sätze über die Anzahl (m), wenn man für den ersten 
derselben noch die Bedingung hinzufügt, dass D nicht durch p? teilbar sein darf 
(die Bestimmung der Klassenanzahl ist schon in den „Arithmetischen Untersuchungen“ 
Artikel 256 auf den Fall zurückgeführt, in welchem D durch kein Quadrat teilbar 
ist). Zugleich findet man, auch ohne Rücksicht auf diese Beschränkung, dass die 
unendliche Reihe 


und 


B 22 3 
den Wert 
1 1 1 
EN OLD 1 N BEE EEE RER ARE TREE TE 
pP p p pP 


hat, je nachdem 2D durch die Primzahl p teilbar oder nicht teilbar ist. 


c) Zu V. 


Die zu Formel III hinzugefügte Bemerkung giebt den Weg an, auf welchem der 
Verfasser zur Bestimmung der Anzahl k der in dem Complex C' enthaltenen Formen 
gelangt ist. Aus geometrischen Betrachtungen (vgl. I Artikel 5 und II Artikel 4) er- 
giebt sich, dass der Grenzwert, welchem sich der Quotient 

U Bad Bao Ge 


m 
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mit unbegrenzt wachsendem m nähert, d. h. die mittlere Anzahl der Darstellungen 
einer unbestimmten positiven ganzen Zahl 


ist; ein zweiter Ausdruck für denselben Grenzwert lässt sich auf verschiedene Arten 
aus der Natur der im Vorhergehenden bestimmten Anzahl (m) =ef(m) der Dar- 
stellungen der Zahl m ableiten. Der zu diesem Zweck von dem Verfasser zunächst 
eingeschlagene Weg scheint nach den vorhandenen Bruchstücken (I Artikel 7 und 8; 
II und IV) folgender gewesen zu sein. 

Ist (m) irgend eine Function der positiven ganzen Zahl m, und p irgend eine 
Primzahl, so kann man aus %(m) immer eine neue Function % (m) ableiten, deren 
Wert unabhängig davon ist, ob und wie oft p als Factor in m enthalten ist, und 
welche für alle durch p nicht teilbaren Zahlen m mit d (m) übereinstimmt; eine solche 
m 
Tr 


Function erhält man, wenn man % (m) =3( ) setzt, wo p" die höchste in m auf- 
p 


gehende Potenz von p bedeutet; und man kann sagen, dass die Function 9 (m) aus 
%(m) durch Elimination der Primzahl p entsteht. Bildet man auf diese Weise aus 
/(m) eine neue Function f(m) durch Elimination der Primzahl 2, aus dieser die 
Function f’(m) durch Elimination von 3 u. s. f., so wird jede folgende dieser Functionen 
einen regelmässigeren Verlauf haben, als die vorhergehenden; eliminiert man eine 
Primzahl nach der anderen, wie sie ihrer Grösse nach auf einander folgen, so wird 
eine solche Function (m) für unendlich viele Werte von m den Wert /(l)=1 
haben und namentlich für alle diejenigen Werte von m, welche kleiner sind als die 
zuletzt eliminierte Primzahl. Durch unendliche Fortsetzung dieses Processes nähert 
man sich immer mehr der Punction f” (m), welche für alle Werte von m den Wert 
1 hat, und deren mittlerer Wert folglich ebenfalls gleich 1 ist. Gelingt es nun, den 
mittleren Wert irgend einer Function %(m) durch denjenigen der nächstfolgenden 
Y (m) auszudrücken, so wird man auch den mittleren Wert der Function /(m) durch 
eine unendliche Kette von Operationen finden können. 

Ist p die Primzahl, durch deren Elimination 9'(m) aus (m) entsteht, so ist 
m) = 9 (m) f(p”), wenn p" wieder die höchste in m aufgehende Potenz von p be- 
deutet. Für diesen Fall, dass p nicht in 2D aufgeht, findet man leicht, dass 


% (m) = Ylmp) — (—) Y (m) 


ist; setzt man zur Abkürzung: 


O(m)=H(1) +32) -+ +9 (m) 
Om) =HM) +92) + +9 lm), 


so ergiebt sich: 


B'(mp) = PB (mp) — (==) B (m) 


pP 


und hieraus, wenn man mit w, w' respective die mittleren Werte der Funetionen 
% (m), 9 (m) bezeichnet: 
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Wenn aber die Primzahl p in 2D aufgeht, so findet zwar zwischen den Funetionen 
9(m) und 9 (m) im Allgemeinen keine so einfache Beziehung mehr statt; indessen 
ergiebt sich auf ähnliche Art leicht, dass in diesem Falle = w' wird. Ein anderer 
Weg, die Beziehung zwischen »® und w' in beiden Fällen abzuleiten, ist folgender. 
Setzt man 


ö(m) = 4 (y), 


wo das Summenzeichen sich auf alle Zahlen p. bezieht, die nicht durch p teilbar und 


ausserdem nicht grösser als m sind, und bezeichnet man mit m’, m’, m, ... resp. 


Nenn ._m m m" Ä 
die grössten in —, —, —, +++ enthaltenen ganzen Zahlen, so ist 
er ed 


8 (m) = 5m) + 5m) Fp) + Em) FR) +Em FEN) +: 
&'(m) = d(m) + 5(m’) +5 (m) + 5m’) +» -- 


und hieraus folgt: 


==(1-2l14f2 422 a , 


p p’ p' 
was mit dem oben gefundenen Resultat übereinstimmt (vgl. die Note zu III und IV). 
Der mittlere Wert der Function /(m) ist daher gleich dem unendlichen Produet 


I — 
er 


in welchem 9» alle in 2D nicht aufgehenden Primzahlen durchlaufen muss, und 


hieraus folgt: 
eV D 1 
k TEL T ne: . 
20 


Hinsichtlich der Strenge dieser Deduction bleibt aber ein Bedenken übrig, welches 
sich auf die Methode bezieht, den mittleren Wert der Funetion /(m) durch successive 
Elimination aller Primzahlen zu bestimmen; denn wenn es auch einleuchtet, dass der 
Wert der durch Elimination der ersten n Primzahlen erhaltenen Function (m) mit 
dem der Function f”(m) =1 übereinstimmt, so lange m kleiner bleibt als die zuletzt 
eliminierte Primzahl, und dass also durch die Wahl eines hinreichend grossen Wertes 
n diese Übereinstimmung bis zu jeder vorher vorgeschriebenen Grösse der Zahl m 
getrieben werden kann, so ist hiermit allein doch keineswegs erwiesen, dass mit un- 
begrenzt wachsendem n der mittlere Wert der Function m (m) sich dem mittleren 
Werte der Function f”(m), d.h. dem Werte 1 unbegrenzt nähert. In welcher Weise 
der Verfasser diese Lücke auszufüllen gedachte, lässt sich aus den vorhandenen 
Papieren nicht mit Sicherheit bestimmen; doch führt die schon oben (in der Note 
zu I) mitgeteilte Formel 


| Bi md an NA \ 
ie Ss 0% 7. ne 


für die Anzahl der Paare von Zahlen, deren Quadratsumme den Wert A nicht über- 


ee 
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trifft, zu der Vermutung, dass der Verfasser mit Umgehung des unendlichen Pro- 
ducts, für den mittleren Wert der Function f (m) unmittelbar die unendliche Reihe 


2} 

n )n 

gefunden habe, in welcher n der Grösse nach alle positiven ganzen Zahlen durch- 
laufen muss, die relative Primzahlen zu 2D sind. Die einfachste Art, diesen Ueber- 
gang anzudeuten, scheint die folgende zu sein. 

Ist u. der grösste aller derjenigen Teiler einer Zahl m, welche relative Primzahlen 
zu 2D sind, und setzt man 9(m)—=/(k), so ist %(m) diejenige Function, welche 
durch Elimination aller in 2D aufgehenden Primzahlen aus /(m) entsteht, und deren 
mittlerer Wert nach dem Obigen mit demjenigen der Function f(m) übereinstimmt. 

—D 
Da nun Y(m —2( e; 


) ist wo n alle Teiler von x, d. h. alle diejenigen 


Teiler von m durchläuft, welche relative Primzahlen zu 2D sind, so ergiebt sich 
die der obigen analoge Formel 


OES ESEL DEI EL 


n n 


wo in der Summe rechter Hand der Buchstabe n alle relativen Primzahlen zu 2D 
durchläuft, und von den Quotienten —- immer nur die grösste in ihm enthaltene 
ganze Zahl beizubehalten ist. Ordnet man die Glieder dieser Reihe so, dass die Zahlen n 
ihrer Grösse nach auf einander folgen, so nimmt der Factor —— fortwährend ab oder 
doch wenigstens nie zu, und die Reihe bricht ab, sobald n>m wird. Ausserdem 
ergiebt sich aus dem Fundamentaltheorem in der Theorie der quadratischen Reste 
und aus der Verallgemeinerung desselben, dass die Summe von je »(4D) auf ein- 
ander folgenden Werten des Factors (=) verschwindet, woraus folgt, dass dieSumme 


von noch so vielen auf einander folgenden Werten desselben ihrem absoluten Wert 
nach die endliche nur von der Determinante D abhängige Grösse A=„(2D) nie- 
mals übertrifft. Verbindet man diese beiden Bemerkungen mit einander, so findet 


man leicht, dass die Summe aller auf das Glied (=) nn folgenden Glieder ab- 


solut genommen kleiner als A = ist, und dass folglich der Quotient ®(m): m bei 


unendlich wachsendem m die in der angegebenen Art geordnete, convergierende un- 
endliche Reihe 


zum Grenzwerte hat. Nachdem so der gemeinschaftliche mittlere Wert der Functionen 
%(m) und /(m) gefunden ist, erhält man unmittelbar: 


ya 


Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Artikel 6 und 8 der Abhand- 
lung II auf eine in mancher Beziehung einfachere und auch leicht auszuführende 
Behandlungsweise des Problems hindeuten, bei welcher nur die Darstellungen un- 


gerader oder sogar nur solcher Zahlen betrachtet werden, die relative Primzahlen zu 
2D sind. 


Gauss. 44 
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d) Zu VI und VII. 
Ä r ; i ; \/—D\.J i 
Die Art, wie der Verfasser die Summation der Reihe 3) 4 ausgeführt hat, 


ergiebt sich aus einigen speciellen Beispielen, welche sich auf einzelnen Blättern 


vorfinden. 
Ist D=3 (mod.4), so folgt aus dem Fundamentaltheorem in der Theorie der 


quadratischen Reste mit Benutzung der Reihe 


1 1 1 1 1 
cotang u = SEN EU Ba Er 


a, a. Bis 
Bi n \m=3(5)4- 35 20) ons 3D 


ist, wo v alle relativen Primzahlen zu 2D durchläuft, die kleiner als D sind; setzt man 


.. 
’ 


dass 


1=% c08 R —+isin ai 
—l1=ı — +31 n ——=r 
Yy ? D D 


und bezeichnet man mit y. alle relativen Primzahlen zu D, welche nicht grösser als 
D sind, so lässt die vorstehende Summe sich leicht in die folgende umformen: 


Sy 215 (2) (5) 0 , 
n Vmar DB D DIRT 
wendet man nun ‘die für jede Wurzel w der Gleichung w? —1 gültige Formel 


| ar a1 a 

Et SB 1) a) 
in welcher « die Zahlen 1,2, 3,..., D—1 durchlaufen muss, an, so erhält man 
durch Umkehrung der Summationsordnung 


S —D\1_ ri (2 Sı yadlh ya 
n/n AD\D) m sa \ D 

Die auf x bezügliche Summation lässt sich bekanntlich mit Hülfe der in der 
Abhandlung: „Summierung gewisser Reihen von besonderer Art“ (vgl. oben S. 465) 


bewiesenen Sätze ausführen; beschränkt man sich auf den Fall, in welchem D durch 
kein Quadrat teilbar ist, so findet man allgemein: 


2(6)7-(6).°) vr. 


wo 5) — 0 gesetzt werden muss, falls a keine relative Primzahl zu D ist. Indem 


Fall D=3 (mod.4) erhält man daher: 


ya- HH) D-75720) 


wo a’ alle relativen Primzahlen zu D durchläuft, die kleiner als 5 D sind ; da endlich 


ge—2 ist, so wird die Anzahl der Klassen 
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Ist dagegen D=Z1 (mod. 4), so erhält man mit Benutzung der Reihe 


ma 
cosec U = a vr er utr u— ut Ir 
auf ähnliche Weise 
R—1 
x /—D\1 x in‘ 
3=)--3-) 5- 
v—1 


Ba BL 
D)#-+1' 
wo die Buchstaben v und y. die frühere Bedeutung haben; schliesst man den evi- 


denten Fall D=]1 aus und wendet die für jede Wurzel » der Gleichung uP—1 
(mit Ausnahme von w=1) gültige Formel 


tr get Zur, 


in welcher «' die Zahlen 1, 2, 3, ..., a (D— 1) durchlaufen muss, an, so ergiebt 


sich, wieder unter der Beschränkung, dass D durch kein Quadrat teilbar ist: 


y=)+-WmXN65) 


und hieraus, da e=2 ist: 


Ganz ähnlich würden sich die Fälle behandeln lassen, in welchen D gerade ist. — 

Was die Bestimmung der Klassenanzahl für positive Determinanten D betrifft, so 
finden sich ausser der im Text mitgeteilten Schlussformel nur einzelne geometrische 
Figuren vor, welche Hyperbelsectoren von endlichen Dimensionen darstellen, und 
neben denselben Ungleichungen, durch welche die Punkte, deren Coordinaten die 
Variablen der quadratischen Formen sind, in das Innere eines solchen Hyperbel- 
sectors gedrängt werden. Diese Hyperbelseetoren treten an die Stelle der Ellipsen, 
welche den quadratischen Formen mit negativer Determinante entsprechen, und durch 
die Bestimmung ihres Flächeninhalts ergiebt sich wieder die mittlere Darstellungs- 
anzahl, wenn nämlich nur solche Darstellungen zugelassen werden, bei welchen die 
Variabeln den eben erwähnten Ungleichungen Genüge leisten. Andererseits dienen 
diese Ungleichungen dazu, aus den unendlich vielen Darstellungen einer Zahl m, 


. BER Mm 
welche alle zu einer und derselben Wurzel n der Congruenz n?— D=0[ mod. ) 


2 


gehören und welche den sämtlichen Auflösungen der Gleichung ??— Du?=1 entsprechen 
(vgl. Arithmetische Untersuchungen Artikel 205), eine einzige zu isolieren und alle andern 
auszuschliessen. Die Anzahl aller zugelassenen Darstellungen derZahl m durch den 
Complex aller nicht eigentlich äquivalenten eigentlich primitiven Formen ist dann gleich 


44* 
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dem Wert der Function / (m), in welcher nur — D durch D zu ersetzen ist, und 
aus der Betrachtung der Eigenschaften derselben ergiebt sich, wie früher bei nega- 
tiven Determinanten, ein zweiter Ausdruck für die mittlere Darstellungsanzahl; die 
Vergleichung desselben mit dem vorher durch geometrische Betrachtungen abgelei- 
teten Werte führt dann unmittelbar zu der Bestimmung der Anzahl der Klassen. 


e) Zu VII. 


Hier bedeutet p eine positive Primzahl von der Form 4n +1; die Bezeichnung 
stimmt mit der in der Abhandlung: Theorie der biquadratischen Reste I Artikel 23 
(vgl. oben S. 531) angewendeten überein; es ist also 


f=1-2-3-.-3 39.5 (P— 1) (mod.p) 
p=a+b; a=1(mod.4); 5=af (mod. p); 


die mit a, 3 bezeichneten Zahlen sind durch die Zerlegung p = a’ +2B° bestimmt. | 

Der im Text aufgestellte Satz hängt mit dem biquadratischen Character der | 
Zahl 2 zusammen; da nämlich (vgl. Theorie der biquadratischen Reste 1. Artikel 21, | 
oben $. 529) 


 ! 1 | 


3 *.= f2 (mod. ») | 
ist, so folgt aus der Congruenz 
b=2m-+ a— 1 (mod. 8) 
die andere 
r—1 a—i 
o— A TESTS 
Def 2 (mod, p) 
und umgekehrt jene aus dieser. Der Beweis dieser letzteren Congruenz ergiebt sich 
leicht auf folgende Art. Ist p. die Anzahl der quadratischen Reste «, welche zwischen 
O und }p liegen, so ist (nach VII): 
m—=22.—4(p—]), 
und die Anzahl der quadratischen Reste a, welche zwischen }p und $p liegen, ist 
—4(p—1)—yp. Ist nun p==1 (mod. 8), also die Zahl 2 quadratischer Rest, so 
stimmen die Zahlen 2«, und p — 2x, im Complex mit den Zahlen «, und «a, überein, 
und bezeichnet man das Product dieser Zahlen mit A, so ergiebt sich: 


p—1 


1 
er 
2° d=e(-) A(mod.p). 
und folglich: 
Ir Lan m+ze-D 
2 =) (mod. p). 


Da ferner in diesem Fall 3=0 (mod. 4) und folglich 


RE ae ner ar! 
SE =(a+1) ri #42 rer (mod. 4) 


ist, so erhält man die zu beweisende Oongruenz: 


»1 m — 


Def “ (mod. p). 
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Ist dagegen p=5 (mod. 8), also die Zahl 2 quadratischer Nichtrest, so stimmen 
die Zahlen 2a, und p— 2a, mit den sämtlichen zwischen 0 und 4p liegenden 
quadratischen Nichtresten überein; bezeichnet man ihr Product mit B und das Product 
der Zahlen #, und a, wieder mit A, so ist 


»—l y—1 


em a on 
=4B, (—1) 2° A=B(mod.p). 
Erhebt man diese beiden Congruenzen zum Quadrat, indem man berücksichtigt, 
dass 


P=-1 2°? Z—1 (mod. p) 
ist, so erhält man: 
—1=42B, — AZz=B 


und hieraus 4=-+-1; da nun A ein Product aus quadratischen Resten, also A? 
ein Product aus biquadratischen Resten und folglich selbst ein biquadratischer Rest 
ist, so'muss A’=-+-] sein, weil — 1 ein biquadratischer Nichtrest ist. Hieraus folgt: 
Bean 
Far,n 2° = AB=f (modın) 
und 
I one RANGE) aeeet WERO m +? 
Be, (mod. p). 
Da endlich in diesem Fall 5=2 (mod. 4) und folglich 


DooL, amd, D-4 A | 


RE = ==» == 
ra: 1 3 (modih) 
ist, so erhält man wieder die zu beweisende Congruenz: 
2 pe 
A ey 
f) Zu IX. 


Es sei p eine positive ungerade durch kein Quadrat teilbare Zahl und 


v2) 


wo s, alle relativen Primzahlen zu p durchlaufen muss, welche zwischen (r — ]) > 


und ne liegen; bezeichnet man die Anzahlen der nicht eigentlich äquivalenten 
eigentlich primitiven Formen für die Determinanten — p und — 2p respective mit O,, 
und (3, so ist (vgl. Dirichlet Recherches sur diverses applications ete. $ 11 in 
Crelle’s Journ. XX1.). 


Ö, Eee 2(8, + S»), (09 TEE 2(8, St S4) 
oder 


1er ++S, =, 5), 


je nachdem p=1 oder =3 (mod.4) ist. Bedenkt man ferner, dass die Zahlen s, und 
s; im Complex mit den Zahlen 2s; und p— 2s,, und ebenso die Zahlen s, und s, im 
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Complex mit den Zahlen 2s, und p — 2s, übereinstimmen, und dass im Falle p=1 
(mod. 4) die Summe S +8, +83 + 8, =0 ist, so ergeben sich in beiden Fällen 
noch zwei neue Relationen zwischen den vier Summen S,, 3, 85, S,, so dass jede 
derselben durch C, und Cs ausgedrückt werden kann. Man erhält auf diese Weise: 
wenn p=1 (mod. 4) ist: 


S = 85 


und wenn p=3 (mod. 


0 — ET, Se 


=—9= 


Ist p eine Primzahl, so findet man hieraus unmittelbar die im Texte angegebenen 
Formeln für die Anzahl der quadratischen Reste, welche in den einzelnen Octanten 
enthalten sind. 


g) ZuX. 


Es sei p eine positive und durch kein Quadrat teilbare Zahl von der Form 
6n 1 und 


v2) 


; h \ d 
wo s, alle relativen Primzahlen zu p durchlaufen muss, welche zwischen (r — 1) = 


Y 


p 
une 7.5 
12 
eigentlich primitiven Formen für die Determinanten —p und — 3p mit O,, O,, 80 


findet man leicht (vgl. Dirichlet, Recherches etc. $ 11 oder die Note zu VI und VID: 
C, an (S, -F Ss —+ 53), (0A = 2 (5, —+ Sa EI SE ERS S;) 


liegen; bezeichnet man die Anzahlen der nicht eigentlich äquivalenten 


oder: 
G=8s+9G+9%+9,+%+%9, (—=2($3 +98; + 9,4 9;), 


je nachdem p=1 oder =3 (mod. 4) ist. Berücksichtigt man ferner, dass 


die Zahlen s, und s, mit den Zahlen 2s, und p — 25 
5 R BE URS NE, „ 25 und p— 25; 
” 5 SE-UNdSSE is 5 25; und p— 23 
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und ebenso 
die Zahlen s,, &, s; mit den Zahlen 3s,, 35 —Pp, p—B3s, 
< 2] e 
„ » 54, 55 S6 » » » 389, 98 —P, P— 355 
übereinstimmen und dass im Falle p=1 (mod. 4) die Summe 8, + $s-+ 8, -+ 4 
+%85;+8,—=0ist, so erhält man ausser den beiden obigen noch vier neue Relationen 


1 
| zwischen den sechs Summen $ı, Ss, ..., S,, so dass dieselben sämtlich aus C, und 
C; bestimmt werden können. Man erhält auf diese Weise, 


wenn p=1 (mod. 4) ist: 
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Ist p eine Primzahl, so findet man aus dem ersten System die im Texte an- 
gegebenen Formeln; für die andern Fälle erhält man ähnliche Formeln aus dem 
zweiten System, 


Druck von G. Bernstein in Berlin. 


TEE 


Or 


ä 
® 
5 
{ 
B 


+ 
u 


AT 


Ai U 


+ 


>. 


re er 


Bi 
A 
] 


